
فصل اول : ماتریس‌ها و کاربرد‌ها

نام و نام خانوادگی: سهیل حاج کرم

نام آزمون: 50 تست سخت ماتریس هندسه

دوازدهم
آموزشگاه پرسا

معرفی ماتریس و درایه‌های آنماتریس‌ها و اعمال روی آن

smart- 1400 -سخت اگر در ماتریس  مجموع درایه‌های ستون سوم برابر  باشد، مجموع درایه‌های سطر چهارم کدام است؟   1A = [۲i+ j]n×n۶۰

۴۸۵۵۶۱۶۹

سخت- خوشخوان- 1398 اگر  و  باشد، آنگاه مجموع تمام درايه‌های ماتريس  كدام است؟   2A = [ ]aij ۷×۷= ijaijA

۴۴۱۱۰۱۵۷۸۴۸۱۹

سخت- منتا- 1392 ، حاصل ماتریس  کدام است؟ اگر  و  ماتریس‌های مربعی هم‌مرتبه باشد طوری که  و    3AB= IB۳AB = AB۲(A )B۲ ۲

AA۲BI
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سخت- خوشخوان- 1398 اگر  و  و مجموع تمام درايه‌های ماتريس  برابر  باشد، آنگاه  كدام است؟   4A = [ ]aij n×n
= ijaijA۱۲۹۶n

۹۸۷۶

سخت- خوشخوان- 1398

، آنگاه حاصل  چقدر است؟ اگر    5[ ] = a[ ]+ b[ ]+ c[ ]+ d[ ]۵
۷

۶
۱۰

−۱
۱

۱
۱

۱
۱

−۱
۱

۱
−۱

۱
۱

۱
۱

۱
−۱

a+ ۲b+ ۳c+ ۴d

۳۰۳۱۳۲۳۳

سخت- خوشخوان- 1398

چند ماتریس اسکالر مانند  وجود دارد به‌طوری‌ که حاصل‌ضرب درایه‌های غیر صفر آن  و مجموع تمام درایه‌های آن  باشد؟   6

بیش از  چنین ماتریسی وجود ندارد.

A۶۴۱۲

۱۲۲

معرفی ماتریس‌های خاص

smart- 1401 -سخت

ماتریس‌های  ,  ,  ,  مفروض‌اند. اگر  یک ماتریس قطری باشد،   7

جمع درایه‌های روی قطر اصلی AB کدام است؟

A = [ ]۱
۳

۲
۴

B = [ ]۴
a

b

۱
C = [ ]۱

۸
۲
۴

D = [ ]
۱

b

−a

−۳
۲

DC

۴۰۴۳۴۵۴۶
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‌‎جمع و تفریق ماتریس‌ها و ضرب اعداد حقیقی در ماتریس

smart- 1400 -سخت

اگر برای دو ماتریس مربعی  و  تساوی‌های  و  برقرار باشند، مقدار  کدام است؟   8AB۳AB = −۴BAA = −m AB۳ B۳m

۶۴
۲۷

۱۶
۹

−
۶۴
۹

−
۱۶
۹

smart- 1400 -سخت
،  و  باشد، حاصل  کدام است؟ اگر    9= [ ]A۲ ۲

۰
−۸
۳

= [ ]B۲ ۳
۲

−۲
−۳

B−A = [ ]۱
۲

−۳
۴

AB+BA

[ ]−۱۰
۸

−۵
−۱۰

[ ]−۱۰
۸

−۵
۱۰

[ ]۱۰
−۸

۵
−۱۰

[ ]۱۰
−۸

−۵
۱۰

ضرب ماتریس‌ها

سخت- منتا- 1398

، آنگاه  کدام است؟ اگر    10A =

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

۱
۲
۳
۴

−۱

۱
۲

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥
A۱۰۱

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

۱
۲

−
۳
۴

۱

۱
۲

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

۱
۲
۳
۴

−۱

۱
۲

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

−
۱
۲

۳
۴

−۱

−
۱
۲

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥
−I
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سخت- سراسری- 1384  برقرار است. دوتایی  کدام است؟   رابطۀ  برای ماتریس    11A = [ ]−۲
۵

۱
۴

= αA+ βIA۲(α,β)

(۲, ۱۱)(۲, ۱۳)(۴, ۱۱)(۴, ۱۳)

سخت- منتا- 1398 اگر  باشد آنگاه ماتریس  کدام است؟   12− ۲ + ۳A− ۲I =A۳ A۲ O
¯ ¯̄̄

A۴

− ۴A + ۴IA۲− ۴A − ۴IA۲+ ۴A + ۴IA۲+ ۴A − ۴IA۲

سخت- منتا- 1398 اگر  و  باشد، حاصل  کدام است؟   13= A− ۲IA۲= αA+ βIA۵α+ β

۲۳۴۵

سخت- منتا- 1398 اگر  باشد، حاصل  کدام است؟   14AB−BA = IA − AB۲ B۲

۲A۲BA۲B۲

smart- 1400 -سخت
برقرار است. حاصل  کدام است؟ رابطۀ ماتریسی    15[ ][ ] = [ ]x

y

۲
۲

x

y

y

x

۹
۵

۶
۴

x+ y

x− y

۱۲۱۸۱۶۲۴
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smart- 1400 -سخت

، آنگاه حاصل  کدام است؟  اگر    16A =
⎡

⎣
⎢

tanx
−۱

xcos۲

۱

−tanx

⎤

⎦
⎥− +A۵ A۶ A۷(x ≠ )

kπ

۲

I−I۳I−۳I

smart- 1400 -سخت

اگر  و  باشد، حاصل  کدام است؟) یک ماتریس است.(   17[ ] ×A = [ ]−۱ ۱ ۲ ۴[ ] ×A = [ ]۲ ۳ ۱ −۳[ ] ×A−۱ −۲A

[ ]−۲ ۲[ ]−۳ ۳[ ]۲ −۲[ ]−۱ ۱

سخت- خوشخوان- 1398 اگر  آنگاه  كدام است؟   18A = [ ]۲
−۳

۱
−۱

A۱۵!

AI−AA۱۵

smart- 1394 -سخت
، آن گاه حاصل   کدام است؟   اگر    19A =

⎡
⎣

tanx − ۱

− tanx
۱
xcos۲

⎤
⎦

+ +A۳۰ A۲۰ A۶(x ≠ )
kπ

۲

I−I۳I−۳I
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سخت- خوشخوان- 1398
  كدام است؟ اگر  باشد آنگاه مجموع درایه‌های ماتریس    20A = [ ]۲

−۱
۱
۰

A+ + +⋯A۲ A۳ A۱۰

۲۰۲۵۳۰۳۵

سخت- خوشخوان- 1398
اگر  باشد آنگاه حاصل  كدام است؟   21

‌

A = [ ]۱
۰

۲
−۱

A+ + +⋯+A۲ A۳ A۲۰

[ ]۰
۲۰

۰
۴۰

[ ]۲۰
۲۰

۰
۰

[ ]۰
۰

۴۰
۲۰

[ ]۲۰
۰

۲۰
۰

smart- 1396 -سخت

اگر  باشد، و درایه های ماتریس  اعداد طبیعی باشند، کم ترین مقدار مجموع درایه های  کدام است؟   22A[ ] = [ ]A۱
۲

۱
۰

۱
۲

۱
۰

AA

۶۴۵۸

سخت- منتا- 1392

اگر  باشد مجموع درایه‌های سطر دوم در ماتریس  کدام است؟   23A =
⎡

⎣
⎢

۱
۰
۰

۱
۱
۰

۲
۱
۱

⎤

⎦
⎥A۱۰۰۰

۱۰۰۱۲۰۰۱۱۰۰۰۲۰۰۰
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سخت- خوشخوان- 1398

، آنگاه مجموع درایه‌های ماتریس  كدام است؟ اگر    24A =
⎡

⎣
⎢

۰
−۲
۱

۰
۰
−۳

۰
۰
۰

⎤

⎦
⎥(A− ۲I)( + ۲A+ I)A۲

۶−۶۱۲−۱۲

سخت- منتا- 1399 ، حاصل  کدام است؟ با توجه به رابطۀ    25[ ][ ] = [ ]x

y

۱
۱

x

y

y

x

۱۸
۱۰

۱۲
۸

x+ y

۴۵۶۷

سخت- منتا- 1399

ماتریس  مفروض است. ماتريس  کدام است؟    26A =

⎡

⎣

⎢⎢⎢
−tanx

−۱
cosx

۱
cosx

tanx

⎤

⎦

⎥⎥⎥+ +A۱۰ A۷ A۵(x ≠ kπ+ )
π

۲

۲A + IA − ۲I۲A − I−I

سخت- منتا- 1398

اگر  و  و  باشد، درایۀ واقع در سطر دوم و ستون سوم ماتریس  از کدام رابطه به دست می‌آید؟   27A = [ ]aij ۴×۳B = [ ]bij ۳×۵C = ABC

∑
i=۱

۴

a۲ibi۳∑
i=۱

۳

a۲ibi۳∑
i=۱

۴

ai۲b۳i∑
i=۱

۳

ai۲b۳i
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سخت- منتا- 1392 در ماتریس  اگر مجموع درایه‌های ماتریس  برابر  باشد،  کدام است؟   28A = [ ]۰
۱

۳
۰

+A۲n A۲n+۱۱۴۵۸n

۳۴۵۶

سخت- آزاد عصر- 1385

  مجموع درایه‌های  کدام است؟ در ماتریس    29A =

⎡

⎣

⎢⎢⎢

۱
۰
۱
۰

۱
۰
۱
۰

۱
۰
۱
۰

۱
۰
۱
۰

⎤

⎦

⎥⎥⎥A۱۰

۲۱۰۲۱۱۲۱۲۲۹

سخت- آزاد صبح- 1382

اگر در ماتریس  حاصل جمع درایه‌ها کدام است؟   30A =
⎡

⎣
⎢

۱
۰
۰

−۱
۱
۰

۱
۰
۱

⎤

⎦
⎥A۱۰۰

−۱−۳۱۳

سخت- منتآزمون- 1402

 و  و  ماتریس اسکالر باشد، حاصل  کدام است؟ اگر    31‌A =
⎡

⎣
⎢

۱
۱
y

۰
۱
z

x

۰
۱

⎤

⎦
⎥‌B =

⎡

⎣
⎢

۳
−۳
۰

۰
۳y
−۳

۰
۰

z+ ۲

⎤

⎦
⎥ABx+ y+ z

۱۲۳۴
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smart- 1399 -سخت

ماتریس  با تعریف  مفروض است. اگر مجموع درایه‌های ستون سوم ماتریس  برابر  باشد، آنگاه مجموع   32
درایه‌های سطر دوم این ماتریس کدام است؟

A = [ ]aij n×n
= ۲i+ jaijA۴۵

۲۵۳۰۳۵۴۰

سخت- منتا- 1398 اگر  و  باشد، حاصل  کدام است؟   33[ ] ×A = [ ]۲ ۱ ۳ ۵[ ] ×A = [ ]۳ ۴ −۱ ۲[ ] ×A۸ ۹

[ ]۱ ۹[ ]۱ −۹[ ]−۱ ۹[ ]−۱ −۹

سخت- منتا- 1392
در ماتریس  حاصل  کدام است؟   34A = [ ]۲

۱
۰
۱

−An An−۱

[ ]۲n−۱

۱
۰
۰

[ ]۲n−۱

۰
۰
۰

[ ]۲n−۱

۰
۰
۱

[ ]۲n−۱

۲n−۱
۰

۰
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سخت- خوشخوان- 1398

اگر برای ماتریس‌های مربعی و هم‌مرتبۀ A و B روابط  و  برقرار باشد، آنگاه چه تعداد از موارد زیر همواره   35
صحیح‌اند؟

            ب(  الف( 

            د(  ج( 

‌هـ( 

BA+A = BAB+B = A

B = O
¯ ¯̄̄= IB۲

AB = O¯ ¯̄̄=A۲ O¯ ¯̄̄

B = A

۵۴۳۲

smart- 1399 -سخت

، ریشۀ مضاعف دارد؟ معادلۀ  به‌ازای کدام مقدار    36[ ] = ۰۱ x ۲
⎡

⎣
⎢

۳
x

−۲

x

۱
−۴

−۱
۲
x

⎤

⎦
⎥
⎡

⎣
⎢

۱
a

−۱

⎤

⎦
⎥a

۲−۲۴−۴

سخت- منتا- 1398

ماتریس‌های  با درایه‌های  و  با درایه‌های  مفروض‌اند. حاصل   37

 چقدر است؟

A = [ ]aij ۲×۳=Aij

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

− j ; i > ji۲

i+ j ; i = j

− i ; i < jj۲
B = [ ]bij ۳×۲= ijbij

∑
k=۱

۳
a۱kbk۲

۴۶۵۲۴۸۶۴
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سخت- منتا- 1392 اگر  و  آنگاه حاصل  کدام است؟   38A = [ ]۲
−۳

۱
−۱

A+ ۴B = OA(A+ ۲B)(۲A−B)(A+B)

A
۲۷
۳۲

− A
۲۷
۳۲

IŌ̄̄̄

سخت- خوشخوان- 1398

ماتريس‌های مربعی  و  هم‌مرتبه بوده و ماتریس‌  ماتريسی اسكالر است كه مجموع تمام درايه‌هايش صفر است. ماتريس    39

 چند برابر ماتريس  است؟

AB۳ A−BAB۲

AB۳AB۶

۳۹۲۷۸۱

smart- 1399 -سخت چه تعداد از گزاره‌های زیر دربارۀ ماتریس‌های وارون‌پذیر  و  درست است؟   40

الف( اگر ماتریس  معلوم باشد، بی‌شمار ماتریس ممکن برای  و  وجود دارد.

ب( اگر ماتریس  معلوم باشد دقیقاً یک ماتریس منحصر‌به‌فرد برای  وجود دارد.

پ( اگر ماتریس  قطری باشد، ماتریس  هم قطعاً قطری است.

صفر

AB

ABAB

A۲A

ABBA

۱۲۳

متوسط- منتا- 1392 اگر  آنگاه  کدام است؟ )درایه‌های ماتریس  تعریف شده هستند.(   41B = [ ]۰
cotx

tanx
۰

+B۹۹۹ B۱۰۰۰B

IB[ ]۱
cotx

tanx
۱

[ ]tanx
۱

۱
cotx
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سخت- خوشخوان- 1398

فرض كنيد  و  در اين‌ صورت مجموع درايه‌های قطر اصلي ماتريس   42

  چقدر است؟

A = [ ]aij ۹۹۹×۹۹۹= {aij
۰
−۱

;

;

i+ j ≠ ۱۰۰۰
i+ j = ۱۰۰۰

+A۱۰۰۰ A۱۰۰۱

۹۹۸−۹۹۹۱۰۰۰−۱۰۰۱

سخت- منتا- 1398 اگر  و  حاصل  کدام است؟   43AB = BBA = A(A+B)(A−B)

۲A − ۲BA − B۲A + ۲BA + B

سخت- منتا- 1398

اگر  درایۀ سطر اول و ستون دوم ماتریس  کدام است؟   44A =
⎡

⎣
⎢

αcos۲

sin ۲α
۲

sin ۲α
۲

αsin۲

⎤

⎦
⎥A۱۰

sin ۲ααsin۲sin ۲α
۲

αcos۲
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smart- 1400 -سخت

ماتریس‌های  با درایه‌های  و  با درایه‌های  مفروض‌اند. مجموع درایه‌های   45

سطر دوم ماتریس  چقدر است؟

A = [ ]aij ۳×۳=aij

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

i; i > j

i+ j; i = j

| − |; i < ji۲ j۲
B = [ ]bij ۳×۳= ijbij

AB

۱۲۵۱۳۵۱۴۰۱۵۰

سخت- خوشخوان- 1398 اگر  و  دو ماتريس هم‌مرتبه و  و  باشد، آنگاه حاصل  كدام است؟   46ABAB = BBA = A(A+B)۳

A + B۲(A + B)۳(A + B)۴(A + B)

سخت- منتا- 1392  باشد، حاصل  کدام است؟ اگر    47B = [ ]−۲
−۲

۳
۳

B۲(B+ I)۶

B۶B۶۴B۳۲B

سخت- منتا- 1392 ، حاصل  کدام است؟ برای ماتریس مربعی A داریم    48= AA۲A(۷A− ۵I)۲۰

A۲۲۰
I۲۲۰

A۲۲۱
I۲۲۱
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سخت- منتا- 1392 ، حاصل  کدام است؟ ماتریس مربعی  طوری مفروض است که    49A=A۳ O
¯ ¯̄̄

A(۳I −A)۵

۲۴۳I − ۴۰۵A۲۴۳A − ۴۰۵A۲۲۴۳A + ۴۰۵A۲۲۴۳I + ۴۰۵A

smart- 1401 -سخت

اگر  و  و رابطه  برقرار باشد، حاصل   50

 کدام است؟

A = [ ]۲
a

۳
۴

B = [ ]b

−۵
−۳
۲

(۲A+B)(A− ۲B) = ۲( − − ۲AB) +ABA۲ B۲

−a۲ b۲

۴۵۳۹

14
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  ‌ابتدا ماتریس  را می‌سازیم: 1

 

  مجموع درایه‌های ستون سوم

  

‌ مجموع درایه‌های سطر چهارم  ‌

 ماتريس  طبق تعريف به‌صورت زير است:   2

‌

‌يعني سطر  ام،  برابر سطر اول است. مجموع درايه‌هاي سطر اول با  يعني  برابر است. پس:

 مجموع درايه‌های 

  ‌با توجه به فرض سوال داریم: 3

‌

  می‌باشد پس  می‌باشد. می‌دانیم 

‌

ام،  برابر  است، پس داریم:   ‌مجموع درایه‌های سطر اول برابر  است. همچنین درایه‌های سطر  4

‌

‌پس:

‌

  ‌جمع ماتریسی سمت راست را انجام داده و درایه‌های متناظر در دو طرف را با هم برابر قرار می‌دهیم: 5

  ‌   

‌حال معادلۀ اخیر را با هر کدام از معادلات بالا حل می‌کنیم:

 

‌ به همین ترتیب خواهیم داشت:

‌

‌درنتیجه:

‌

ماتریس اسکالر  را به‌صورت زیر در نظر می‌گیریم:   6

A

A = [۲i + j]n×n ‌=

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

۲ + ۱
۴ + ۱

⋮
۲n + ۱

۲ + ۲
۴ + ۲

⋮
۲n + ۲

۲ + ۳
۴ + ۳

⋮
۲n + ۳

⋯
⋯

⋯

۲ + n

۴ + n

⋮
۲n + n

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥

n×n

‌= ۶۰ → (۲ + ۴ + ⋯ + ۲n) ‌+( ) = ۶۰۳ + ۳ + ⋯ + ۳
  

nبار

۲ × + ۳n = ۶۰
n(n + ۱)

۲
‌→ +۴n − ۶۰ = ۰n۲ ‌→ {

n = ۶
n = −۱۰ غ‌ق‌ق

= (۸ + ۸ + ۸ + ۸ + ۸ + ۸) + (۱ + ۲ + ۳ + ۴ + ۵ + ۶) = ۴۸ + ۲۱ = ۶۹

A

A =

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢

۱
۲
۳
۴
۵
۶
۷

۲
۲ × ۲
۳ × ۲
۴ × ۲
۵ × ۲
۶ × ۲
۷ × ۲

۳
۲ × ۳
۳ × ۳
۴ × ۳
۵ × ۳
۶ × ۳
۷ × ۳

۴
۲ × ۴
۳ × ۴
۴ × ۴
۵ × ۴
۶ × ۴
۷ × ۴

۵
۲ × ۵
۳ × ۵
۴ × ۵
۵ × ۵
۶ × ۵
۷ × ۵

۶
۲ × ۶
۳ × ۶
۴ × ۶
۵ × ۶
۶ × ۶
۷ × ۶

۷
۲ × ۷
۳ × ۷
۴ × ۷
۵ × ۷
۶ × ۷
۷ × ۷

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥

ii
۷ × ۸

۲
۲۸

= ۱ × ۲۸ + ۲ × ۲۸ + ⋯ + ۷ × ۲۸A

= ۲۸(۱ + ۲ + ⋯ + ۷) = ۲۸ × ۲۸ = ۷۸۴

= A A = A (AB)B = A ( A)B(A )B۲ ۲
B۲ B۲ B۲ B۲ B۲

= IB۳= BB۴

= A AB = AB(AB) = AB( A) = A A = AIA =B۴ B۲ B۳ A۲

۱ + ۲ + ⋯ + n =
n(n + ۱)

۲
kk

n(n + ۱)
۲

A = + ۲ × + ⋯ + n × = (۱ + ۲ + ⋯ + n) = مجموع درایه‌های]
n(n + ۱)

۲
n(n + ۱)

۲
n(n + ۱)

۲
n(n + ۱)

۲
n(n + ۱)

۲
]۲

= ۱۲۹۶ ⇒ = ۳۶ ⇒ n = ۸[ ]
n(n + ۱)

۲

۲
n(n + ۱)

۲

[ ]۵
۷

۶
۱۰

= [ ]−a + b + c + d

a + b − c + d

a − b + c + d

a + b + c − d
⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

−a + b + c + d = ۵
a − b + c + d = ۶
a + b − c + d = ۷
a + b + c − d = ۱۰

۲(a + b + c + d) = ۲۸−→−
(+)

⇒ a + b + c + d = ۱۴

{ a + b + c + d = ۱۴
−a + b + c + d = ۵

⇒ ۲a = ۹ ⇒ a =
۹
۲

b = ۴, c = , d = ۲
۷
۲

a + ۲b + ۳c + ۴d = + ۸ + + ۸ = ۳۱
۹
۲

۲۱
۲

A
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طبق فرض داریم:

  

پس دو حالت ممکن وجود دارد.

ماتریس  را تشکیل می‌دهیم:   7

  8
طبق فرض داریم:

 ‌ ‌

 ‌  ‌  ‌  ‌  ‌  ‌

‌از طرفی طبق مسئله:   

( نتیجه می‌شود: ( و ) بنابراین از دو رابطۀ )

‌

  ‌عبارت مورد‌نظر در توان دوم ماتریس  وجود دارد: 9

 ‌   ‌

 ‌

  ‌ماتریس‌های  و  را به دست می‌آوریم: 10

ماتریس  را یافته و در رابطۀ داده شده قرار می‌دهیم:   11
روش اول: 

روش دوم: )نکته( هر ماتریس  مانند  در رابطۀ زیر صدق می‌کند:

A =

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢⎢

x

۰

⋮
۰

۰
x

⋮
۰

۰
۰

⋮
۰

⋯
⋯

⋱
⋯

۰
۰

⋮
x

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥⎥

x عدد گویا است: { = ۶۴ xxn − →−−
x گویا

طبیعی است
nx = ۱۲

⇒ (x = ۴, n = ۳) (x = ۲, n = یا(۶

DC

D × C = [ ] = [ ]
⎡

⎣
⎢

۱

b

−a

−۳
۲

⎤

⎦
⎥ ۱

۸
۲
۴ ۰

۰

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
۰ = ۲ − ۴a ⇒ a =

۱
۲

۰ = b − ۱۲ ⇒ b = ۱۲

A × B = [ ] = [ ]۱
۳

۲
۴

⎡

⎣
⎢

۴
۱
۲

۱۲

۱

⎤

⎦
⎥ ۵

۴۰

AB = مجموع درایه‌های روی قطر اصلی۴۵

۳AB = −۴BA ⇒ AB = − BA
۴
۳

A = AB ⋅ = − BA ⋅B۳ B۲ ۴
۳

B۲ = − B ⋅ AB ⋅ B
۴
۳

= − B ⋅ (− BA) ⋅ B
۴
۳

۴
۳

= ⋅ AB
۱۶
۹
B۲ = ⋅ (− BA)

۱۶
۹
B۲ ۴

۳
= − A

۶۴
۲۷

B۳

⇒ A = − A (۱)B۳ ۶۴
۲۷

B۳

A = −m A (۲)B۳ B۳

۱۲

m =
۶۴
۲۷

B − A

(B − A = (B − A) ⋅ (B − A) − − BA − AB +)۲ B۲ A۲ ⇒ [ ] [ ]۱
۲

−۳
۴

۱
۲

−۳
۴

= [ ] − AB − BA + [ ]۲
۰

−۸
۳

۳
۲

−۲
−۳

⇒ [ ]−۵
۱۰

−۱۵
۱۰

= −AB − BA + [ ]۵
۲

−۱۰
۰

⇒ AB + BA = [ ]۱۰
−۸

۵
−۱۰

A۲A۳

= =A۲

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

۱
۲
۳
۴

−۱

۱
۲

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

۱
۲
۳
۴

−۱

۱
۲

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

−
۱
۲

۳
۴

−۱

−
۱
۲

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥

= A = = [ ] = −IA۳ A۲

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

−
۱
۲

۳
۴

−۱

−
۱
۲

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

۱
۲
۳
۴

−۱

۱
۲

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥
−۱
۰

۰
−۱

→ = −I = −I = −A۳ − →−−−−−−−
۳۳ طرفین به توان

A۹۹ − →−−−−−−−
ضرب می‌کنیم

A۲ طرفین را در
A۱۰۱ A۲

A۲

= [ ] × [ ] = [ ]A۲ −۲
۵

۱
۴

−۲
۵

۱
۴

۹
۱۰

۲
۲۱

[ ] = [ ] + [ ] = [ ]⇒ {۹
۱۰

۲
۲۱

−۲α
۵α

α

۴α
β

۰
۰
β

−۲α + β

۵α
α

۴α + β

α = ۲
β = ۱۳

۲ × ۲A

A = [ ]⇒ − (a + d)A + |A| I =
a

c

b

d
A۲ O

¯ ¯¯̄
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طبق فرض داریم:‌   12

، ماتریس  را می‌یابیم:   ‌از روی ماتریس  13

  ضرب می‌کنیم:   ‌فرض سؤال را از سمت راست و از سمت چپ در ماتریس  14

ضرب دو ماتریس فوق را انجام می‌دهیم:‌   15

 ‌  ‌  ‌  ‌

 ‌  ‌ ‌

 ‌  ‌  ‌  ‌  ‌

درنتیجه:

  ‌ماتریس  را می‌سازیم: 16

  

 

 ‌

ماتریس  باید  باشد تا ضرب قابل انجام باشد. با فرض  داریم:   17

 ‌  ‌  ‌

 ‌  ‌  ‌

 ‌

 ‌

 ‌  ‌ ‌

 و  را به‌دست مي‌آوريم: ماتریس‌های    18

A = [ ]⇒ − ۲A − ۱۳I = ⇒ = ۲A + ۱۳I ⇒ α = ۲, β = ۱۳−۲
۵

۱
۴

A۲ O
¯ ¯¯̄

A۲

− ۲ + ۳A − ۲I = − ۲ + ۳ − ۲A =A۳ A۲ Ō− →−−−−−−−−−−
Aضرب شود طرفین در

A۴ A۳ A۲ Ō

− ۲(۲ − ۳A + ۲I) + ۳ − ۲A =− →−−−−−−−−−
=۲ −۳A+۲IA۳ A۲

A۴ A۲ A۲ Ō

→ − ۴ + ۶A − ۴I + ۳ − ۲A = → − + ۴A − ۴I =A۴ A۲ A۲ Ō A۴ A۲ Ō

→ = − ۴A + ۴IA۴ A۲

A۲A۵

= A − ۲I = − ۴A + ۴I = (A − ۲I) − ۴A + ۴IA۲ − →−−−−−−
۲ طرفین به توان

A۴ A۲

→ = −۳A + ۲I = −۳ + ۲AI = −۳(A − ۲I) + ۲AA۴ − →−−−−−−−
A ضرب طرفین در

A۵ A۲

→ = −۳A + ۶I + ۲AA۵

→ = −A + ۶I = αA + βI → { → α + β = ۵A۵ α = −۱
β = ۶

B

A − A = ۲B

AB − BA = I A − BAB = B− →−−−−−−−−
ضرب شود B در

طرفین از سمت راست
B۲

AB − BA = I BAB − A = B− →−−−−−−−
ضرب شود B در

طرفین از سمت چپ
B۲

−→
+

B۲ B۲

[ ] [ ]x

y

۲
۲

x

y

y

x
= [ ] = [ ]+ ۲yx۲

xy + ۲y
xy + ۲x

+ ۲xy ۲
۹
۵

۶
۴

→ }xy + ۲x = ۶
xy + ۲y = ۵

−→−
(−)

۲(x − y) = ۱ → x − y =
۱
۲

}+ ۲y = ۹x۲

+ ۲x = ۴y ۲
→ + ۲y − ( + ۲x) = ۵x۲ y ۲ → ( − ) + ۲(y − x) = ۵x۲ y ۲

⇒ (x − y)(x + y) + ۲(y − x) = ۵ → (x − y)(x + y − ۲) = ۵ − →−−−

x−y=
۱
۲

(x + y − ۲) = ۵
۱
۲

→ x + y − ۲ = ۱۰ → x + y = ۱۲

= = ۲۴
x + y

x − y

۱۲
۱
۲

A۲

=A۲
⎡

⎣
⎢

tan x

−
۱
xcos۲

۱

− tan x

⎤

⎦
⎥
⎡

⎣
⎢

tan x

−
۱
xcos۲

۱

− tan x

⎤

⎦
⎥ =

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

x −tan۲ ۱
xcos۲

− +
tan x

xcos۲

tan x

xcos۲

tan x − tan x

− + x
۱
xcos۲

tan۲

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥
− →−−−−−−−−−−−−

=۱+ x
۱

xcos۲
tan۲

= [ ]A۲ x − (۱ + x)tan۲ tan۲

۰
۰

−(۱ + x) + xtan۲ tan۲
→ = [ ] = −IA۲ −۱

۰
۰
−۱

− +A۵ A۶ A۷ = × A − ( + ( × A = A + I − A = I( )A۲ ۲
A۲)۳ A۲)۳

A۲ × ۲A = [ ]a

c

b

d

[ ] × [ ] = [ ]−۱ ۱
a

c

b

d
۲ ۴ → [ ] = [ ]−a + c −b + d ۲ ۴ → −a + c = ۲ , −b + d = ۴

[ ] × [ ] = [ ]۲ ۳
a

c

b

d
۱ −۳ → [ ] = [ ]۲a + ۳c ۲b + ۳d ۱ −۳ → ۲a + ۳c = ۱ , ۲b + ۳d = −۳

{ − a + c = ۲
۲a + ۳c = ۱

→ c = ۱ , a = −۱

{ − b + d = ۴
۲b + ۳d = −۳

→ d = ۱ , b = −۳

[ ] × A−۱ −۲ = [ ] [ ]−۱ −۲
−۱
۱

−۳
۱

= [ ]−۱ ۱

A۲A۳
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‌بنابراين:‌

از اتحادهای مثلثاتی میدانیم  ، پس خواهیم داشت:   19

  ‌سعی می‌کنیم قانونی برای  به دست بیاوریم: 20

 

 ‌

 

طبق استدلال استقرایی می‌توانیم نتیجه بگیریم که:

‌

 

  

ماتریس  را به دست می‌آوریم:   21

‌

پس نتیجه می‌شود:

‌بنابراين:

 ‌ ‌

ماتریس  با درایه های صحیح و مثبت بنا به فرض در رابطه ی زیر صدق می کند:   22

 

اگر  و  باشد. تساوی اخیر همواره برقرار است پس  و جمع درایه های آن  می شود که کم ترین مقدار آن به ازای  عدد  می 

شود.

 را به دست می‌آوریم:  و    ‌‌ماتریس‌های  23

به نظر می‌رسد اگر ادامه دهیم، آنگاه:

، بنابراين داريم:  اگر  را محاسبه كنيم، نتيجه مي‌گيريم    24

A‌= [ ]⇒ = [ ] [ ]۲
−۳

۱
−۱

A۲ ۲
−۳

۱
−۱

۲
−۳

۱
−۱

= [ ]۱
−۳

۱
−۲

⇒ = [ ] [ ]A۳ ۱
−۳

۱
−۲

۲
−۳

۱
−۱

= [ ] = −I
−۱
۰

۰
−۱

= = (−I = IA۱۵! A۳( )۲×۴×۵×⋯×۱۵
  

:kزوج

)k

۱ + θ =tan۲ ۱
θcos۲

A =
⎡
⎣

tan x
۱

xcos۲

−۱

− tan x
⎤
⎦

⇒ = = [ ] = −IA۲ ⎡
⎣

tan x
۱

xcos۲

−۱

− tan x
⎤
⎦
⎡
⎣

tan x
۱

xcos۲

−۱

− tan x
⎤
⎦

−۱
۰

۰
−۱

⇒ + + = + + = −IA۳۰ A۲۰ A۶ (−I)۱۵ (−I)۱۰ (−I)۳

An

A = [ ] = [ ]۲
−۱

۱
۰

۱ + ۱
−۱

۱
−(۱ − ۱)

= A × A = [ ] × [ ] = [ ]A۲ ۲
−۱

۱
۰

۲
−۱

۱
۰

۳
−۲

۲
−۱

= [ ]
۲ + ۱
−۲

۲
−(۲ − ۱)

= A × = [ ] [ ] = [ ]A۳ A۲ ۲
−۱

۱
۰

۳
−۲

۲
−۱

۴
−۳

۳
−۲

= [ ]
۳ + ۱
−۳

۳
−(۳ − ۱)

= [ ]An n + ۱
−n

n

−(n − ۱)

A + + + ⋯ +A۲ A۳ A۱۰ = [ ] + [ ] + [ ] + ⋯ + [ ]۲
−۱

۱
۰

۳
−۲

۲
−۱

۴
−۳

۳
−۲

۱۱
−۱۰

۱۰
−۹

= [ ]۲ + ۳ + ⋯ + ۱۱
−۱ − ۲ − ⋯ − ۱۰

۱ + ۲ + ⋯ + ۱۰
−۱ − ۲ − ⋯ − ۹

=
⎡

⎣
⎢

۱۳×۱۰
۲

−۱۰×۱۱
۲

۱۰×۱۱
۲

−۹×۱۰
۲

⎤

⎦
⎥ = [ ]⇒ = ۲۰۶۵

−۵۵
۵۵
−۴۵ مجموع درایه‌ها

A۲

= [ ] [ ] = [ ] = IA۲ ۱
۰

۲
−۱

۱
۰

۲
−۱

۱
۰

۰
۱

= {An
A

I

, n = فرد
, n = زوج

A + + ⋯ + = [ ] + [ ] + ⋯ + [ ]A۲ A۲۰ ۱
۰

۲
−۱

۱
۰

۰
۱

۱
۰

۰
۱

= ۱۰ [ ] = [ ]۲
۰

۲
۰

۲۰
۰

۲۰
۰

A = [ ]a

c

b

d

[ ] [ ] = [ ] [ ]⇒ [ ] = [ ]a

c

b

d

۱
۲

۱
۰

۱
۲

۱
۰

a

c

b

d

a + ۲b
c + ۲d

a

c

a + c

۲a
b + d

۲b

c = ۲ba = b + dA = [ ]b + d

۲b
b

d
۴b + ۲db = d = ۱۶

A۲A۳

= =A۲
⎡

⎣
⎢

۱
۰
۰

۱
۱
۰

۲
۱
۱

⎤

⎦
⎥
⎡

⎣
⎢

۱
۰
۰

۱
۱
۰

۲
۱
۱

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

۱
۰
۰

۲
۱
۰

۵
۲
۱

⎤

⎦
⎥

= × A = =A۳ A۲
⎡

⎣
⎢

۱
۰
۰

۲
۱
۰

۵
۲
۱

⎤

⎦
⎥
⎡

⎣
⎢

۱
۰
۰

۱
۱
۰

۲
۱
۱

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

۱
۰
۰

۳
۱
۰

۹
۳
۱

⎤

⎦
⎥

= ⇒ = ⇒An
⎡

⎣
⎢

۱
۰
۰

n

۱
۰

x

n

۱

⎤

⎦
⎥ A۱۰۰۰

⎡

⎣
⎢

۱
۰
۰

۱۰۰۰
۱
۰

x

۱۰۰۰
۱

⎤

⎦
⎥ A۱۰۰۰جمع درایه‌های سطر دوم = ۱۰۰۱

A۳=A۳ Ō
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‌

 ‌

  25

ابتدا ماتریس  را می‌سازیم:‌   26

 ‌

 ‌  ‌ ‌

 ‌

  27

می‌دانیم  از ضرب درایه‌های سطر دوم  در ستون سوم  بدست می‌آید و در ماتریس  درایه‌های سطر دوم به شکل  و در ماتریس  درایه‌های ستون سوم به شکل 

می‌باشد.

پس  به صورت  بدست می‌آید.

  ‌ماتریس  را به دست می‌آوریم: 28

، پس: ‌اگر به همین ترتیب ادامه دهیم، آنگاه 

 مجموع درایه‌ها ‌

‌

ابتدا ماتریس‌های  و  را به دست می‌آوریم.   29

پس  و  به استقرا نتیجه می‌گیریم  داریم:

 مجموع درایه‌های 

  30

اگر ماتریس‌های  و  را به دست آوریم و به استقرا نتیجه می‌گیریم.

 

(A − ۲I)( + ۲A + I) = + ۲ + A − ۲ − ۴A − ۲IA۲ A۳ A۲ A۲

= −۳A − ۲I = −۳ − ۲
⎡

⎣
⎢

۰
−۲
۱

۰
۰
−۳

۰
۰
۰

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

۱
۰
۰

۰
۱
۰

۰
۰
۱

⎤

⎦
⎥ = ⇒ = ۶

⎡

⎣
⎢
−۲
۶
−۳

۰
−۲
۹

۰
۰
−۲

⎤

⎦
⎥ مجموع درایه‌ها

[ ] × [ ] = [ ] = [ ]x

y

۱
۱

x

y

y

x

+ yx۲

xy + y

xy + x

+ xy ۲
۱۸
۱۰

۱۲
۸

⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

} ( + y) − ( + x) = ۱۸ − ۸ ⇒
+ y = ۱۸x۲

+ x = ۸y ۲
−→
−

x۲ y ۲ ( − ) − (x − y) = ۱۰x۲ y ۲

(x − y)(x + y − ۱) = ۱۰ (۱)

} (xy + x) − (xy + y) = ۱۲ − ۱۰ = ۲ ⇒ x − y = ۲ (۲)xy + x = ۱۲
xy + y = ۱۰

−→
−

۲(x + y − ۱) = ۱۰ ⇒ x + y − ۱ = ۵ ⇒ x + y = ۶− →−−−−
(۱) , (۲)

A

= A × A = ×A۲
⎡

⎣

⎢⎢⎢
− tan x

−۱
cos x

۱
cos x

tan x

⎤

⎦

⎥⎥⎥

⎡

⎣

⎢⎢⎢
− tan x

−۱
cos x

۱
cos x

tan x

⎤

⎦

⎥⎥⎥ =

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

x −tan۲ ۱
xcos۲

−
tan x
cos x

tan x
cos x

− +
tan x
cos x

tan x
cos x

+ x
−۱

xcos۲
tan۲

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥

[ ]= ==========

=۱+ x
۱
xcos۲

tan۲

x − ۱ − xtan۲ tan۲

۰
۰

−۱ − x + xtan۲ tan۲
= [ ] = −I

−۱
۰

۰
−۱

+ + = ( + ( × A + ( × AA۱۰ A۷ A۵ A۲)۵ A۲)۳ A۲)۲

= (−I + (−I × A + (−I × A = −I − I × A + I × A)۵ )۳ )۲ = −I − A + A = −I

× =

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

−
a۲۱

−
−

−
a۲۲

−
−

−
a۲۳

−
−

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥

  
A ۴×۳

⎡

⎣
⎢⎢

−

−

−

−

−

−

b۱۳

b۲۳

b۳۳

−

−

−

−

−

−

⎤

⎦
⎥⎥

  
B ۳×۵

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢⎢⎢

−
−

−
−
−

−
−

−
−
−

−
c۲۳

−
−
−

−
−

−
−
−

−
−

−
−
−

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥⎥⎥

  
C ۴×۵

c۲۳ABA∑
i=۱

۳

a۲iB∑
i=۱

۳

bi۳

c۲۳= + +∑
i=۱

۳

a۲ibi۳ a۲۱b۱۳ a۲۲b۲۳ a۲۳b۳۳

A۲

= [ ] [ ] = [ ] = ۳IA۲ ۰
۱

۳
۰

۰
۱

۳
۰

۳
۰

۰
۳

= {An I , n = ۲k۳k

A, n = ۲k + ۱۳k

+ = [ ] + [ ]A۲n A۲n+۱ ۳n

۰
۰

۳n
۳n+۱

۰
۰

۳n

= ۳ × + = ۲ ×۳n ۳n+۱ ۳n+۱

⇒ ۲ × = ۱۴۵۸ ⇒ = ۷۲۹ =۳n+۱ ۳n+۱ ۳۶

A۲A۳

= = ۲A ⇒ = = = ۴AA۲

⎡

⎣

⎢⎢⎢

۲
۰
۲
۰

۲
۰
۲
۰

۲
۰
۲
۰

۲
۰
۲
۰

⎤

⎦

⎥⎥⎥ A۳

⎡

⎣

⎢⎢⎢

۲
۰
۲
۰

۲
۰
۲
۰

۲
۰
۲
۰

۲
۰
۲
۰

⎤

⎦

⎥⎥⎥

⎡

⎣

⎢⎢⎢

۱
۰
۱
۰

۱
۰
۱
۰

۱
۰
۱
۰

۱
۰
۱
۰

⎤

⎦

⎥⎥⎥

⎡

⎣

⎢⎢⎢

۴
۰
۴
۰

۴
۰
۴
۰

۴
۰
۴
۰

۴
۰
۴
۰

⎤

⎦

⎥⎥⎥

= AA۲ ۲۱= AA۳ ۲۲= AAn ۲n−۱

= (۸) = × =۲۹ ۲۹ ۲۳ ۲۱۲= A ⇒A۱۰ ۲۹
A۱۰

A۲A۳

= , = , =A۲
⎡

⎣
⎢

۱ − ۲ ۲
۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱

⎤

⎦
⎥ A۳

⎡

⎣
⎢

۱ − ۳ ۳
۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱

⎤

⎦
⎥ A۱۰۰

⎡

⎣
⎢

۱ − ۱۰۰ ۱۰۰
۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱

⎤

⎦
⎥
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  31

ماتریس اسکالر است، بنابراین:

‌

پس:  

  32

   ‌

 مجموع درایه‌های ستون سوم 

 

 مجموع درایه‌های سطر دوم 

ماتریس  باید  باشد تا ضرب قابل انجام باشد. بنابراین فرض می‌کنیم:   33

  ‌ماتریس‌های  و  را به دست می‌آوریم: 34

 می‌شود. اگر به همین ترتیب ادامه دهیم 

از روابط داده شده به‌صورت زیر استفاده می‌کنیم:‌   35

  

A × B = =
⎡

⎣
⎢

۱
۱
y

۰
۱
z

x

۰
۱

⎤

⎦
⎥
⎡

⎣
⎢

۳
−۳
۰

۰
۳y
−۳

۰
۰

z + ۲

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

۳
۰

۳y − ۳z

−۳x
۳y

۳yz − ۳

x(z + ۲)
۰

z + ۲

⎤

⎦
⎥

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
 ۳ = ۳y = z + ۲ ⇒ {  y = ۱

z = ۱
−۳x = x(z + ۲) = ۳y − ۳z = ۳yz − ۳ = ۰ ⇒ x = ۰

x + y + z = ۲

A = =[۲i + j]n×n

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

۲ + ۱
۴ + ۱

⋮
۲n + ۱

۲ + ۲
۴ + ۲

۲ + ۳
۴ + ۳

⋮
۲n + ۳

…
…

…

۲ + n

۴ + n

⋮
۲n + n

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥

n×n

= ۴۵ ⇒ ۲(۱ + ۲ + … + n) + ( ) = ۴۵۳ + … + ۳
  

nتا سطر

A

⇒ ۲ × + ۳n = ۴۵ ⇒ + ۴n = ۴۵
n(n + ۱)

۲
n۲ ⇒ + ۴n − ۴۵ = ۰ → {n۲ n = −۹ غ ق ق

n = ۵ ✓

= ۲( ) + (۱ + ۲ + ۳ + ۴ + ۵) = ۲۰ + = ۳۵۲ + ۲ + … + ۲
  

تا ستون۵

۵ × ۶
۲

⇒

A۲ × ۲

A = [ ]a

c

b

d

→ [ ] [ ] = [ ] = [ ] → {۲ ۱
a

c

b

d
۲a + c ۲b + d ۳ ۵

۲a + c = ۳
۲b + d = ۵

[ ] [ ] = [ ] = [ ] → {۳ ۴
a

c

b

d
۳a + ۴c ۳b + ۴d −۱ ۲

۳a + ۴c = −۱
۳b + ۴d = ۲

→ { →۲a + c = ۳
۳a + ۴c = −۱

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

a =
۱۳
۵

c = −
۱۱
۵

→ { →۲b + d = ۵
۳b + ۴d = ۲

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

b =
۱۸
۵

d = −
۱۱
۵

→ [ ] = [ ]۸ ۹

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

۱۳
۵

−
۱۱
۵

۱۸
۵

−
۱۱
۵

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥ ۱ ۹

A۲A۳

= [ ] × [ ] = [ ] = [ ]A۲ ۲
۱

۰
۱

۲
۱

۰
۱

۴
۳

۰
۱

۲۲

− ۱۲۲
۰
۱

= × A = [ ] [ ] = [ ]A۳ A۲ ۴
۳

۰
۱

۲
۱

۰
۱

۲۳

− ۱۲۳
۰
۱

= [ ]An ۲n

− ۱۲n

۰
۱

− = [ ] − [ ] = [ ]An An−۱ ۲n

− ۱۲n

۰
۱

۲n−۱

− ۱۲n−۱
۰
۱

−۲n ۲n−۱

−۲n ۲n−۱
۰
۰

− = (۲ − ۱) =۲n ۲n−۱ ۲n−۱ ۲n−۱

− = [ ]An An−۱ ۲n−۱

۲n−۱

۰
۰

{AB + B = A

BA + A = B
AB + BA + B + A = A + B−→

+
⇒ AB + BA = (۱)O

¯ ¯¯̄
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‌اگر  باشد، شرایط مسئله برقرار است ولی هیچ‌کدام از روابط  و  برقرار نیستند.

  36

 ‌  

شرط ریشۀ مضاعف   ‌  ‌  ‌  ‌ ‌‌‌

  37

تذکر: نماد  یعنی مجموع

  ‌طبق فرض داریم: 38

در عبارت خواسته شده به جای  مساوی آن  را قرار می‌دهیم.

حال لازم است ماتریس  را به دست آوریم.

از طرفی برای ماتریس  داریم:

‌

با استفاده از فرض سؤال مي‌فهميم كه ماتريس موردنظر ماتريس صفر است. پس:   39

‌

بررسی گزاره‌ها:   40

،  و  وجود دارد پس گزارۀ الف صحیح است. ، آنگاه به‌ازای همه مقادیر حقیقی و غیر صفر  الف( اگر فرض کنیم  و 

(  نیز جواب است. پس گزارۀ ب نادرست است. ، اگر  جواب باشد ) ب( برای ماتریس 

پ( مثال نقض فرض کنید  و  در این‌صورت:

‌ماتریس  قطری است ولی  قطری نمی‌باشد پس گزارۀ پ نادرست است.

{
A × (BA + A) = A × B ⇒ ABA + = ABA۲

(AB + B) × A = A × A ⇒ ABA + BA = A۲
− BA = AB − ⇒ ۲ = AB + BA (۲)−→

−
A۲ A۲ A۲

۲ = ⇒ =− →−−
(۲),(۱)

A۲ O
¯ ¯¯̄

A۲ O
¯ ¯¯̄ → مورد )د( صحیح است

AB + B = A ⇒ A × (AB + B) = A × A⇒ B + AB =A۲ A۲ ⇒ B + AB =O
¯ ¯¯̄

O
¯ ¯¯̄ ⇒ AB = O

¯ ¯¯̄ → مورد )ج( صحیح است

AB + B = A → + B = AO
¯ ¯¯̄ ⇒ B = A ⇒ مورد )هـ( صحیح است

A = B = [ ]۰
۰

۱
۰

B = O
¯ ¯¯̄= IB۲

[ ] = ۰۱ x ۲
⎡

⎣
⎢

۳
x

−۲

x

۱
−۴

−۱
۲
x

⎤

⎦
⎥
⎡

⎣
⎢

۱
a

−۱

⎤

⎦
⎥ ⇒ [ ] = ۰− ۱x۲ ۲x − ۸ ۴x − ۱

⎡

⎣
⎢

۱
a

−۱

⎤

⎦
⎥ ⇒ − ۱ + ۲ax − ۸a − ۴x + ۱ = ۰x۲

⇒ + (۲a − ۴)x − ۸a = ۰x۲

: Δ = − ۴(۱)(−۸a) = ۰(۲a − ۴)۲ ⇒ ۴ − ۱۶a + ۱۶ + ۳۲a = ۰a۲ ⇒ ۴ + ۱۶a + ۱۶a۲ = = ۰(۲a + ۴)۲ ⇒ ۲a + ۴ = ۰ ⇒ a = −۲

A = , = ⇒[ ]aij ۲×۳ aij

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

− ji۲

i + j

− ij۲

i > j

i = j

i < j

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

۱ + ۱ = ۲a۱۱ = ======
i=۱ , j=۱

− ۱ = ۳a۱۲ = =====
i=۱ , j=۲

۲۲

− ۱ = ۸a۱۳ = ======
i=۱ , j=۳

۳۲

B = [ ] , = ij ⇒bij bij

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

= ۱ × ۲ = ۲b۱۲
= ۲ × ۲ = ۴b۲۲
= ۳ × ۲ = ۶b۳۲

⇒ = + + = ۲ × ۲ + ۳ × ۴ + ۸ × ۶ = ۶۴∑
k=۱

۳

a۱kbk۲ a۱۱b۱۲ a۱۲b۲۲ a۱۳b۳۲

∑

A + ۴B = ⇒ A = −۴BO
¯ ¯¯̄

A−۴B

? = (−۴B)(−۲B)(−۹B)(−۳B) = +۲۱۶B۴

B۴

= = (I)B۴ (− A)
۱
۴

۴ ۱
۲۵۶

A۴

A

= [ ]⇒ = [ ] [ ] = [ ] = −I(II)A۲ ۱
−۳

۱
−۲

A۳ ۱
−۳

۱
−۲

۲
−۳

۱
−۱

−۱
۰

۰
−۱

(I), (II) ⇒? = × A = A
۲۱۶
۲۵۶

A۳ −۲۷
۳۲

۳ A − BA = ⇒ ۳ A = BA (۱)B۲ Ō B۲

A = (BA)B۳ B۲ (۳ A) = ۳ A = ۳ (BA)===
(۱)

B۲ B۲ B۴ B۳

۳ (۳ A) = ۹ A = ۹ (BA)===
(۱)

B۳ B۲ B۵ B۴

۹ (۳ A) = ۲۷ A===
(۱)

B۴ B۲ B۶

A = kIB = (AB)
۱
k

kAB

A۲A−A

A = [ ]۲
−۴

۱
۲

B = [ ]۱
۲

۱
−۲

AB = [ ] × [ ] = [ ]۲
−۴

۱
۲

۱
۲

۱
−۲

۴
۰

۰
−۸

BA = [ ] × [ ] = [ ]۱
۲

۱
−۲

۲
−۴

۱
۲

−۲
۱۲

۳
−۲

ABBA

21

س هندسه دوازدهم
ت ماتری

ت سخ
50 تس

آموزشگاه پرسا



  ‌ماتریس  را به دست می‌آوریم: 41

 ماتريس  به‌صورت زير است:   42
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های فرد برابر  های زوج برابر  و به‌ازای  ‌یعنی یک ماتریس مربعی مرتبۀ  که قطر فرعی آن همگی عدد  و بقیۀ درایه‌ها همگی صفرند. در چنین ماتریسی می‌توان نشان داد به‌ازای 
است، پس:

‌
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، فقط درایۀ وسطی برابر صفر است، بنابراين مجموع درايه‌های قطر اصلی ماتريس  برابر در ماتریس مربعی  )که از مرتبه زوج  است(، درایه‌های قطر اصلی، همگی برابر 

 است.

  ‌با توجه به فرض سؤال داریم: 43

، ماتریس  را به دست می‌آوریم:   ‌با توجه به اتحاد مثلثاتی  44

 درایۀ سطر اول و ستون دوم 

داریم:   45

‌

، کافیست سطر دوم  را در ستون‌های  تا  ماتریس ضرب کنیم: ‌برای به دست آوردن درایه‌های سطر دوم 

‌

با توجه به فرض سؤال داریم:   46

  

B۲

= [ ] [ ] = [ ] = IB۲ ۰
cot x

tan x
۰

۰
cot x

tan x
۰

۱
۰

۰
۱

⇒ {
= I ؛ nBn عدد طبیعی زوج
= B؛ nBn عدد طبیعی فرد

+ = B + I = [ ]B۹۹۹ B۱۰۰۰ ۱
cot x

tan x
۱

A

‌۹۹۹ × ۹۹۹

۹۹۹−۱nInA

+ = I + AA۱۰۰۰ A۱۰۰۱

I + A۹۹۹۱I + A

۹۹۸

AB = B B = B → = B− →−−−
A=BA

AB 
B

B۲

BA = A A = A → = A− →−−−
B=AB

BA 
A

A۲

(A + B)(A − B) = − + − = ۲A − ۲BA۲
 
A

AB 
B

BA 
A

B۲
 
B

sin ۲α = ۲ sinα cosαA۲

=A۲
⎡

⎣
⎢

αcos۲

sin ۲α
۲

sin ۲α
۲

αsin۲

⎤

⎦
⎥
⎡

⎣
⎢

αcos۲

sin ۲α
۲

sin ۲α
۲

αsin۲

⎤

⎦
⎥

= [ ]α + α αcos۴ sin۲ cos۲

α sinα + α cosαcos۳ sin۳
α sinα + α cosαcos۳ sin۳

α α + αsin۲ cos۲ sin۴

= [ ] = = A
α( α + α)cos۲ cos۲ sin۲

sinα cosα( α + α)cos۲ sin۲

cosα sinα( α + α)cos۲ sin۲

α( α + α)sin۲ cos۲ sin۲

⎡

⎣
⎢

αcos۲

sin ۲α
۲

sin ۲α
۲

αsin۲

⎤

⎦
⎥

= sinα cosα =
sin ۲α

۲
→ = A → = A →A۲ A۱۰

A = ,B =
⎡

⎣
⎢

۲
۲
۳

۳
۴
۳

۸
۵
۶

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

۱
۲
۳

۲
۴
۶

۳
۶
۹

⎤

⎦
⎥

ABA۱۳

AB = [ ] ⇒ = ۱۵۰۲۵ ۵۰ ۷۵ مجموع

AB = B  (۱)    ,     BA = A  (۲)
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« درست است. توجه: اگر  باشد حاصل برابر با  است و فقط گزينه‌ي »

، پس  و در حالت کلی داریم: با کمی تحقیق می‌بینیم که    47

برای عبارت خواسته شده سعی می‌کنیم الگویی به دست بیاوریم:   48

به استقرا ثابت می‌شود:

  49

، پس به‌ازای  داریم:  اولاً چون  می‌باشد، پس می‌توانیم از اتحادها استفاده کنیم. ضمناً چون 

بقیه جملات دارای  و  و  هستند که حاصل آن‌ها حتماً ماتریس صفر است.

ضرب ماتریسی عبارت سمت چپ تساوی را انجام می‌دهیم:   50

 ‌  ‌  ‌

 ‌

⇒
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
AB = B  (BA)B = B  BB = B ⇒ = B−→

(۲)
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۱
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۲

B۴ ۶
۶
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۶
۰

۶
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۶
۰

۶
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A = A(۷A − ۵I)(۷A − ۵I) ۲A(۷A − ۵I) ۲ × ۲A = A (۲)(۷A − ۵I)۲ = ===
(۱) از

= ===
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۲۲
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۲۲ ۲۳
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۱
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۲
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۳
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? = A(۲۴۳I − ۴۰۵A + ۲۷۰ ) = ۲۴۳A − ۴۰۵ + ۲۷۰  ۲۴۳A − ۴۰۵A۲ A۲ A۳=====A۳ Ō̄̄
A۲
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⇒ [ ] [ ]۲
a

۳
۴

b
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۲

= [ ] [ ]b

−۵
−۳
۲

۲
a

۳
۴
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ab − ۲۰

۰
−۳a + ۸

= [ ]۲b − ۳a
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۳b − ۱۲
−۷
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b = ۴

a۲ b۲
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