
نوتروفیل
  WWW.NOTRUPHIL.COM NOTRUPHIL

بچه ی نوتروفیلی من ، سلام

دیگه رسیدیم به انتهای مسیر کنکور‌ و مثل همیشه کنارتیم،تا آخرین 
لحظه.یادت باشه این خونه ی آخر جمعبندی بیشتر از چیزی که فکرش رو 

میکنی مهمه‼
بازه ی جمعبندی،بازه ی جابجایی رتبه هاست.اگه مطالبی که خوندی رو 

خوب جمع کنی نتیجه خیلی بهتر از حد تصورت میشه.
حالا نوتروفیل بهترین منبع جمعبندی رو برات آماده کرده که بترکونی.با 

تسلط به کنکورهای اخیر میتونی یه درصد فوق العاده بگیری.
این مجموعه فایل برای همه ی بچه هایی که میخوان تست های کنکور 

رو به صورت فصل به فصل و طبقه بندی شده در اختیار داشته باشن 
قابل استفاده ست؛به خصوص بچه هایی که نمیرسن تمام فصل ها رو 

بخونن یا آزمون های زیادی کار کنن که تمام سوالات رو ببین.
این فایل تمام سوالات رو از کنکور 98 تا اردیبهشت 403 به صورت فصل 

به فصل پوشش داده.
در آخر یادت نره این فایل رو برای اون دوستت که بهش احتیاج داره 

بفرستی و جزئی از این زنجیره ی عشق و مهربونی باشی

به امید روزی که اینجا به عنوان همکار کنار خانواده ی بزرگ نوتروفیل 
باشی

              
                                   دوست همیشگی تو ، نوتروفیل

😌

🧨

😎
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⚠توجه:ایــن فایــل مربــوط به ســوالات ریــاضی پایه دوازدهمــه اگه میخوای 
ســوالات بــاقی مباحــث رو هــم داشــته بــاشی روی لینــکی کــه تــوی کپشــن 

ـبـرات گذاـشـتم کلـیـک ـکـن
��بــارم بنــدی قســمت هــای مختلــف رو هــم بــرات میــذارم تــا بــدونی بــا 

کار کــردن هــر فایــل چنــد درصــد مباحــث رو جمــع کــردی.��

◀مجموعه،الگو،دنباله:2تست
◀توانهای گویا و عبارتهای جبری:1تست

◀معادله ها و نامعادله ها:1تست
◀سهمی و معادله درجه دو:1تست

◀هندسه تحلیلی:1تست
◀هندسه:2تست

◀هندسه دوازدهم:1تست
◀توابع نمایی و لگاریتمی:1تست

◀تابع:1تست
◀مثلثات:4تست

◀حد و پیوستگی:3تست
◀مشتق:2تست

◀کاربرد مشتق:3تست
◀شمارش بدون شمردن:1تست

◀احتمال:2تست
◀آمار:1تست

��سوالات مربوط به هر فصل هم از این شماره ها شروع میشه:
◀فصل1دوازدهم:1

◀فصل2دوازدهم:58
◀فصل3دوازدهم:107
◀فصل4دوازدهم:140
◀فصل5دوازدهم:187
◀فصل6دوازدهم:221

◀فصل7دوازدهم:245

روش مطالعه :
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نام و نام خانوادگی

ها را در 1 توابع  و  را در نظر بگیرید. اگر نمودار  محور 

قطع کند، مقدار  کدام است؟

f(x) = log(۲x− ۵)g(x) = x +  ۲x− ۴y = g of (x)−۱ −۱yα
α

(2 (1

(4 (3

۴−  ۲۴−  ۳

۴ +  ۲۴ +  ۳

2
yاگر  ضابطۀ تابع وارون  باشد، مقدار  کدام است؟ =  −

۴
x + ۲

 

۲
 x + ۱

y = ax + a  xa

(2 (1

(4 (3

۲۳

۴۹

yتابع  در بازۀ  اکیداً نزولی است. مقدار  کدام است؟3 = (x− ۱)∣x∣(a, b)a + b

(2 (1

(4 (3

 

۴
۱

 

۲
۱

 

۲
۳

 

۴
۳

اگر  و  باشد، مقدار  کدام4

است؟

g(x) = −∣x∣  , f =x {(  ,−۱), (  , ۱), (−  ,۳), (  ,−۳)}
۹
۱

۳
۱

۴
۱

۴
۱

fog (a) =−۱ −۳a

(2 (1

(4 (3

−  

۹
۱

 

۹
۱

−  

۸
۱

 

۸
۱

yتابع با ضابطۀ  در یک بازه نزولی است. ضابطۀ وارون تابع در این بازه، کدام است؟5 =  −(x + ۱)۲ ∣۳x− ۶∣

(2 (1

(4 (3

−  x−
۲
۱

۷ , x ≥ ۲−  x +
۲
۱

 , x ≤
۲
۷

۳

−۲x + ۱۴ , x ≤ ۳−۲x−  , x ≥
۳
۱۴

۲

6
تابع  روی دامنه تعریف خود، وارون پذیر است. اگر  وارون تابع  به ازای مقدار

صحیح  باشد، مقدار  کدام است؟

f(x) =   {
۲− ۳x ; ۲x + ۳ ≤ ۰
۲ + ۲mx− x ; ۲x + ۳ > ۰۲f−۱f

mf (−۱۹)−۱

2 (2 3 (1

صفر (4 1 (3
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ها در جهت منفی7 ها در جهت مثبت و سپس  در امتداد محور  نمودار تابع  را ابتدا به اندازۀ  در امتداد محور 

ها در فاصلۀ  کدام است؟ انتقال می دهیم، تعداد محل تقاطع نمودار حاصل با محور 

y = ۲∣ sin x∣
 

۲
π

x 

۲
۳

y

x[۰, π]

1 (2 صفر (1

4 (4 2 (3

8
اگر  باشد، مجموعه جواب نامعادلۀ  زیرمجموعۀ کدام بازه است؟ (با

تغییر)

f(x) = (  ) + log  x(
۲
۱ x

۰/۵ )
۳

(fof)(x) < f(۲ )−۳x

(2 (1

(4 (3

(۱,  )
۸
۱۱(۱, +∞)

(  , +∞)
۸
۱۱(۰, ۱)

f(x)اگر  باشد، مجموعه جواب نامعادلۀ  زیرمجموعۀ کدام بازه است؟ (با تغییر)9 = (x + log x)۵(fof)(x) < f(x )۵

(2 (1

(4 (3

(۱, ۵)(۰, ۱)

(۵, +∞)(۱, +∞)

f(x)تابع  در هر بازه، هم صعودی و هم نزولی است. اگر مجموعۀ زیر، تابع باشد، مقدار  کدام است؟10 = mx −۲ nx− kf(  )۵

{(m, n− ۱), (۰, k), (n− ۱, m +۲ ۲m− ۱), (۳k + ۲, ۲k + ۱)}

(2 -1 (1

(4 1 (3

−  ۵

 ۵

، کدام است؟11 f(x)اگر  و  باشد،  = ۲[x] − xg(x) = f([x + f(x)])gof(−  )
۳
۵

-4 (2 4 (1

6 (4 -6 (3

12
، شامل چند عدد صحیح است؟ −f(xشکل زیر، نمودار  را نشان می دهد. دامنۀ تابع  ۲)g(x) =  

 

f (x + ۱)
f(۱− x)

4 (1

2 (2

صفر (3

بیش از 4 (4
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13
تابع  روی دامنۀ تعریف خود، وارون پذیر است. اگر  وارون تابع  به ازای

بزرگ ترین مقدار صحیح  باشد، مقدار  کدام است؟

f(x) =    

⎩
⎨
⎧

 x−  ; ۲x− ۵ ≥ ۰
۲
۱

۲
۳

− ۲x + ax− ۲۱ ; ۲x− ۵ < ۰۲
f−۱f

af (−۳)−۱

3 (2 2 (1

1 (4 4 (3

f(x)اگر  و  باشد،  کدام است؟14 = x + [x]g(x) = f([x− f(x)])fog(−  )
۳
۱

2 (2 -2 (1

4 (4 -4 (3

تابع  اکیداً صعودی و دامنه آن، مجموعه ای از مقادیر مثبت است. اگر  باشد، 15

دارای چند مقدار صحیح است؟

ff(۲m −۲ ۹m− ۲) < f(m −۲ ۴m + ۴)m

2 (2 1 (1

6 (4 5 (3

وارون تابع  در دامنه محدود، خط  را در نقطه ای به عرض  قطع می کند. مقدار16

 کدام است؟

f(x) =   x mx− ۱۵y − ۱۰x = ۱۲۷/۲

f(  )
m
۴

(2 (1

(4 (3

۲  ۳۴  ۳

۴  ۱۵۲  ۱۵

تابع  اکیداً نزولی و دامنۀ آن مجموعه ای از مقادیر منفی است. اگر  باشد،  دارای17

چند مقدار صحیح است؟

ff(m −۲ m− ۵) < f(−۳ + ۲m−m )۲m

2 (2 1 (1

صفر (4 3 (3

وارون تابع  در دامنۀ محدود، خط  را در نقطه ای به عرض ۱۰ قطع می کند. مقدار18

 کدام است؟

f(x) = x− ۲  mx− ۱y = ۱۲− x

f(m + ۴)

(2 (1

(4 (3

 

۲
۱

 

۴
۱

۲۱

، کدام است؟19 g(x)f(x)اگر  وارون تابع  باشد، مقدار  = x +  xg(۶) + g(۱۲)

11 (2 10 (1

14 (4 13 (3
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ها20 قرینۀ نمودار تابع  را نسبت به خط  رسم کرده و سپس نمودار حاصل را 2 واحد در جهت مثبت محور 

ها انتقال می دهیم و آن را  می نامیم. مقدار  کدام است؟ و 3 واحد در جهت منفی محور 

y = ۲ +  x− ۱y = xx

yy = g(x)g(۴)

(2 (1

(4 (3

۳−۳

−۲−۴

، کدام است؟21 f(x)اگر  و  باشند، برد تابع  = [x] − xg(x) =  

x + ۱
۱− ۲x

gof

(2 (1

(4 (3

[−۱ , ۱)(−۱, ۱]

[۱ , +∞)(−∞, ۱]

22

، کدام است؟ . تعداد نقاط ناپیوستگی تابع  g(x)فرض کنید  و  =    

⎩⎪
⎨
⎪⎧۱ ; x > ۰
۰ ; x = ۰
− ۱ ; x < ۰

f(x) = ۱− x۲gof

1 (2 صفر (1

3 (4 2 (3

ها، 2 واحد در جهت منفی انتقال می دهیم. فاصلۀ نقطۀ برخورد منحنی23 نمودار تابع با ضابطۀ  را در امتداد محور 

، از مبدأ مختصات کدام است؟ حاصل با نمودار تابع 

f(x) = ۴x− x۲x

f

(2 (1

(4 (3

۱۲

۲  ۵ ۱۰

،  باشد،  کدام است؟24 g(x)xاگر  وارون تابع  ≥ ۱f(x) = ۱ + x− ۲  x(gog)(۱)

4 (2 1 (1

صفر (4 9 (3

25
f(x)اگر  و شکل زیر نمودار تابع  باشد، معادلۀ  چند ریشه دارد؟ =   x− ۱  

∣
∣
∣
∣

۲
۱

∣
∣
∣
∣

g(x)g(f(g(x + ۲))) = ۰

1 (1

2 (2

3 (3

4 (4

، کدام است؟26 fدامنۀ تابع با ضابطۀ  x =( ) log   x − ۲  − x۴ (∣
∣ ۲

∣
∣ )

(2 (1

(4 (3

−∞,−  ∪( ۲) ۲, +∞( )−∞, ۱ ∪( )  , +∞( ۲ )

−۱, ۱ ∪[ )  , +∞( ۲ )−∞, ۱ ∪( ) ۲, +∞( )
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نمودار منحنی  را  واحد در راستای قائم چنان انتقال می دهیم، که منحنی جدید وارون تابع خود را در نقطه ای با27

ها قرینه کرده و 4 واحد در جهت افقی به سمت چپ انتقال می دهیم. عرض 1 قطع کند. سپس منحنی حاصل را نسبت به محور  

کدام یک از نقاط زیر، روی نمودار منحنی به دست آمده قرار دارد؟

y =   + ۳xk

x

(2 (1

(4 (3

۱−  , ۰( ۵ )−  , ۰( ۵ )

۰, ۱−  ( ۵)۰,−  ( ۵)

fggofباتوجه به نمودارهای  و  در شکل زیر، حاصل  کدام است؟28 (−۲) ×−۱ gog(۰)

6 (1

4 (2

-4 (3

-6 (4

، کدام است؟29 ، حاصل  f(x)با فرض  و  = x −۲ ۴x + ۹ ; x ≥ ۲g(x) =  

۲
۳− x

(f og )(−۹)−۱ −۱

4 (2 3 (1

6 (4 5 (3

، کدام است؟30 f(x)اگر  و  باشند، مقدار  = x +  xg(x) =  

۱− x
۹x + ۶

(g of )(۲۰)−۱ −۱

(2 (1

(4 (3

 

۵
۲

 

۵
۳

 

۳
۲

 

۴
۳

fاگر  و  باشند، مقدار  کدام است؟31 x =( )  x−
۵
۲

۴g x =( ) x +۳ xg of ۸( −۱ −۱) ( )

2 (2 1/5 (1

3 (4 2/5 (3

های منفی انتقال می دهیم. نمودار جدید،32 های منفی، سپس 9 واحد به طرف  نمودار تابع  را 2 واحد به طرف 

ها است؟ در کدام بازه، زیر محور 

y = x −۲ x− ۳xy

x

(2 (1

(4 (3

−۵, ۲( )−۵,۳( )

−۲,۳( )−۲, ۵( )

های منفی انتقال می دهیم. نمودار33 های مثبت، سپس 2 واحد به  طرف  نمودار تابع  را 3 واحد به  طرف 

جدید در کدام بازه، بالای نیمساز ربع اول است؟

y = −x +۲ ۲x + ۵xy

(2 (1

(4 (3

۳, ۴( )۲, ۵( )

۳, ۵( )۲, ۶( )
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نمودار منحنی  را  واحد در راستای قائم و  واحد در جهت افقی چنان انتقال می دهیم که منحنی جدید وارون34

تابع خود را در نقطه ای با عرض 1 قطع کند. سپس منحنی حاصل را یک واحد در راستای قائم به سمت پایین انتقال می دهیم. طول

ها، کدام است؟ نقطۀ برخورد منحنی به دست آمده با محور 

y =  ۴− xkk − ۲

x

(2 (1

2 (4 1 (3

−۴−۳

35
f(x)اگر  باشد، حاصل  کدام است؟ =  

۳x−  ۲
 x۲

fofof(  )۲

(2 (1

(4 2 (3

 

 ۲
۱

 ۲

 

۲
۱

f(x)تابع  در یک بازه نزولی است. ضابطۀ وارون تابع در این بازه، کدام است؟36 = x  

۲ x۲

(2 (1

(4 (3

−  , x ≤x۳ ۰−  , x ≤۳ x ۰

−  , x ≥x۳ ۰−  , x ≥۳ x ۰

fRf(۳)تابع  روی  اکیداً نزولی است. اگر  باشد، دامنه  شامل چند عدد صحیح نامنفی است؟37 = ۰g(x) =  x f(x)۲

2 (2 صفر (1

4 (4 3 (3

yفاصلۀ نقطۀ تقاطع تابع  با وارون خود، از مبدأ مختصات کدام است؟38 = x +۳ ۳x− ۱۲

(2 (1

(4 (3

۲  ۳ ۳

۲  ۲ ۲

، چقدر است؟39 f(x)تابع  اکیداً نزولی است. مجموع مقادیر صحیح  = (−۹ + k )x +۲ ۳ ۵k

1 (2 صفر (1

6 (4 2 (3

gof(x)اگر  و  باشد، کمترین مقدار  چقدر است؟40 = ۵x +۲ ۱۱f(x) = ۲xg(x− ۷)

7 (2 3 (1

11 (4 9 (3
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ها،41 ها را در امتداد محور  ها، 1 واحد در جهت مثبت و سپس قرینه آن نسبت به محور  نمودار تابع  را در امتداد محور 

، از مبدأ مختصات کدام است؟ 2 واحد در جهت منفی انتقال می دهیم. فاصله نقطه های برخورد منحنی حاصل با نمودار تابع 

f(x) =  

x
۱

xxy

f

(2 (1

(4 (3

 

۲
 ۲

 

۲
 ۵

 

۲
۳  ۲

 

۲
 ۱۰

ها 2 واحد در جهت منفی انتقال می دهیم.42 ها در جهت منفی و سپس در امتداد محور  تابع  را 3 واحد در امتداد محور 

ها را با کدام طول، قطع می کند؟ منحنی حاصل، محور 

y = ۲x+ x∣ ∣xy

x

(2 (1

(4 (3

−  

۲
۵

−  

۲
۳

 

۲
۵

 

۲
۷

، کدام است؟43 fاگر  و  باشند، تابع  = ۱, ۲ , ۲, ۵ , ۳, ۴ , ۴, ۶{( ) ( ) ( ) ( )}g = ۲,۳ , ۴, ۲ , ۵, ۶ , ۳, ۱{( ) ( ) ( ) ( )} 

gof−۱
g

(2 (1

(4 (3

۴, ۲ , ۵, ۲{( ) ( )}۴, ۲ , ۳, ۵{( ) ( )}

۵, ۲ , ۲, ۴{( ) ( )}۳, ۵ , ۲, ۴{( ) ( )}

44

، کدام است؟ ، ماکزیمم مقدار تابع  fفرض کنید  و  x =( )    

⎩⎪
⎨
⎪⎧− ۱ ; x < −۱

x ;−۱ ≤ x ≤ ۱
۱ ; x > ۱

g x =( ) ۱− x۲gof − fog

صفر (2 (1

1 (4 (3

−۱

 

۲
۱

ها را 16 واحد در امتداد محور45 ، مفروض است. قرینۀ نمودار آن نسبت به محور  نمودار تابع با ضابطۀ 

، از مبدأ مختصات، کدام است؟ ها در جهت مثبت انتقال می دهیم. فاصلۀ نقطه برخورد منحنی حاصل با نمودار تابع 

f(x) = x −۲ ۲x ; (x > ۱)x

yf

(2 (1

(4 (3

۴  ۵۶  ۲

۵  ۲۲  ۵

، کدام است؟46 g(x)f(x)فرض کنید  وارون تابع  باشد. حاصل  = x + ۲  xg(۳) + g(۱۵)

11 (2 12 (1

8 (4 10 (3

اگر  و  دو تابع باشند، برد تابع47

، کدام است؟

f = ۱, ۲ , ۲, ۵ , ۳, ۴ , ۴, ۶{( ) ( ) ( ) ( )}g = ۲,۳ , ۴, ۲ , ۵, ۶ , ۳, ۱{( ) ( ) ( ) ( )}

(g of) −−۱ f

(2 (1

(4 (3

−۱, ۴{ }۲,۳{ }

۳, ۴{ }۲,−۱{ }
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fاگر  باشد، نمودارهای دو تابع  و  با کدام طول، متقاطع هستند؟48 x =( ) x −۲ ۲x− ۳ ; x ≥ ۱f−۱g x =( )  

۲
x− ۹

15 (2 12 (1

21 (4 18 (3

، کدام است؟49 f(x)فرض کنید برد تابع  به صورت  باشد. مقدار  = ۲ − 

۳ ۹cos (x)−۱۲ ۲  

۳ ۱−۹cos (x)۲
[a, b]b− a

(2 (1

(4 (3

 

۴
۹

 

۴
۱۵

 

۲
۹

 

۴
۲۱

50
، کدام است؟ . تعداد نقاط ناپیوستگی تابع  fفرض کنید  و  x =( ) x ۱− x( ۲)g x =( )   

⎩
⎨
⎧ ۱ ; x > ۰

۰ ; x = ۰
−۱ ; x < ۰

fof og( )

1 (2 صفر (1

3 (4 2 (3

ها، 2 واحد در جهت51 ها، 12 واحد در جهت مثبت و سپس در امتداد محور  نمودار تابع با ضابطۀ  را در امتداد محور 

، از مبدأ مختصات، کدام است؟ مثبت، انتقال می دهیم. فاصلۀ نقطۀ برخورد منحنی حاصل با نمودار تابع 

f(x) =  xxy

f

(2 (1

(4 (3

۴  ۱۵۶  ۷

۴  ۱۷۶  ۱۰

، کدام است؟52 ، در دو نقطۀ  و  متقاطع هستند. اندازۀ پاره خط  yنمودارهای دو تابع  و  = ∣x− ۲∣ + ∣x + ۱∣y = x + ۷ABAB

(2 (1

(4 (3

۸  ۲۱۲

۱۳۱۰  ۲

ابتدا قرینۀ نمودار تابع  را نسبت به مبدأ مختصات رسم کرده، سپس منحنی حاصل را 4 واحد به سمت بالا انتقال53

می دهیم. طول نقاط تلاقی منحنی اخیر با منحنی اصلی، کدام است؟

f(x) = (x− ۱)۲

(2 (1

(4 (3

۰ , ۲−۱ , ۱

−۱ , ۲−۲ , ۱

ها تعیین کرده، سپس منحنی حاصل را 4 واحد به سمت راست، انتقال می دهیم.54 قرینۀ نمودار تابع  را نسبت به محور 

منحنی اخیر و منحنی اصلی نسبت به کدام خط، متقارن هستند؟

f(x) =  xy

(2 (1

(4 (3

x = ۱x = ۱/۵

x = ۲x = ۲/۵
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، کدام است؟55 f(x)اگر  و  باشند، برد تابع = ۲x− ۲x[ ]g(x) = −x +۲ ۴xgof

(2 (1

(4 (3

[۰, ۲)[۰,۳)

[۰, ۴)[۱, ۴)

fتابع با ضابطۀ  در کدام بازه اکیداً نزولی است؟56 x =( ) x + ۲ +∣ ∣ x− ۱∣ ∣

(2 (1

(4 (3

−∞,−۲( )−∞, ۱( )

−۲, ۱( )۱, +∞( )

، در کدام بازه، اکیداً صعودی است؟57 fتابع با ضابطۀ  x =( ) x + ۱ −∣ ∣ x− ۲∣ ∣

(2 (1

(4 (3

−∞, ۲( )−۱, +∞( )

−۱, ۲( )۲, +∞( )

yشکل زیر، نمودار تابع  است. دورۀ تناوب  کدام است؟58 = ۱ + sin axy = ۳ cos(  )
a
x

(1

(2

(3

(4

۴π

۶π

۳π

۲π

−sin۲xمعادلۀ مثلثاتی  چند جواب در بازۀ  دارد؟59 ۴sin x cos x =۲ ۰(−π, π)

(2 (1

(4 (3

۴۵

۶۷

مجموع جواب های معادله  در بازۀ  کدام است؟60

                                                           

cos ۲x + sin x =۲ ۰[−۳π, π]

(2 صفر (1

(4 (3

−π

−۳π−۴π

61
حاصل عبارت  کدام است؟

                                                                         

 −
۱ + cos α۲

sin α + ۴cos α۴ ۲
 

۱ + sin α۲
cos α + ۴sin α۴ ۲

2 (2 1 (1

(4 (3cos ۲αsin۲α
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، یکدیگر را در نقطۀ  و خط  را به ترتیب در نقاط  و  قطع می کنند. اگر62 خطوط  و 

مرکز دایره ای که از این سه نقطه می گذرد، بر نیمساز ناحیۀ دوم واقع باشد، مقدار  در مثلث  کدام است؟

x + ۲y = ۳۲x + ay = ۶Ax + y = ۰BC

cot(B −C)ABC

(2 (1

(4 (3

−  

۳
۵

−  

۴
۳

−  

۵
۳

−  

۳
۴

yشکل زیر، نمودار تابع  در یک بازه تناوب را نشان می دهد. مقدار  کدام است؟63 = acos (bx−۲
 ) +

۴
π

cab

15 (1

-15 (2

(3

(4

۷/۵

−۷/۵

f(x)اگر شکل زیر، قسمتی از نمودار تابع  باشد، مقدار  کدام است؟64 =  −
a
۲

 

۱ + tan (cx−  )۲
۴
۳π

b
f(  )

۴
۳π

4 (1

(2

(3

5 (4

۴/۵

۴/۷۵

، یکدیگر را در نقطه  و خط  را به ترتیب در نقاط  و  قطع می کنند. اگر65 خطوط  و 

، مقدار  کدام مرکز دایره ای که از این سه نقطه می گذرد، بر نیمساز ناحیه اول و سوم واقع باشد، در مثلث 

است؟

۳y + x = −۹ax− y = ۳Ay − x = ۰BC

ABCtan(B −C)

(2 (1

(4 (3

 

۴
۱

 

۴
۳

 

۳
۱

 

۳
۲

اگر اختلاف جواب های معادله  در بازه  برابر  باشد، مقدار  کدام66

است؟

 +
sin(  )

۲
π + ۴x
۱

 =
cos(  )

۲
π + ۸x
۱

۰[۰, π]αtan(۲α)

(2 (1

(4 (3

 

۲
 ۳

−  

۲
 ۳

 ۳−  ۳
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yشکل زیر، نمودار تابع  در یک بازۀ تناوب را نشان می دهد. مقدار  کدام است؟67 = asin (  −۲

۴
π

bx) + cab

(1

(2

(3

(4

−۰/۳

۰/۳

−۰/۶

۰/۶

اگر اختلاف جواب های غیرصفر معادلۀ  در بازۀ  برابر  باشد، مقدار 68

کدام است؟

cot(  ) =
۲

π + ۴x
cos(  )

۲
π + ۸x

[−  ,  ]
۴
π

۴
π

αcos(۳α)

(2 (1

(4 (3

 

 ۲
۱

−  

 ۲
۱

 

 ۳
۱

−  

 ۳
۱

اگر شکل زیر، قسمتی از نمودار تابع  در یک دورۀ تناوب باشد، اختلاف69

، کدام است؟ (با تغییر) صفرهای تابع  در بازۀ 

f(x) = a + b sin(cx−  ) cos(cx−
۴
۳π

 )
۴
۳π

f[۰ , π]

(1

(2

(3

(4

 

۶
π

 

۴
π

 

۲
π

 

۳
۲π

)cosمجموع جواب های معادلۀ مثلثاتی  در بازۀ  کدام است؟70  +
۸
۱۷π

x) cos(  −
۸
۳π

x) = cos (  )۲
۳
π

[−  ,  ]
۲
π

۲
π

(2 (1

(4 (3

 

۲
π

 

۳
π

 

۳
۲π

 

۴
π

= کمترین فاصلۀ بین دو مقدار از جواب های معادلۀ  کدام است؟71
۱ + sin x

cos x
 

cos x
۱ + sin x

(2 (1

(4 (3

۲ππ

 

۲
π

 

۳
π
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yشکل زیر، قسمتی از نمودار  را نشان می دهد. مقدار  کدام است؟ (با تغییر)72 = a + b cos(cx−  )
۳
π

b(c − a)

2 (1

3 (2

4 (3

6 (4

yشکل زیر، نمودار تابع  است.  کدام است؟73 = ۱ + a sin bx cos bxa + b

1 (1

(2

2 (3

3 (4

 

۲
۳

74
تابع متناوب  را که دورۀ تناوب آن 2 است، در نظر بگیرید. مساحت ناحیۀ محصور به منحنی  و

، کدام است (دامنه تابع اعداد حقیقی است)؟ (با تغییر) ها در بازۀ  محور 

f x =( )   {
x ; ۰ ≤ x ≤ ۱
۲− x ; ۱ < x ≤ ۲f

x−۰/۷۵,۳/۲۵[ ]

3 (2 2 (1

4 (4 (3۳/۵

ABCACOHCدر شکل زیر مثلث  متساوی الساقین و طول ساق  برابر 6 است. مساحت مثلث  کدام است؟ (با تغییر)75

(1

(2

(3

(4

 

۳
۲

 

۳
۴

 

۲(۷ + ۴  )۳
۹

 

۷ + ۴  ۳
۹

، با شرط  که در آن  یک عدد صحیح است، کدام است؟76 −sin(۲xجواب های معادلۀ مثلثاتی   ) =
۴
π

cos(x +  )
۴
π

x  kπ=k

(2 (1

(4 (3

 

۳
kπ

 

۳
۲kπ

 −
۳
۲kπ

 

۶
π

 +
۳
۲kπ

 

۶
π
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شکل زیر، قسمتی از نمودار تابع  را نشان می  دهد. اگر  و  باشد، مقدار  کدام77

است؟ 

f(x) = a cos(bx + c)b > ۰۰ < c < π 

b
ac

(1

1 (2

(3

(4

 

۱۶
۱

 

۴π
۱

π

، مفروض است. از نقطۀ  عمود های  و  را به ترتیب78 زاویۀ  و نقطۀ  داخل زاویه با شرط 

، کدام است؟ بر نیم خط های  و  رسم می کنیم. نسبت 

x yÔM۲M y =Ô x MÔMM NM P

OxOy 

M P
M N

(2 (1

(4 (3

 

ON
OP

 

OM
OP

 

ON
۲OP

 

OM
۲OP

79
αtan(α)اگر زاویۀ  در ناحیۀ سوم مثلثاتی و  باشد، مقدار  کدام است؟ =  

۴
۳

 

cot (۲α)

cos (۲α−  ) + cos(α + π)
۲
π

(2 (1

(4 (3

−  

۱۷۵
۹۶

 

۱۷۵
۱۰۵۶

 

۱۷۵
۹۶

−  

۱۷۵
۱۰۵۶

فرض کنید تابع  به ازای هر  نسبت به خطوط  و  متقارن باشد و خط تقارن دیگری به صورت  در بازۀ80

 نداشته باشد. کدام عبارت زیر درست است؟ (با تغییر)

fx ∈ Rx = ۱x = ۳x = a

(۱,۳)

2) تابعی متناوب با دورۀ تناوب 1 است. 1) تابعی غیرمتناوب است.

4) تابعی متناوب با دورۀ تناوب 4 است. 3) تابعی متناوب با دورۀ تناوب 2 است.

ff

ff

، کدام است؟81 yشکل زیر، قسمتی از نمودار تابع با ضابطۀ  است. مقدار  = a + b sin(  +
۲
π

x)b

(1

(2

(3

(4

۲

۱

−۱

−۲
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f(x)شکل زیر، قسمتی از نمودار تابع  را نشان می دهد، مقدار  کدام است؟82 = a cos x + bf(  )
۳
π

(1

(2

(3

(4

 

۲
۱

 

۲
۱۱

−  

۲
۱

−  

۲
۱۱

yشکل زیر، قسمتی از نمودار تابع  را نشان می دهد. مقدار  کدام است؟83 = c + a cos bxac

-5 (1

-3 (2

(3

(4

−  

۲
۵

−  

۲
۳

sin)۱۰اگر  باشد، مقدار  کدام عدد می تواند باشد؟84 x + cos x) = ۶  ۵tan x

-2 (2 (1

3 (4 (3

−  

۳
۱

 

۲
۱

sin(xتعداد جواب های معادله  در بازه  کدام است؟85 +  ) cos(x−
۶
π

 ) =
۳
π

۱[۰, ۲π]

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

sin(xمجموع جواب های معادلۀ مثلثاتی  در بازۀ  کدام است؟86 +  ) cos(x−
۴
π

 ) =
۴
π

۱[۰ , ۲π]

(2 (1

(4 (3

 

۲
π

 

۲
۳π

 

۴
π

 

۴
۵π

۸تعداد جواب های معادلۀ مثلثاتی  در بازۀ  کدام است؟87 cos x− tan x =۲ ۱[۰, ۲π]

4 (2 5 (1

2 (4 3 (3



نوتروفیل
  WWW.NOTRUPHIL.COM NOTRUPHIL

15/40لرنیتو 1403

−اگر  و  باشد، مجموعۀ مقادیر  کدام است؟88  <
۴
π

x <  

۴
π

tan(  −
۴
π

x) =  

۲ + m
۱−m

m

(2 (1

(4 (3

(−۲, ۱)(−۲, ۱]

(−۱, ۲](−۱, ۲)

yشکل زیر، نمودار تابع  را در یک دورۀ تناوب، نشان می دهد. مقدار  کدام است؟89 = c + a cos bxc

5 (1

4 (2

3 (3

1 (4

، کدام است؟90 fاگر  باشد، مقدار  x =( ) ۳۲cos x cos ۲x cos ۴x cos ۸x cos ۱۶x۲ ( ) ۲ ( ) ۲ ( ) ۲ ( ) ۲ ( )f  (
۱۲
π

)

(2 (1

(4 (3

 

۳۲
۶ +  ۲۷

 

۱۶
۶ +  ۲۷

 

۱۶
۶−  ۲۷

 

۳۲
۶−  ۲۷

، کدام اند؟91 ، در یک بازۀ تناوب است. مقادیر  و  شکل زیر، نمودار تابع 

 

y = a sin(bx) + cbc

(1

(2

(3

(4

b = ۳, c = −۱

b = ۳, c = −۲

b =  , c =
۲
۳

−۲

b = , c =
۲
۳

−۱

، در بازۀ 92 فرض کنید  مجموعۀ جواب های معادلۀ مثلثاتی 

، کدام است؟ باشد. ماکزیمم عضو مجموعۀ 

A(۱ + cos(۲α))(۱ + cos(۴α))(۱ + cos(۸α)) =  

۸
۱

[۰, π]

A

(2 (1

(4 (3

 π
۷
۵

 π
۷
۶

 π
۹
۷

 π
۹
۸

، در بازۀ  کدام است؟93 sinمجموع جواب های معادلۀ مثلثاتی  x +۴ cos x =۴
 

۲
۱

۰, ۲π[ ]

(2 (1

(4 (3

 

۲
۵π۳π

 

۲
۷π۴π
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۴مجموع جواب های معادلۀ مثلثاتی  در بازۀ  کدام است؟94 sin x sin(  −
۲
۳π

x) = ۱۰, ۲π[ ]

(2 (1

(4 (3

 

۲
۵π۳π

۴π۵π

، کدام است؟95 ، با شرط  cos۳xجواب کلّی معادلۀ مثلثاتی  + cos x = ۰cos x  ۰=

(2 (1

(4 (3

 −
۲

kπ
 

۳
π

 +
۲

kπ
 

۴
π

kπ −  

۴
π

kπ +  

۴
π

، کدام است؟96 ۵sinتعداد جواب های معادلۀ مثلثاتی  در فاصلۀ  x +۲ ( ) ۲ cos ۳x =( ) −۲−π, π[ ]

2 (2 1 (1

7 (4 5 (3

، در فاصلۀ  کدام است؟ (با97 تعداد جواب های معادلۀ مثلثاتی 

تغییر)

۱ + cos α ۱ + cos ۲α ۱ + cos ۴α =( ( )) ( ( )) ( ( ))  

۸
۱

۰, ۲π[ ]

10 (2 7 (1

14 (4 12 (3

، در فاصلۀ  کدام است؟98 cosتعداد جواب های معادلۀ مثلثاتی  (x) −۲ sin (x) cos(۳x) =۲ ۱[۰, ۲π]

3 (2 1 (1

6 (4 5 (3

، کدام است؟99 ، در بازۀ ۴تعداد جواب های معادلۀ مثلثاتی  sin(۳x) cos(۳x) = ۱۰ ,  [
۲
π

]

3 (2 2 (1

5 (4 4 (3

f(x)اگر  باشد، مقدار  کدام است؟100 = ۱۶ cos (۳x) cos (۶x) cos (۱۲x) cos (۲۴x)۲ ۲ ۲ ۲f(  )
۳۶
π

(2 (1

(4 (3

 

۱۶
۶− ۳  ۳

 

۱۶
۶−  ۳

 

۱۶
۶ +  ۳

 

۱۶
۶ + ۳  ۳

، کدام است؟101 + ساده شدۀ عبارت 
۱− cos θ( )

sin θ( )
 

sin θ( )
۱ + cos θ( )

(2 (1

(4 (3

cos  (
۲
θ

)sin  (
۲
θ

)

۲ cot  (
۲
θ

)۲ tan  (
۲
θ

)
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، کدام است؟102 yشکل زیر، قسمتی از نمودار تابع با ضابطۀ  است. مقدار  = a + b sin(x +  )
۳
π

a

(1

(2

(3

(4

−۱

−  

۲
۱

 

۲
۱

۱

، کدام است؟103 yشکل زیر، نمودار تابع  را در یک بازۀ تناوب، نشان می دهد. نسبت  = a sin(bx) + c 

b
a

(1

(2

(3

(4

−۲

−۳

−۴

−۶

yشکل زیر، قسمتی از نمودار تابع  است.  کدام اسـت؟104 = a + b sin(x +  )
۳
π

b

(1

(2

(3

(4

 

۲
 ۳

 

۲
۳

 ۳

۲

، کدام است؟105 fدورۀ تناوب تابع با ضابطۀ  x =( ) tan(πx) − cot(πx)

1 (2 (1

(4 2 (3

 

۲
۱

π

yشکل زیر، قسمتی از نمودار تابع  است. مقدار تابع در  کدام است؟106 = a + b cos(  −
۲
π

x)x =  

۶
π

(1

(2

(3

(4

۱/۵

۲

۲/۵

۱ +  ۳
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=  اگر  باشد، حاصل  کدام است؟107
x→  ۲

۱ +
lim

۱− ۲x
a + ۳[−x]

−∞ [  −
x→  ۲

۱
lim

a
x

x]

(2 صفر (1

(4 (3

−۲

۱−۱

108
=  f−۱شکل زیر، نمودار تابع  را نشان می دهد. اگر  باشد، مقدار  کدام است؟

x→+∞
lim

f(x)
f (x)−۱

πm

(1

(2

(3

(4

−  π

−  

 π
۱

−  

π
۱

−π  π

  fgشکل زیر، نمودار تابع  و  را نشان می دهد. حاصل  کدام است؟109

x→−∞
lim

g(x)
∣f(x)∣

-3 (1

3 (2

-4 (3

4 (4

110
  مقدار غیرصفر حد  کدام است؟

x→۸
lim

ax− b
b  − ۲b۲ +  

۳ x

(2 (1

(4 (3

 

۱۲
۱

 

۶
۱

 

۴۸
۱

 

۲۴
۱

  fgشکل زیر، نمودار توابع  و  را نشان می دهد. حاصل  کدام است؟111

x→−∞
lim

∣f(x)∣
g(x)

(1

(2

(3

(4

 

۳
۱

−  

۳
۱

−۳

۳
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112
  مقدار غیرصفر حد  کدام است؟

x→۱
lim

ax + b
b  − b۲−  

۳ x

(2 (1

(4 (3

 

۳
۱

−  

۳
۱

−  

۶
۱

 

۶
۱

113
، کدام است؟ ، وقتی   حد عبارت 

۵x − ۱۸x + ۱۶۲
۲−  

۳ ۳x + ۲
x → ۲

(2 (1

(4 (3

−  

۳
۱

−  

۴
۱

−  

۶
۱

−  

۸
۱

=  اگر  باشد،  کدام است؟114
x→۲
lim

x + ax + b۲
۲x− ۵

−∞a + b

صفر (2 (1

2 (4 1 (3

−۱

=  اگر  باشد، کمترین مقدار صحیح  کدام است؟115
x→(  )۳

π +
lim

a cos x− sin x
ax + b

−∞b

  (2   (1

  (4   (3

−۴−۳

−۲−۱

، کدام بیان درست است؟116 fدر مورد تابع با ضابطۀ  x =( )  

x + x∣ ∣
x − ۱۲

(2 (1

(4 (3

 f x =
x→۰−
lim ( ) +∞ f x =

x→۰−
lim ( ) −∞

 f x =
x→۰+
lim ( ) +∞ f x =

x→۰+
lim ( ) −∞

، آنگاه باقی ماندۀ تقسیم117 ، بخش پذیر باشد. اگر  فرض کنید چندجمله ای  بر 

 بر  کدام است؟

p(x)x −۲ ۱Q(x) = p(x− ۱) + p(۱− x)

Q(x)x− ۲

صفر (2 (1

(4 (3

−۱

۱۲

، کدام است؟118 f(x)تابع با ضابطۀ  را در نظر بگیرید. اگر  باشد، آنگاه  =  

ax + ۷x − ۲۳ ۲
۴x − ۶x + ۱n ۲

 f (x) =
x→∞
lim ۲ f (x)

x→  ۲
۱

lim

(2 (1

(4 (3

−  

۱۷
۴

−  

۱۷
۶

−  

۱۲
۵

−  

۱۱
۶
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119
)  مقدار  کدام است؟  −

x→+∞
lim x  +

x + ۱
۱

x
۱

 ) −  

x۲

۱
x + ۱۲

۱

1 (2 صفر (1

(4 (3
 

۲
 ۲

 ۲

120
، کدام اند؟ ، آنگاه مقادیر  و  =  اگر 

x→−∞
lim

a x − ۱۴۹ k

 

۵۰ (a x − ۱)(a x − ۱)...(a x − ۱)۲ ۲ ۴ ۴ ۱۰۰ ۱۰۰
−۱ak

(2 (1

(4 (3

k = ۵۱ , a = −۱k = ۵۱ , a = ۱

k = ۴۹ , a = −۱k = ۴۹ , a = ۱

121
g(x)اگر  و  باشد، حاصل  کدام است؟ =  

∣x− ۱∣
 ax + bx + c۲

 (۴−
x→۱+
lim [x])g(x) = ۶ g(x)

x→+∞
lim

1 (2 -1 (1

-2 (4 2 (3

122
  حاصل  کدام است؟

x→−۱
lim

۱ +  

۳ x
 −  ۲x + ۳ ۳x + ۴

(2 3 (1

(4 -2 (3

 

۲
۱

−  

۲
۳

f(x)اگر  و  باشد، حاصل  چقدر است؟123 =  ax + x + ۱۲
  =

x→+∞
lim

x + ۲
f(x)

۲
۱

 [  ]f (x)
x→−۱−
lim

x
۱

1 (2 (1

-1 (4 (3

−  

۲
۱

 

۲
۱

، کدام است؟124 fاگر  باشد، حاصل  x =( ) x−  ۴x + x۲
  

x→−∞
lim

x
f x( )

-1 (2 -2 (1

3 (4 2 (3

، کدام است؟125 ، حاصل  nفرض کنید  ∈ N  

n→+∞
lim

۲ + ۳ × ۲۲n+۱ ۱−۲n

۲ − ۲۲n+۱ ۱−۲n

(2 (1

(4 (3

۱
 

۳
۱

−  

۳
۱−۱
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، کدام است؟126 ، حاصل  nفرض کنید  ∈ N  

n→+∞
lim

۲ × ۳ + ۳۲n −۲n+۱
۳ − ۳۲n −۲n+۱

(2 (1

(4 (3

+∞
 

۲
۱

۰−  

۲
۱

، کدام است؟127 ، در بازۀ  fتعداد نقاط ناپیوستگی تابع  x =( )  sin x
n→+∞
lim ۲n ( )۰, ۲π[ ]

2 (2 3 (1

صفر (4 1 (3

128

، کدام است؟ ( نماد جزء صحیح است)   مقدار 

x→−  ۲
۱ +

lim
۲۴x +  [

x۲
۳

]

۱۶x− −  [
x۲
۲

]
[ ]

(2 (1

(4 صفر (3

−∞+∞

 

۳
۲

، کدام است؟129   حاصل 

x→۱
lim

۲x−  ۳x + ۱
۲x− ۷  + ۵x

-1/2 (2 -1/5 (1

-0/6 (4 -0/8 (3

130

، کدام است؟ نماد جزء صحیح است)   مقدار 

x→(−  )۲
۱ −

lim
۱۶x− [−  ]

x۲
۲

۱۰x− ۵ + [  ]
x۲
۳

[ ])

صفر (2 (1

(4 (3

−∞

 

۸
۵+∞

، کدام است؟131   حاصل 

x→(−۲)−
lim

x + ۲
[x] + ۳

(2 (1

(4 صفر (3

−∞−۱

۱

، بازۀ  یک همسایگی عدد 3 می باشد؟132 xxبه ازای کدام مجموعه مقادیر  + ۱, ۲x− ۱( )

(2 (1

(4 (3

∅۲{ }

۲ < x < ۲/۵۱/۵ < x < ۲
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133
، کدام است؟   مقدار 

x→−∞
lim

x
 +  − xx − x + ۱۴ ۲ x + ۱۲ ۲

1 (2 (1

(4 صفر (3

 

۲
۳

−۱

، بر  بخش پذیر است. در این حالت باقی ماندۀ134 ، چندجمله ای  به  ازای یک مقدار 

، کدام است؟  بر 

aP (x) = ۲x +۴ ax +۳ ۲x −۲ ۳x۲x− ۱
P (x)x + ۲

-8 (2 -10 (1

6 (4 4 (3

، به ترتیب 3 و 1 باشند. باقی ماندۀ تقسیم 135 فرض کنید باقی ماندۀ تقسیم چندجمله ای  بر  و 

، کدام است؟ بر 

p(x)x− ۴x + ۲p(x ) +۲ ۴p(−x)

x− ۲

(2 (1

(4 صفر (3

۷۱

−۱

136
، کدام است؟ f(x)تابع با ضابطۀ  را در نظر بگیرید. اگر  باشد، آنگاه  =  

۴x − ۱۲n

ax−  

۳ x − ۱۲
 f (x) =

x→∞
lim  

۶
۱

 f (x)
x→۳
lim

(2 (1

(4 (3

 

۲۴
۱

 

۱۸
۱

 

۱۲
۱

 

۳۶
۵

، کدام است؟137  حد عبارت  وقتی 

۱۲ + ۶  

۳ x
x + ۱۰x + ۱۶۲

x → −۸

-18 (2 -24 (1

-6 (4 -12 (3

، کدام بیان درست است؟138 f(x)در مورد تابع با ضابطۀ  =  

۱ + ۲ cos x
sin x

(2 (1

(4 (3

 f x =
x→  ۳

۲π +
lim ( ) −∞ f x =

x→  ۳
۲π +

lim ( ) +∞

 f x =
x→  ۳

۲π −
lim ( ) −∞ f x =

x→  ۳
۴π

lim ( ) +∞

fاگر  باشد، حاصل  کدام است؟139 x =( ) ۲x +  ۴x + x۲
 f x

x→−∞
lim ( )

(2 (1

صفر (4 (3

−۱−  

۲
۱

−  

۴
۱
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140

. تعداد عناصر مجموعه نقاطی که  یا  در آن ها فرض کنید  و 

مشتق پذیر نیست، کدام است؟

f(x) =    

⎩⎪
⎨
⎪⎧− ۱ ; x < −۱

x ;−۱ ≤ x ≤ ۱
۱ ; x > ۱

g(x) = ۱− x۲goffog

3 (2 2 (1

5 (4 4 (3

، در نقطۀ 141 ، اختلاف شیب نیم خط های مماس چپ و راست بر منحنی تابع  به ازای کدام مقدار 

برابر  می شود؟

af(x) = ∣۴x− ۳∣  axx =  

۴
۳

۲  ۶

8 (2 2 (1

(4 (3
 

۲
۱

 

۸
۱

142
، تابع  روی  مشتق پذیر است. مقدار  کدام است؟ به ازای هر مقدار حقیقی و ناصفر 

                                                                                               

af(x) =   {
bx + c

 

x
۱

; x < a

; x ≥ a
Rac

1 (2 (1

2 (4 (3

−۱

−۲

f(x)اگر  و  باشد، مقدار  کدام است؟143 =  

 

۳ x− ∣x∣

۱
g(x) =  

x − ∣x ∣۳ ۳
۱

g (−  )f (g(−  ))′ ۳ ۲ ′ ۳ ۲

(2 (1

-1 (4 1 (3

−  

۲
۱

 

۲
۱

خط به معادلۀ  در نقطۀ  بر نمودار تابع  مماس است. اگر  باشد،144

 کدام است؟

y = ۳x− ۵x = ۲y = g x( )  =
x→۱
lim

۲x− ۲
f x − f ۱( ) ( )

 

۳
۲

fog ۲( )′ ( )

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

ها، سهمی  را در دو نقطه قطع می کند و مماس های رسم شده در این نقاط بر هم عمودند. مجموع145 خط  موازی محور 

عرض های این دو نقطه کدام است؟

dxy = x −۲ ۱

(2 (1

(4 (3

−  

۲
۳

−  

۲
۱

−  

۴
۱

−  

۴
۳
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f(x)اگر  باشد، حاصل  کدام است؟146 = (x− ۴)  

۳ x + ۳  

h→۰
lim

h(۵− h)
f (۵− h) − ۳f(۵− h) + ۲۲

(2 (1

(4 (3

 

۳۰
۱۳

−  

۱۲
۵

 

۶
۵

−  

۱۵
۱۳

آهنگ تغییر متوسط تابع  در بازۀ  برابر  است. آهنگ تغییر لحظه ای این تابع در نقطۀ147

 کدام است؟

f(x) = (x + ۱) (ax +۲ ۳ ۱)[−۱, ۰]−۱۱
x = −۲a

(2 (1

(4 (3

۱−۱

۸−۸

۷yخط  در ناحیۀ اول صفحه مختصات بر منحنی  مماس است. مقدار  کدام است؟148 − x = ۵y =  

۳x + ۱
ax− ۱

a

(2 (1

(4 (3

۳۴

 

۷
۴

 

۷
۹

اگر  و  باشد، حاصل عبارت  کدام است؟149

                                                                               

f(x) =  −x + ۸  xg(x) =  

 +  x + ۸ x
۱

f (۱)g(۱) −′ g (۱)f(۱)′

1 (2 صفر (1

2 (4 3 (3

150
،  و  باشد. اگر  یک تابع مشتق پذیر باشد، حداکثر فرض کنید 

مقدار  به شرط  کدام است؟

g(x) = ax +۲ bx + c(a  ۰)=f(x) =   {
g(x) ; x ≥ k

g (x) ; x < k′f

kb + c = a

(2 (1

(4 (3

 

۴
۳۱

۳۴

f(x)اگر  و  باشد، مقدار  کدام است؟151 = −  

 

۵ x + ∣x∣

۱
g(x) =  

x + ∣x ∣۵ ۵
۱

g (  )f (g(  ))′ ۵ ۳ ′ ۵ ۳

(2 (1

(4 (3

 

۳
۱

−  

۳
۱

−۱۱

ها را در دو نقطه قطع می کند و مماس های رسم شده در این152 ها، قرینۀ سهمی  نسبت به محور  خط  موازی محور 

نقاط بر هم عمودند. فاصلۀ خط  از مبدأ مختصات کدام است؟

dxy = x +۲ ۱x

d

3/25 (2 1/25 (1

2/75 (4 0/75 (3
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gاگر  و  باشد،  کدام است؟153 x =( )  

x− ۱
۲x + ۱

fog ۲ =( )′ ( ) ۶f ۵′ ( )

-1 (2 -2 (1

3 (4 2 (3

خط  در نقطۀ  بر نمودار تابع  مماس است. اگر شیب خط  برابر  و  باشد، مقدار 154

کدام است؟

d(−۱, ۵)fd−  

۲
۱

g(x) =  f(x)۳ xg (−۱)′

(2 (1

(4 (3

−  

۳
۴

−  

۳
۱

 

۶
۷

 

۶
۱۳

yاگر  بر نمودار  در نقطه ای به طول واحد مماس باشد، مقدار  کدام است؟155 = ۲x + by =  

ax + ۱
x + a

a − b

(2 صفر (1

1 (4 (3

 

۲
۱

 

۳
۲

، خط مماس بر منحنی، بر  عمود است؟156 yدر کدام نقطه از منحنی  = x −۲ ۴x + ۵۶y − ۳x = ۱

(2 (1

(4 (3

(−۲ , ۱۷)(−۱ , ۱۰)

(۱ , ۲)(۲ , ۱)

157
، مشتق پذیر است. مقدار  کدام است؟ ، در  f(x)تابع با ضابطۀ  =  {

 ; x ≤ −۲۵− ۲x

−  x + bx + c ; x > −۲
۲
۱ ۲x = −۲c

(2 (1

(4 (3

−  

۳
۲

−  

۳
۱

 

۳
۱

 

۳
۲

، آهنگ متوسط تغییر تابع  چند برابر آهنگ متوسط تغییر تابع  است؟158 ]در بازۀ   ,  ]
۴
π

۲
π

y = sin x cos ۲xy = sin x−۴ cos x۴

1 (2 -1 (1

(4 (3−  

۲
۱

 

۲
۱

f(x)اگر  باشد، حاصل  کدام است؟159 =  

۲x + x− ۱۲
x  x

  

x→۱
lim

۲(x− ۱)
۲f(x) − ۱

(2 -1 (1

1 (4 (3

−  

۲
۱

 

۲
۱
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معادلۀ خط مماس بر نمودار  در نقطه ای به طول واحد بر روی نمودار، به صورت  است. مقدار160

 چقدر است؟

y =  

x + ۳
x + mx + ۱۲

۴y − ۳x = n

m + n

-2 (2 -3 (1

3 (4 2 (3

تابع  مشتق  پذیر و با دورۀ تناوب ۵ است. اگر  و  باشد، حاصل  کدام161

است؟

ff (−۱) =′
 

۲
۳

g(x) = f(x + ۱) + f(۳x + ۱۰)g (−۲)′

(2 3 (1

(4 6 (3

 

۲
۷

 

۲
۱۳

162
، اگر  موجود باشد،  کدام است؟ fدر تابع با ضابطۀ  x =( )    

⎩
⎨
⎧

 ; x > ۲
ax + b

۸

− x + ۶x ; x ≤ ۲۳
f ۲′ ( )a

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

تابع چندجمله ای درجۀ دوم با ضرایب طبیعی  مفروض است. اگر باقی مانده و خارج قسمت تقسیم  بر  (مشتق163

، کدام است؟ ) به ترتیب  و  باشند، کمترین مقدار مجموع ضرایب  تابع 

P (x)P (x)P (x)′

P (x)−۲ x +
۲
۱

۱P (x)

6 (2 4 (1

9 (4 7 (3

164
، کدام است؟ fمشتق تابع  در نقطۀ  x =( ) x  

۳
 

x + ۲
۳x + ۱

x = −۳

(2 (1

(4 (3

 

۳
۲

 

۴
۳

 

۳
۴

 

۲
۳

165
، کدام است؟ ، مقدار  f(x)در تابع با ضابطۀ  =    

⎩
⎨
⎧  ; ۰ ≤ x < ۴x + ۶x۲

 (x − ۹x) ; ۴ ≤ x < ۸[
۴
x

] ۲f (۲) −′ f (۵)′

(2 (1

(4 (3

 

۴
۱

 

۲
۱

 

۴
۳

 

۲
۳



نوتروفیل
  WWW.NOTRUPHIL.COM NOTRUPHIL

27/40لرنیتو 1403

، چندبرابر 166 . مقدار مشتق تابع  در  فرض کنید  و 

است؟

f(x) = (x[x +  ]) +۲
۲
۱ ۲

۱g(x) =  

 

۳ x − ۱۲

۱
fogx =  

 ۸
۳

(−۱۲۸  )۲

1 (2 (1

4 (4 2 (3

−۴

، آنگاه167 باقی مانده و خارج قسمت تقسیم چندجمله ای  بر  به ترتیب  و  است. اگر 

، کدام است؟ مقدار باقی ماندۀ تقسیم  بر 

P x( )x +۲ ۲x۳x + ۱Q x( )Q −۲ =( ) ۳
P x′ ( )x + ۲

(2 (1

(4 (3

−۶−۵

−۴−۳

، کدام است؟168 gفرض کنید  اگر  مشتق پذیر باشد، مقدار  x =( ) ax +۲ ۵x + bf x =( )  {
g x ; x ≤ ۲( )
g x ; x > ۲′ ( )

a + b

(2 (1

(4 (3

−  

۲
۱۵

−  

۲
۵

 

۲
۵

 

۲
۱۵

169
، مقدار مشتق چپ تابع  در  چندبرابر  است؟ fفرض کنید  و  x =( ) (x x )[ ] ۳g x =( )  

 x − ۱۲

۱
fogx =  

۲
 ۵

−۴۸  ( ۵)

2 (2 1 (1

8 (4 4 (3

تابع با ضابطۀ  را در نظر بگیرید، شیب خط مماس بر منحنی  در نقطه ای به طول 2 واقع بر آن، کدام170

است؟

f x =( )  

 − ۱x
 + ۱x

f x−۱ ( )

8 (2 12 (1

(4 (3−۸−۱۲

171
، کدام است؟ ، در نقطۀ  f(x)مشتق تابع با ضابطۀ  =  (

x − x۲

 

۳ x + ۲x۲
)

۳

x = ۲

(2 (1

(4 (3

−  

۴
۳

−  

۴
۵

−  

۲
۵

−  

۴
۱۵

172
، کدام است؟ f(x)مقدار مشتق تابع با ضابطۀ  در نقطۀ  =  

۳
 (

۳x + ۵
۲x− x۲

)
۲

x = −۲

4 (2 3 (1

6 (4 5 (3
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فرض کنید نمودارهای دو تابع  و  در یک نقطۀ مشترک، بر یک خط مماس باشند. اگر طول نقطۀ173

مشترک 4 باشد، مقدار  کدام است؟

y = x  xy = x +۲ ax + b

b

9 (2 8 (1

12 (4 10 (3

، مشترک اند. مقدار 174 ، در نقطۀ  خط مماس بر نمودارهای دو تابع با ضابطه های  و 

کدام است؟

f(x) =  

x− ۱
x + ۲

g(x) = ax +۲ bxx = ۲b

5 (2 4 (1

7 (4 6 (3

، برابر آهنگ تغییر لحظه ای این تابع، با کدام مقدار  است؟175 yآهنگ متوسط تغییر تابع  در بازۀ  =  ۲۱− x + ۴x۲[۵ , ۶]x

(2 (1

(4 (3

۴ +  ۲۳ + ۲  ۲

۲ +   

۲
۳

۲۲ +   

۲
۵

۲

ها را با کدام عرض، قطع می کند؟176 f(x)خط مماس بر منحنی تابع  در نقطۀ  واقع بر آن، محور  =  

 x
۵x− ۴

x = ۴y

-1 (2 -4 (1

3 (4 2 (3

، آهنگ تغییر متوسط تابع در بازۀ  از آهنگ تغییر لحظه ای آن در 177 در تابع با ضابطۀ 

چقدر بیشتر است؟

f x =( ) x + ۲  ( ) ۴x + ۱۰, ۲[ ]x =  

۴
۳

0/15 (2 0/10 (1

0/25 (4 0/20 (3

178
fتابع با ضابطۀ  در نقطۀ  مشتق پذیر است.  کدام است؟ x =( )    

⎩
⎨
⎧  x − ۲x  ; x < ۲∣

∣ ۲
∣
∣

 x + ax + b ; x ≥ ۲
۲
۱ ۲x = ۲a + b

3 (2 2 (1

5 (4 4 (3

gاگر  و  باشد،  کدام است؟179 x =( ) x +  x  =
x→۲
lim

x− ۲
f x − f ۲( ) ( )

 

۳
۴

fog ۱( )′ ( )

(2 (1

3 (4 2 (3

 

۳
۲

 

۲
۳
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، حاصل  کدام است؟180 fدر تابع با ضابطۀ  x =( )  

۵− ۲x
۱ +  x

  

x→۴
lim

x− ۴
f x − f ۴( ) ( )

(2 (1

(4 (3

 

۹
۴

 

۱۲
۵

 

۱۲
۷

 

۶
۵

181
، روی مجموعۀ اعداد حقیقی مشتق پذیر است.  کدام است؟ fتابع با ضابطۀ  x =( )    

⎩
⎨
⎧

 ; x ≥ ۲
x− ۱
۱

− x + ax + b ; x < ۲۲
b

-1 (2 -2 (1

2 (4 1 (3

، از آهنگ تغییر متوسط در بازۀ  کدام است؟182 ، اختلاف آهنگ تغییر لحظه ای در  fدر تابع با ضابطۀ  x =( )  x −
۲
۱ ۲

 

x
۱

x = ۲۱, ۴[ ]

0/5 (2 0/25 (1

0/75 (4 0/45 (3

183، ، آهنگ تغییر متوسط تابع در بازۀ  از آهنگ تغییر لحظه ای آن در  در تابع با ضابطۀ 

چقدر کمتر است؟

f x =( )  +۲x + ۱  

x + ۱
۱

۰, ۴[ ]x =  

۲
۳

(2 (1

(4 (3

۰/۰۳۰/۰۴

۰/۰۵۰/۰۶

، خط مماس بر نمودار آن، موازی پاره خطی است که ابتدا و انتهای منحنی را به184 در تابع با ضابطۀ  و دامنۀ 

ها را با کدام عرض قطع می کند؟ هم وصل کند. این خط مماس، محور 

f x =( )  

x + ۱
۴x− ۵

۰, ۸[ ]

y

-1/5 (2 -2 (1

-0/5 (4 -1 (3

185
، در چند نقطه مشتق ناپذیر است؟ fتابع با ضابطۀ  x =( )  

x

 x − ۲x  ∣
∣ ۳

∣
∣

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

186

، حاصل  کدام است؟ fدر تابع با ضابطۀ  x =( )  

 x
−x− ۱

  

h→۰
lim

h

f(  + h) − f(  )
۴
۱

۴
۱

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3
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yکمترین فاصلۀ نقاط واقع بر منحنی  از خط  کدام است؟187 = −  −x− [x ]۲x− y − ۱ = ۰

(2 (1

(4 (3

 

۲
 ۲

 

۵
۳  ۲

 

۱۰
۳  ۲

 

۸
۳  ۲

۴حداکثر مساحت جانبی استوانه ای که درون یک کره به شعاع  محاط می شود، کدام است؟188  ۲

(2 (1

(4 (3

۳۲π۶۴π

 

۳
۲۵۶π

 

۳
۵۱۲π

ها را در  و  قطع می کند. اگر مجموع  و 189 نمودار تابع  محور 

کمترین مقدار باشد،  کدام است؟ (با تغییر)

f(x) = (m −۲ ۱)x +۲ (۲−m)x + ۵ , m ∈ (−۱, ۱)xαβαβ
m

(2 (1

(4 (3

−۲ +  ۵−۲ +  ۳

۲−  ۵۲−  ۳

، در آن ها اکیداً نزولی باشد، کدام است؟190 fتعداد بازه هایی که تابع  x =( )  ; x ∈
x − ۲۲

x − ۳۴
−۲, ۲( )

3 (2 2 (1

5 (4 4 (3

، تابع  روی بازۀ  نزولی است؟ 191 به ازای چند مقدار صحیح 

                                                                                   

my =  

x− ۱ + m
mx + ۲

(۱, +∞)(m  ۲)=

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

ها و دو رأس دیگر آن بر نمودارهای داده شده در192 مساحت بزرگ ترین مستطیل واقع در ناحیه های اول و دوم که دو رأس آن بر محور 

شکل زیر قرار دارد، کدام است؟

x

(1

(2

(3

(4

۲

۳

۴

۶

yمقدار مینیمم نسبی تابع  کدام است؟193 = x −۳ ۱۲x + ۲

(2 (1

(4 (3

−۱۴−۱۱

−۹−۷
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ABCDدر شکل زیر، مساحت مستطیل  ماکزیمم است. مساحت مثلث هاشورخورده چقدر است؟194

(1

(2

(3

(4

 

۸
۱۵

 

۱۶
۱۵

 

۱۲
۲۵

 

۲۴
۲۵

f(x)نمودار تابع  به صورت زیر است. طول نقطۀ مینیمم نسبی تابع، کدام است؟195 = x +۳ ax +۲ bx + c

(1

(2

(3

(4

 

۲
۱

۲

 

۲
۳

۳

در شکل زیر، یکی از اضلاع قائمه مثلث بزرگ نصف دیگری است. اگر مساحت مستطیل  ماکزیمم باشد، نسبت طول به196

عرض مستطیل کدام است؟

ABCD

(1

(2

(3

(4

۱

۱/۵

۲

۲/۵

yکمترین فاصلۀ نقاط واقع بر منحنی  از خط  کدام است؟197 =  x− [x ]۲۲x− y + ۲ = ۰

(2 (1

(4 (3

 

۵
 ۵

 

۸
۳  ۵

 

۱۰
 ۵

 

۱۰
۳  ۵

fمجموعۀ مقادیری از اعداد حقیقی که در آن تابع  صعودی باشند، کدام است؟198 x =( ) ۳  +۳ x x∣ ∣

(2 (1

(4 (3

−۱, +∞[ )−∞,∞( )

−۱, ۰ ∪[ ) ۰,∞( )−۳  , ۰[ ۳ ]
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، درست است؟199 f(x)کدام عبارت، برای تابع  = ۲  −x  

۲  

۳ x − ۱۲

۳

تابع  در بازۀ  صعودی است. (1

تابع  در بازه های  و  صعودی است. (2

تابع  در بازۀ  صعودی و در بازۀ  نزولی است. (3

تابع  در بازۀ  نزولی و در بازۀ  صعودی است. (4

f(۰, ۱) ∪ (۱ ,∞)

f(۱ ,∞)(۰, ۱)

f(۱ ,∞)(۰, ۱)

f(۱,∞)(۰, ۱)

f(x)تابع  چند نقطۀ بحرانی دارد؟200 =  

۱− x∣x∣
x

1 (2 صفر (1

3 (4 2 (3

f(x)حاصل ضرب بیشترین و کمترین مقدار تابع  برابر  است. اگر  باشد، مقدار  کدام است؟201 =  +x  a − ۲x ۱۲a > ۰[a]

4 (2 2 (1

12 (4 6 (3

نمودار تابع  در نقاطی به طول صفر و 2- دارای اکسترمم نسبی است. فاصله بین نقاط اکسترمم202

نسبی این تابع، چقدر است؟

y = x +۳ ax −۲ ۲bx− ۴

(2 (1

(4 (3

۲  ۵۲  ۱۱

۲  ۱۵۲  ۱۰۱

قرینۀ نقطۀ  واقع بر سهمی  را نسبت به نیمساز ناحیۀ اول و سوم صفحۀ مختصات تعیین کرده و آن را  می نامیم.203

، کدام است؟ اگر طول نقطۀ  بین دو طول متوالی از محل تقاطع تابع  با خط نیمساز موردنظر باشد، ماکزیمم طول پاره خط 

Af(x) = x۲A′

AfAA′

(2 (1

(4 (3

 ۲
 

۲
 ۲

 

۴
 ۲

 

۸
 ۲

، کدام است؟204 f(x)تعداد نقاط اکسترمم نسبی تابع  =  ∣x −
x − ۱۲

x۲
۲ ۴∣

3 (2 2 (1

5 (4 4 (3

، کدام است؟205 ,A(۵کوتاه ترین فاصلۀ نقطۀ  از نقاط منحنی به معادلۀ  ۰)y =  ۲x + ۷

(2 4 (1

(4 5 (3

۴/۵

۳  ۲
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، از نیمساز ناحیۀ اول کدام است؟206 f(x)فاصلۀ نقطۀ ماکزیمم نسبی تابع با ضابطۀ  = x +  ۴x− x۲

(2 1 (1

(4 2 (3

 ۲

۲  ۲

در ساخت قوطی های حلبی در باز به شکل مکعب مستطیل با قاعده مربع و حجم 4 واحد مکعب، حداقل حلب استفاده شده در هر207

قوطی، چند واحد مربع است؟

12 (2 14 (1

8 (4 10 (3

A(۰نقاط  و  نقاط اکسترمم نسبی تابع  هستند، حاصل  کدام است؟208 , ۰)B(۱ , ۱)y = ax +۳ bx +۲ cx + dab

-6 (2 -3 (1

6 (4 3 (3

از بین مخروط های حاصل که از دوران کامل پاره خط  با اندازۀ  حول خط  به دست می آیند، ارتفاع مخروطی با بیشترین209

حجم، کدام است؟ (فقط نقطۀ  روی خط  واقع است)

AB۳  ۳L

AL

(2 (1

(4 (3

۶۳

۲  ۳ ۳

A(−۱نقطۀ  اکسترمم نسبی تابع  است. مقدار  کدام است؟210 , ۱)y = x ∣x∣ +۲ ۳ax +۲ b 

a
b

(2 -3 (1

(4 3 (3

−  

۳
۱

 

۳
۱

فرض کنید  و  نقاط اکسترمم تابع  باشند. چند نقطه روی منحنی  وجود دارد که خطوط211

مماس بر آن ها، موازی پاره خط  است؟

ABf(x) = ۲x −۳ ۳x −۲ ۱۲x + ۱f

AB

1 (2 صفر (1

3 (4 2 (3

f(x)بازه هایی که تابع  در آن ها اکیداً نزولی است را در نظر بگیرید. مینیمم طول این بازه ها، کدام است؟212 =  

x − ۸۳
x۴

(2 2 (1

(4 (3

 −۳ ۴ ۱

۲  

۳ ۴۲(  −۳ ۴ ۱)

، کدام است؟213 fمینیمم مطلق تابع  در بازۀ  x =( ) x  ۳− x  ∣
∣ ۲

∣
∣−۱/۵,  [ ۳]

(2 (1

(4 (3

−  

۴
۹−۲

−  ۳−  

۸
۹
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قرینۀ نقطۀ  واقع بر منحنی  را در دامنۀ  نسبت به نیمساز ناحیۀ دوم و چهارم صفحۀ مختصات تعیین و آن را214

، کدام است؟  می نامیم. ماکزیمم طول پاره خط 

Af x =( )  

۳ −x۰, ۱[ ]

A′AA′

(2 (1

(4 (3

 

۳  ۶
۲

 

۳  ۶
۴

 

۳  ۲
۲

 

۳  ۲
۴

215
، کدام است؟ f(x)مقدار ماکزیمم نسبی تابع با ضابطۀ  =  

x + ۱۲
x + ۲x− ۳۲

(2 (1

(4 (3

−۱ +  ۵۱ +  ۵

−۱ +  ۳۱ +  ۳

از بین مثلث های قائم الزاویه با اندازۀ وتر 10 واحد، دو ضلع قائم با کدام نسبت انتخاب شود تا حجم حاصل از دوران این مثلث حول216

ضلع قائم، بیشترین باشد؟

(2 (1

(4 (3

 

۱
۲

 

۱
 ۳

 

۲
۳

 

۱
 ۲

، فاصلۀ دو نقطۀ ماکزیمم نسبی و مینیمم نسبی آن کدام است؟217 fدر تابع با ضابطۀ  x =( ) x x− ۴∣ ∣

(2 (1

(4 (3

 ۵۲  ۲

۳  ۲۲  ۵

بیشترین مساحت مستطیلی که دو ضلع آن بر روی محورهای مختصات و رأس چهارم آن بر روی منحنی به معادلۀ 218

در ناحیۀ اول واقع شود، کدام است؟

y =  ۱۲− x

(2 (1

(4 (3

۸  ۲۸  ۳

۱۶۱۸

بیشترین مساحت مستطیلی که یک ضلع آن بر قطر نیم دایره به شعاع 6 واحد و دو رأس دیگر آن روی این نیم دایره باشد، کدام219

است؟

24 (2 18 (1

36 (4 27 (3

، فاصلۀ دو نقطۀ ماکزیمم نسبی و مینیمم نسبی آن کدام است؟220 fدر تابع با ضابطۀ  x =( ) x x −∣ ∣ ۲x

(2 (1

(4 (3

۲  ۲۳

۳  ۲۴
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۳yخط  در نقطۀ  بر دایرۀ  مماس است. مقدار  کدام است؟221 + ۲x = ۹(۰,۳)x +۲ y +۲ ۳x + ay = ca

(2 (1

(4 (3

۳/۵−۳/۵

۱/۵−۱/۵

ها هستند. اگر خروج از مرکز بیضی  باشد، طول قطر222 کانون های یک بیضی نقاطی با طول  و  روی محور 

کوچک این بیضی کدام است؟

x = ۳x = −۳x 

۳
۱

(2 (1

(4 (3

۱۵  ۲۱۲  ۲

۸  ۲۶  ۲

خطی به معادله  عمودمنصف خط المرکزین دو دایره است که شعاع یکی نصف شعاع دیگری است. اگر معادلۀ دایرۀ223

بزرگ تر به صورت  و خط مفروض بر دایرۀ کوچک تر مماس باشد، مجموع طول نقاط برخورد دو دایره

کدام است؟

y + ۲x = ۰
x +۲ y +۲ ۶x− ۲y = a

(2 (1

-1 (4 1 (3

 

۲
 ۱۵

−  

۲
 ۱۵

,۱−)طول کوتاه ترین وتری که از  در دایره  رسم می شود، کدام است؟224 ۲/۵)۲x +۲ ۲y −۲ ۶x− ۱۰y + ۱ = ۰

(2 (1

(4 (3

 ۵ ۷

 

۲
 ۵

 

۲
 ۷

نقطه های  و  به ترتیب روی دو دایرۀ متخارج  و  قرار225

دارند. اگر بیشترین فاصلۀ  و  برابر 8 باشد، مقدار  کدام است؟

MNx +۲ y −۲ ۲x + ۲y = ax +۲ y +۲ ۴x− ۶y + ۶a = ۰
MNa

(2 (1

(4 (3

۲/۵۲

۱/۵۱

، عمودمنصف خط المرکزین دو دایره است که شعاع یکی 2 برابر دیگری است. اگر خط  بر دایرۀ226 خط  به معادلۀ 

کوچک  تر به معادلۀ  مماس باشد، حاصل  ضرب طول نقاط برخورد دو دایره کدام است؟

dy − x = ۰d

x +۲ y +۲ ۶x− ۲y = r

(2 (1

(4 (3

 

۲
۵

 

۴
۵

 

۳۲
۶۵

 

۶۴
۶۵

دایرۀ  مفروض است. معادلۀ دایره ای که با دایرۀ قبلی مماس داخل بوده و از نقطۀ  گذشته و قطر227

آن با شعاع دایرۀ اصلی برابر باشد، کدام است؟ (با تغییر)

x +۲ y +۲ ۲y = ۳(۰,−۳)

  (2   (1

    (4     (3

x +۲ y −۲ ۴x = ۳x +۲ y −۲ ۴y + ۳ = ۰

x +۲ y −۲ ۲x− ۲y = ۰x +۲ y +۲ ۴y + ۳ = ۰
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، نسبت به هم کدام وضعیت را دارند؟228 xدو دایره  و  +۲ y +۲ ۲y − ۴x = ۰x +۲ y −۲ ۲y = ۲

متقاطع (2 مماس بیرون (1

متداخل (4 متخارج (3

xطول وتری از دایرۀ  که روی خط  قرار دارد، برابر 3 است. اختلاف مقادیر  چقدر است؟229 +۲ y −۲ ۴x + ۲y = ۱۲y + x = aa

(2 (1

(4 (3

 ۳۵ ۳۸

۳  ۶۵  ۳

طول خط المرکزین دو دایرۀ مماس درونی 3/5 سانتی  متر و مساحت ناحیۀ محدود بین آن  ها  سانتی  متر مربع است. شعاع دایرۀ230

کوچک  تر، چند سانتی  متر است؟

۲۱π

1/75 (2 1/25 (1

2/75 (4 2/25 (3

در یک مکعب صفحۀ گذرا بر یک یال و وسط یال دیگر، آن را به دو قطعۀ نابرابر تقسیم می کند. نسبت حجم های این دو قطعه کدام231

است؟

(2 (1

(4 (3

 

۴
۱

 

۳
۱

 

 ۵
۱

 

 ۳
۱

معادلۀ دایره ای که بر دو دایرۀ  و  مماس خارج است و مرکزش روی یکی از232

محورها قرار دارد، کدام است؟

x −۲ ۸x + y +۲ ۱۵ = ۰x −۲ ۲x + y =۲ ۰

(2 (1

(4 (3

x +۲ y +۲ ۵x + ۶ = ۰x +۲ y −۲ ۵x + ۶ = ۰

۴x +۲ ۴y −۲ ۲۰x + ۲۵ = ۰۴x +۲ ۴y +۲ ۲۰x + ۲۵ = ۰

نقطۀ  یکی از کانون های یک بیضی است که طول قطر کوچک آن برابر 18 است. اگر مبدأ مختصات مرکز بیضی باشد،233

خروج از مرکز بیضی، چقدر است؟

(−۱۲, ۰)

(2 (1

(4 (3

۰/۶۰/۸

۱/۴۱/۸

، معادلۀ قطری از دایرۀ  است. اگر نقطۀ  روی دایرۀ  باشد،234 ، معادلۀ  به ازای هر 

محیط دایرۀ  کدام است؟

m(m− ۲)x + (m + ۱)y = ۶CA(−۱ , ۱)C

C

(2 (1

(4 (3

۲  π۲۲π

۳π۲ π۳
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235
، دو سر قطر بزرگ از انتهای قطر کوچک، با کدام زاویه رؤیت می شود؟   در یک بیضی با خروج از مرکز 

۳
۲

(2 (1

(4 (3

۶۰∘۹۰∘

۱۲۰∘۱۵۰∘

، مفروض است. خط عمود بر قطر  از نقطۀ236 یک بیضی به قطرهای  و  و کانون  نزدیک به نقطۀ 

، کدام است؟ ، قطع می کند. اندازۀ پاره خط  ، دایره به قطر  را در نقطۀ 

AA =′ ۱۴BB =′ ۴  ۶FAAA′

FAA′MAM

(2 (1

(4 (3

۷۲  ۷

۲  ۶۲  ۳

xدایره های  و  متقاطع اند. معادلۀ وتر مشترک این دو دایره کدام است؟237 +۲ y +۲ ۲y = ۳x +۲ y +۲ ۲x = ۳

(2 (1

(4 (3

x = yx = ۱ + y

x = −yx = ۱− y

، اندازۀ قطر کوچک 6 واحد است. خروج از مرکز این بیضی کدام است؟238 )۱−,۲در یک بیضی به کانون های  و  )۲, ۷( )

0/64 (2 0/6 (1

0/8 (4 0/75 (3

در یک بیضی به اقطار  و 2 واحد، دایره ای هم مرکز با بیضی و شعاع 2 واحد، بیضی را در نقطۀ  قطع می کند. مجموع مربعات239

فواصل  از دو کانون بیضی کدام است؟

۲  ۵M

M

16 (2 12 (1

20 (4 18 (3

فرض کنید خطوط  و  قطر های یک دایره و خط  مماس بر آن باشد. نزدیک ترین240

فاصلۀ نقطۀ  از دایره، کدام است؟

x + y = ۱x− y = ۳۴x + ۳y + ۵ = ۰
M ۴,−۲( )

(2 (1

(4 (3

 −۳ ۱ −۳  ۲

 

۲
 ۲

 −۵ ۲

ها را با کدام طول، قطع می کند؟241 ، محور  A(۲کوچک ترین دایرۀ گذرا بر دو نقطۀ  و  , ۵)B(−۴ , ۱)x

(2 (1

(4 (3

۱ , −۳۰ , −۳

۲ , −۱۳ , −۲

ها،242 ، جدا می کند. این دایره بر روی محور  ، وتری به  طول  دایره ای به  مرکز  بر روی خط راست 

وتری با کدام اندازه جدا می کند؟

(۱ , ۳)۵x + ۱۲y = ۱۵۲  ۲۱x

(2 (1

(4 (3

۲  ۶۶

۲  ۱۵۸
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، به  ترتیب با اندازه های 5 و  واحد، حول خط243 حجم جسم حاصل از دوران مثلث قائم الزاویۀ  با ضلع های قائم  و 

، کدام است؟ گذرا از رأس  و موازی ضلع 

ABCABAC۲  ۶
CAB

(2 (1

(4 (3

۶۰π۷۰π

۷۵π۸۰π

نقطۀ  مرکز یک دایره است که بر روی خط  وتری به طول  جدا می کند. این دایره خط244

 را با کدام طول، قطع می کند؟

A −۱, ۴( )۲x− ۳y + ۱ = ۰۲  ۷
y = ۲

 ، (2  ، (1

(4 (3

−۵۳−۴۲

−۱ ±  ۲−۱ ±  ۳

جعبۀ  شامل  مهرۀ آبی،  مهرۀ سبز و  مهرۀ قرمز است و جعبۀ  شامل  مهرۀ آبی،  مهرۀ سبز و  مهرۀ قرمز است. از245

جعبۀ  به تصادف یک مهره انتخاب کرده، در جعبۀ  قرار می دهیم. سپس یک مهره از جعبۀ  انتخاب می کنیم. با کدام احتمال

مهرۀ خارج شده از جعبۀ  آبی است؟

A۶۴۵B۵۳۶
ABB

B

(2 (1

(4 (3

۰/۳۶۰/۳۲

۰/۲۸۰/۲۴

در ظرف اول 3 مهرۀ آبی و 6 مهرۀ قرمز و در ظرف دوم 4 مهرۀ آبی و 5 مهرۀ قرمز دارند. دو تاس پرتاب می کنیم. اگر مجموع اعداد246

روشده 7 یا 10 باشد، به تصادف یک مهره از ظرف اول خارج کرده و در ظرف دوم می اندازیم. در غیر این صورت از ظرف دوم یک مهره

برداشته و به ظرف اول اضافه می کنیم. اکنون یک مهره از ظرف با مهرۀ بیشتر انتخاب می کنیم. احتمال این که مهره آبی باشد، کدام

است؟

(2 (1

(4 (3

 

۱۸
۷

 

۳۰
۱۱

 

۳۰
۱۹

 

۱۸
۱۱

،  و 247 ،  و  را انتخاب کند، به ترتیب،  احتمال اینکه امیر برای قبولی در رشته پزشکی، یکی از سه دانشگاه 

،  و  در آن دانشگاه پذیرفته ،  و  را انتخاب کند، به ترتیب، با احتمال  است. اگر او یکی از دانشگاه های 

می شود. چند درصد احتمال دارد که امیر در رشته پزشکی قبول شود؟

ABC۰/۴۰/۳۵۰/۲۵
ABC۰/۲۵۰/۳۰/۳۵

(2 (1

(4 (3

۲۰/۵۵۲۹/۵۵

۲۰/۲۵۲۹/۲۵

،  و  است. اگر او یکی از سه248 ،  و  را در دانشگاه انتخاب کند، به ترتیب،  احتمال اینکه پارسا یکی از سه رشته 

،  و  در آن رشته پذیرفته می شود. پارسا با کدام احتمال در رشته ،  و  را انتخاب کند، به ترتیب با احتمال  رشته 

مورد علاقه اش پذیرفته می شود؟

ABC۰/۴۵۰/۲۰/۳۵
ABC۰/۲۰/۲۵۰/۳

(2 (1

(4 (3

۰/۲۴۵۰/۲۴

۰/۱۹۵۰/۱۹
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دو سکه را پرتاب می کنیم. اگر هر دو سکه "رو" یا هر دو "پشت" ظاهر شوند، یک سکه دیگر می اندازیم، در غیراینصورت دو سکه دیگر249

پرتاب می کنیم. در مجموع با کدام احتمال، دقیقاً دو سکه به "پشت" ظاهر می شود؟

(2 (1

(4 (3

 

۴
۱

 

۲
۱

 

۴
۳

 

۸
۳

سه ظرف یکسان داریم که هرکدام به ترتیب حاوی 16، 15 و 14 مهره هستند. تعداد مهره های قرمز سه ظرف، به ترتیب 4، 6 و 5 مهره250

است. احتمال انتخاب هر ظرف متناسب با تعداد مهره های آن ظرف است. یکی از ظرف ها را انتخاب کرده و مهره ای بیرون می کشیم، با

کدام احتمال، مهرۀ انتخابی قرمز است؟

(2 (1

(4 (3

 

۳
۱

 

۵۶۰
۱۳۱

 

۵
۱

 

۱۲۰
۱۷

در ظرف اول 3 مهرۀ آبی و 6 مهرۀ قرمز و در ظرف دوم 4 مهرۀ آبی و 5 مهرۀ قرمز قرار دارند. دو تاس پرتاب می کنیم. اگر مجموع251

اعداد روشده بیشتر از 9 باشد، به تصادف از ظرف اول یک مهره خارج کرده در ظرف دوم می اندازیم. در غیر این صورت از ظرف دوم

یک مهره برداشته و به ظرف اول اضافه می کنیم. اکنون یک مهره از ظرف با مهرۀ بیشتر انتخاب می کنیم. احتمال اینکه مهره قرمز

باشد، کدام است؟

(2 (1

(4 (3

 

۲۷۰
۱۵۷

 

۲۷۰
۱۶۵

 

۲۷۰
۱۷۳

 

۲۷۰
۱۸۰

در جعبۀ اول 6 مهرۀ سفید و 3 مهرۀ سیاه و در جعبۀ دوم 4 مهرۀ سفید و 5 مهرۀ سیاه قرار دارند. از جعبۀ اول یک مهره به دلخواه252

خارج و در جعبۀ دوم می اندازیم. سپس دو مهره از جعبۀ دوم بیرون می آوریم. با کدام احتمال، لااقل یکی از این دو مهره، سفید

است؟

(2 (1

(4 (3

 

۲۷
۲۰

 

۴۵
۳۴

 

۴۵
۳۸

 

۲۷
۲۳

سه ظرف داریم. در ظرف اول 9 مهرۀ سفید، در دومی 9 مهرۀ سیاه و در سومی 4 مهرۀ سفید و 5 مهرۀ سیاه قرار دارند. به تصادف از253

یک ظرف دو مهره بیرون می آوریم. با کدام احتمال، لااقل یکی از این دو مهره سیاه است؟

(2 (1

(4 (3

 

۳
۱

 

۱۸
۱۱

 

۳۶
۲۵

 

۱۸
۱۳

در جعبه ای 6 مهرۀ سفید، 4 مهرۀ سیاه است. دو مهره به صورت پی درپی و بدون جایگذاری از آن خارج می کنیم. با کدام احتمال، مهرۀ254

دوم، سفید است؟

0/6 (2 0/5 (1

0/72 (4 0/64 (3
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بهروز جهت مشارکت در یک مسابقه، از بین پرسش های 5 بستۀ ریاضی، 7 بستۀ تجربی و 6 بستۀ علوم انسانی، به تصادف یک بسته255

اختیار کرده است. احتمال برنده شدن در هر بستۀ این دروس به ترتیب 0/7، 0/8 و 0/9 است. با کدام احتمال، بهروز برنده می شود؟

(2 (1

(4 (3

 

۳۶
۲۵

 

۳۶
۲۹

 

۳۶
۳۰

 

۳۶
۳۱

در دو جعبه به  ترتیب 20 و 12 لامپ موجود است. در جعبۀ اول 4 لامپ و در جعبۀ دوم 3 لامپ معیوب است. از جعبۀ اول 5 لامپ و از256

جعبۀ دوم 7 لامپ، به تصادف برداشته و در جعبۀ جدید قرار می دهیم. با کدام احتمال، یک لامپ انتخابی از جعبۀ جدید، معیوب

است؟

(2 (1

(4 (3

 

۲۴
۵

 

۴۸
۱۱

 

۴۸
۱۳

 

۲۴
۷
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گزینه 2 1

y = (g of )(x) =−۱ −۱ g (f (x))−۱ −۱

ها y  محل تلاقی با محور 

A(۰,α)
g (f (۰)) =−۱ −۱ α

f (۰) =−۱ x ⇒ f(x) = ۰⇒ log(۲x− ۵) = ۰

⇒ ۲x− ۵ = ۱۰ ⇒۰ ۲x = ۶⇒ x = ۳⇒ f (۰) =−۱ ۳

g (۳) =−۱ α⇒ g(α) = ۳⇒ α +  =۲α− ۴ ۳  

۳−α≥۰

α≤۳
۲α− ۴ = ۹ + α −۲ ۶α

⇒ α −۲ ۸α + ۱۳ = ۰⇒ α =  ⇒
۱

۴ ±  ۱۶− ۱۳
α = ۴ ±  ⇒۳ α = ۴−  ۳

گزینه 3 2

 چون دو تابع وارون یکدیگرند، بنابراین با یک نقطه می توانیم  را حساب کنیم.

بنابراین نقطۀ  روی تابع  قرار دارد.

a

y =  −
۴

x + ۲
  

۲
 x + ۱ x=۳

y =  −
۴
۵

۱ =  ⇒
۴
۱

(۳, )
۴
۱

(  ,۳)
۴
۱

y = ax + a  x

۳ =  +
۴
a

 ⇒
۲
a

a = ۴
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گزینه 2 3

(تذکر: صورت سوال ایراد دارد. باتوجه به اینکه کلید سنجش گزینۀ "2" است، شکل درست آن به این صورت باید باشد:

 تابع  در بزرگ ترین بازۀ  اکیداً نزولی است. مقدار  کدام است؟ )

نمودار تابع را رسم می کنیم:

تابع  در بزرگ ترین بازۀ  اکیداً نزولی است، بنابراین:

y = (x− ۱)∣x∣[a, b]a + b

y = (x− ۱)∣x∣ =   {
x − x ; x ≥ ۰۲

− x + x ; x < ۰۲

f[۰,  ]
۲
۱

a + b =
۲
۱

گزینه 3 4

.

(fog )(a) =−۱ −۳⇒ f(g (a)) =−۱ −۳⇒ g (a) =−۱
 

۴
۱

⇒ a = g(  ) =
۴
۱

−  ×
۴
۱

 =
۲
۱

−  

۸
۱

گزینه 2 5

وارون تابع را می یابیم:

y = ∣x + ۱∣ − ∣۳x− ۶∣

 y =    

 حذف قدرمطلق 

 بازه بندی  ⎩⎪
⎨
⎪⎧۲x− ۷ ; x < −۱
۴x− ۵ ;−۱ ≤ x < ۲
− ۲x + ۷ ; x ≥ ۲

 نزولی 
y = −۲x + ۷ , x ≥ ۲

y = −۲x + ۷⇒ ۲x = −y + ۷⇒ x =  +  

۲
−y

۲
۷

⇒ y =  x + , x ≤ ۳−۱
۲
−۱

۲
۷
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برای اینکه  وارون پذیر باشد، نباید رأس سهمی در دامنه تعریف ضابطه دوم باشد، یعنی:

چون  مورد قبول است پس  پاسخ سؤال است.

f  برد ضابطه اول  : R  =۱ [  , +∞)
۲
۱۳

f ضابطه دوم : y  =۲ −x +۲ ۲mx + ۲⇒ x  =S  =
۲a
−b

 =
−۲
−۲m

m

⇒ x  =S m رأس سهمی 

f(x)

x =S m ≤ −  , m +
۲
۳ ۲ ۲ <  ⇒

۲
۱۳

m = −۲(m ∈ Z)

⇒ y  =۲ −x −۲ ۴x + ۲

f (−۱۹) =−۱ ? ⇒ −x −۲ ۴x + ۲ = −۱۹⇒ x +۲ ۴x− ۲۱ = ۰⇒ x = ۳ , x = −۷

x > −  

۲
۳

x = ۳

گزینه 3 7

ها را می خواهیم، بنابراین تابع حاصل را برابر با صفر قرار می دهیم:  تعداد محل تقاطع نمودار با محور 

حال از دو طرف  می گیریم، درنتیجه:

تابع  صعودی است و  می باشد، بنابراین  است. حال نمودار  و  را رسم

می کنیم:

پس معادلۀ  در فاصلۀ  دو جواب دارد.

y = ۲  

sin x∣ ∣ سمت راست  ۲
π

y = ۲ =sin x−  ∣ ( ۲
π )∣ ۲  

cos x∣ ∣ به پا�ن  ۲
۳

y = ۲ −cos x∣ ∣
 

۲
۳

x

y = ۲ −cos x∣ ∣
 =

۲
۳

۰⇒ ۲ =cos x∣ ∣
 

۲
۳

log  ۲

∣ cos x∣ = log   ۲ ۲
۳

log  x۲log  ۲ =۲ ۱۰ < log  (۱/۵) <۲ ۱∣ cos x∣log  (۱/۵)۲

∣ cos x∣ = log   ۲ ۲
۳

۰, π[ ]
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توابع  و  هر دو اکیداً نزولی هستند، پس مجموع آن ها اکیداً نزولی است. تابع  اکیداً صعودی است، پس ترکیب این تابع با

 اکیداً نزولی خواهد بود. یعنی تابع  اکیداً نزولی است. حال داریم:

  در بازۀ  مثبت است، بنابراین مجموعه جواب نامعادلۀ   زیرمجموعۀ بازۀ  می باشد. 

(  )
۲
۱ x

log  x۰/۵x۳

(  ) +
۲
۱ x

log x۰/۵f(x)

(fof)(x) < f(۲ ) ⇒−۳x f(f(x)) < f((۲ ) )−x ۳

 f (x) > (۲ )
اکیداً نزولی f −x ۳

⇒ ((  ) + log  x) > (۲ ) = ((  ) )
۲
۱ x

۰/۵
۳ −x ۳

۲
۱ x

۳

⇒ (  ) +
۲
۱ x log  x >۰/۵ (  ) ⇒

۲
۱ x log  x >۰/۵ ۰

log  x۰/۵(۰, ۱)(fof)(x) < f(۲ )−۳x(۰, ۱)

گزینه 2 9

 و  دو تابع اکیداً صعودی هستند، پس مجموع آن ها یعنی  اکیداً صعودی است.

تابع  نیز اکیداً صعودی است و همچنین می دانیم ترکیب دو تابع اکیداً صعودی، اکیداً صعودی می باشد، بنابراین  اکیداً صعودی است.

 در بازۀ  منفی است، بنابراین مجموعه جواب نامعادلۀ   زیرمجموعۀ بازۀ  می باشد.

xlog xx + log x

x۵f(x)

(fof)(x) = f(f(x)) < f(x ) ⇒۵ f(x) < x ⇒۵ (x + log x) <۵ x۵

⇒ x + log x < x ⇒ log x < ۰

log x(۰, ۱)(fof)(x) < f(x )۵(۰, ۱)

گزینه 3 10

منظور سؤال این است که  تابع ثابت است، پس  است. حال تابع داده شده را مرتب می کنیم:

زوج مرتب های  و  مولفۀ اول برابر دارند، برای تابع بودن باید مولفۀ دوم نیز برابر باشد. بنابراین برای آنکه  تابع باشد باید

 باشد. تابع  به صورت زیر در می آید:

 خواهد بود و درنتیجه  می باشد.

f(x)m = n = ۰

g = {(۰,−۱) , (۰, k), (−۱,−۱), (۳k + ۲ , ۲k + ۱)}

(۰,−۱)(۰, k)g

k = −۱g

g = {(۰,−۱), (−۱,−۱)}

f(x) = −k = ۱f(  ) =۵ ۱
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gof(−  ) =
۳
۵

g(f(  )) =
۳
−۵

?

f(−  ) =
۳
۵

۲[−  ] −
۳
۵

(−  ) =
۳
۵

۲(−۲) +  =
۳
۵

−۴ +  =
۳
۵

−  

۳
۷

f(−  ) =
۳
۷

۲[−  ] −
۳
۷

(−  ) =
۳
۷

−۶ +  =
۳
۷

−  

۳
۱۱

g(f(−  )) =
۳
۵

g(−  ) =
۳
۷

f([−  +
۳
۷

f(−  )]) =
۳
۷

f([−  −
۳
۷

 ])
۳
۱۱

= f(−۶) = ۲[−۶] + ۶ = −۱۲ + ۶ = −۶

گزینه 1 12

، توابع  و  را رسم می کنیم: باتوجه به نمودار 

 

حال داریم:

بنابراین دامنۀ تابع 

به صورت زیر است:

اعداد صحیح قابل قبول

عبارتند از:

g(x) =  ⇒
f(x + ۱)
f(۱− x)

 ≥
f(x + ۱)
f(۱− x)

۰

f(x− ۲)f(۱− x)f(x + ۱)

g(x)

(−۴,−۳) ∪ (−۱, ۱] ∪ [۳, ۴]

x = ۰ , x = ۱ , x = ۳ , x = ۴
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توابع یک به یک، وارون پذیرند. طول رأس تابع درجۀ دوم باید از  کمتر نباشد تا یک به یک شود.

مقدار تابع درجۀ دوم را در  محاسبه می کنیم که عرض رأس سهمی و بیشترین مقدار سهمی است:

، 13 است. پس بزرگ ترین مقدار صحیح 

باتوجه به شکل،  در ضابطۀ پایینی اتفاق می افتد، بنابراین:

 باید از  کمتر باشد، پس  مورد قبول است.

x =  

۲
۵

x رأس= −  ≥
۲a′
b′

 ⇒
۲
۵

 =
−۴
−a

 ≥
۴
a

 ⇒
۲
۵

a ≥ ۱۰

x =  

۲
۵

−۲(  ) +
۲
۵ ۲ a −

۲
۵

۲۱ <  (  ) −
۲
۱
۲
۵

 ⇒
۲
۳

 a <
۲
۵

۳۲ +  ⇒
۴
۵

a < ۱۳/۳

a

f (−۳) =−۱ α⇒ f(α) = −۳

f(α) = −۳

−۲α +۲ ۱۳α− ۲۱ = −۳⇒ ۲α −۲ ۱۳α + ۱۸ = ۰⇒ α = ۴/۵ , α = ۲

α =
۲
۵

۲/۵α = ۲

گزینه 4 14

fog(−  ) =
۳
۱

f(g(−  ))
۳
۱

g(−  ) =
۳
۱

f([−  −
۳
۱

f(−  )]) =
۳
۱

f([−  +
۳
۱

 ]) =
۳
۴

f([  ]) =
۳
۳

f(۱) = ۲

f(−  ) =
۳
۱

−  +
۳
۱

(−۱) = −  

۳
۴

f(g(−  )) =
۳
۱

f(۲) = ۴
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تابع  اکیداً صعودی است و دامنۀ آن، مجموعه ای از مقادیر مثبت است، بنابراین داریم:

در بازۀ به دست آمده، فقط یک عدد صحیح ۵ وجود دارد.

f

۲m −۲ ۹m− ۲ > ۰⇒    (۱)
⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧m >  

۴
۹ +  ۹۷

m <  

۴
۹−  ۹۷

m − ۴m + ۴ > ۰⇒ (m− ۲) > ۰⇒ m ∈ R− {۲} (۲)۲ ۲

f(۲m − ۹m− ۲) < f(m − ۴m + ۴)۲ ۲

 ۲m − ۹m− ۲ < m − ۴m + ۴
 صعودی اکید  ۲ ۲

⇒ m − ۵m− ۶ < ۰⇒ (m + ۱)(m− ۶) < ۰⇒ m ∈ (−۱, ۶) (۳)۲

(۱) ∩ (۲) ∩ (۳) ⇒ m ∈ (−۱,  ) ∪ (  , ۶)  m = ۵
۴

۹−  ۹۷
۴

۹ +  ۹۷ m∈Z

گزینه 2 16

۵y − ۱۰x = ۱۲  ۵(۷/۲) − ۱۰x = ۱۲y=۷/۲

⇒ x = ۲/۴⇒ A (۲/۴, ۷/۲) ∈ f (x) ⇒ (۷/۲, ۲/۴) ∈ f(x)′ −۱

⇒ f(۷/۲) = ۲/۴⇒   = ۲/۴۷/۲ m(۷/۲) − ۱

 (۷/۲)(۷/۲m− ۱) = (۲/۴)(۲/۴)
 به توان دو 

⇒ ۷/۲m− ۱ = ۰/۸⇒ m =  

۴
۱

f(  ) = f(۱۶) =   = ۴  

m
۴

۱۶ (۱۶)(  ) − ۱
۴
۱

۳
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چون تابع اکیداً نزولی است، پس:

ریشه های عبارت فوق عبارت اند از:

چون دامنه منفی است، پس:

لازم است در کل  یا  باشد، یعنی فقط  قابل قبول است.

m −۲ m− ۵ > −۳ + ۲m−m ⇒۲ ۲m −۲ ۳m− ۲ > ۰

m =  ⇒
۴

۳ ± ۹ + ۱۶
   

⎩
⎨
⎧m = ۲

m = −  

۲
۱

p(x) > ۰⇒ m ∈ (−∞,−  ) ∪
۲
۱

(۲, +∞)

m −m− ۵ < ۰⇒ m =   −۱/۷۵ < m < ۲/۷۵۲
۲

۱ ±  ۲۱
 ≃۴/۵۲۱

−m + ۲m− ۳ < ۰⇒ Δ < ۰⇒ m ∈ R۲

−۱/۷۵ < m < −۰/۵۲ < m < ۲/۷۵m = −۱

گزینه 4 18

نقطه به عرض 10 روی خط  دارای طول زیر است:

اگر  روی تابع وارون باشد، پس  روی  است، یعنی:

بنابراین:

y = ۱۲− x

۱۰ = ۱۲− x ⇒ x = ۲⇒ A(۲, ۱۰)

AA (۱۰, ۲)′f

۲ =  ⇒ ۴ = ۱۰− ۲  ⇒  = ۳۱۰− ۲  ۱۰m− ۱ ۱۰m− ۱ ۱۰m− ۱

⇒ ۱۰m− ۱ = ۹⇒ m = ۱

f(m + ۴) = f(۵) =  =۵− ۲  ۵− ۱  =۵− ۴ ۱
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 وارون تابع  است، بنابراین:

بنابراین داریم:

g(x)f(x)

g(x) = f (x)−۱

g(۶) = f (۶) =−۱ a ⇒ f(a) = ۶⇒ a +  =a ۶⇒ a +  −a ۶ = ۰

⇒ (  −a ۲)(  +a ۳) = ۰⇒   ⇒{
 = ۲⇒ a = ۴a

 = −۳ aغ ق ق
g(۶) = ۴

g(۱۲) = f (۱۲) =−۱ b⇒ f(b) = ۱۲⇒ b +  =b ۱۲⇒ b +  −b ۱۲ = ۰

⇒ (  +b ۴)(  −b ۳) = ۰⇒   ⇒{
 = −۴ bغ ق ق

 = ۳ ⇒ b = ۹b
g(۱۲) = ۹

g(۶) + g(۱۲) = ۴ + ۹ = ۱۳

گزینه 3 20

yمنظور سوال از قرینۀ نمودار تابع نسبت به خط  وارون تابع است: = x

y = ۲ +  ⇒ y − ۲ =  ⇒ y − ۲ = x− ۱⇒ x = y − ۲ + ۱x− ۱ x− ۱ ( )۲ ( )۲

f x = x− ۲ + ۱  x− ۴ + ۱  x− ۴ + ۱− ۳ = x− ۴ − ۲−۱ ( ) ( )۲
 واحد به راست  ۲

( )۲
 واحد پا�ن  ۳

( )۲ ( )۲

g ۴ = −۲( )
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نکته:

ابتدا  را ساده می کنیم:

اکنون تابع  را تشکیل می دهیم:

طبق نکته داریم:

۰ ≤ x− [x] < ۱

g(x)

g(x) =  =
x + ۱
۱− ۲x

 =
x + ۱

۱− ۲x + ۲− ۲
 +

x + ۱
−۲x− ۲

 =
x + ۱
۱ + ۲

−۲ +  

x + ۱
۳

gof

g(f(x)) = −۲ +  

[x] − x + ۱
۳

۰ ≤ x− [x] < ۱  

ضرب می کنیم (−۱) در
−۱ < [x] − x ≤ ۰

+۱
۰ < [x] − x + ۱ ≤ ۱  

معکوس می کنیم 
۱ ≤  

[x] − x + ۱
۱

×۳
۳ ≤   

[x] − x + ۱
۳ −۲

۱ ≤  −
[x] − x + ۱

۳
۲

⇒ g(f(x)) ≥ ۱⇒ R =gof [۱, +∞)
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 در دو نقطۀ  و  ناپیوسته است.

− ۱ < x < ۱⇒ f(x) > ۰⇒ g(f(x)) = ۱
∣x∣ > ۱⇒ f(x) < ۰⇒ g(f(x)) = −۱

  ⇒ f(x) = ۰⇒ g(f(x)) = ۰{
x = ۱
x = −۱

(gof)(x) =    

⎩⎪
⎨
⎪⎧۱ ; ∣x∣ < ۱
− ۱ ; ∣x∣ > ۱
۰ ; ∣x∣ = ۱

gofx = ۱x = −۱

گزینه 4 23

f(x) = ۴x− x۲

 f (x + ۲) = ۴(x + ۲) − (x + ۲) = −x + ۴
واحد در جهت ۲

منفی انتقال می دهیم

۲ ۲

f(x) = f(x + ۲) ⇒ ۴x− x =۲ −x +۲ ۴⇒ x = ۱

f(x) = ۴x− x  

۲ x=۱
f(۱) = ۳⇒ A(۱,۳) نقطۀ برخورد

OA =  =۱ + ۳۲ ۲
 ۱۰
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f(x) = y = (  − ۱) ⇒x
۲

∣  −x ۱∣ =   y
x≥۱

 −x ۱ =  y

⇒  =x  +y ۱⇒ x = (  + ۱)y ۲

⇒ g(x) = f (x) =−۱ ( + ۱)x
۲

(gog)(۱) = g(g(۱)) = g(۴) = ۹

گزینه 2 25

دو ریشه دارد.

f(g(x + ۲)) = ۲⇒ ∣  g(x +
۲
۱

۲) − ۱∣ = ۲

 g(x +
۲
۱

۲) − ۱ = ۲⇒ g(x + ۲) = ۶

 g(x +
۲
۱

۲) − ۱ = −۲⇒ g(x + ۲) = −۲
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نمودار دو تابع را رسم می کنیم:

ملاحظه می کنید که یک برخورد در بازۀ  و یک برخورد در بازۀ  است:

پس جواب نامعادلۀ  که همان دامنۀ تابع است به صورت زیر خواهد بود:

∣x −۲ ۲∣ − x > ۰⇒ ∣x −۲ ۲∣ > x (۱)

(۰,  )۲( , +∞)۲

۰ < x <  : ∣x − ۲∣ = ۲− x۲ ۲ ۲

⇒ ۲− x = x ⇒ x + x− ۲ = ۰  x = ۱۲ ۲ ۰<x<  ۲

x >  : ∣x − ۲∣ = x − ۲۲ ۲ ۲

⇒ x − ۲ = x ⇒ x − x− ۲ = ۰  x = ۲۲ ۲ x>  ۲

(۱)

D = (−∞, ۱) ∪ (۲, +∞)

گزینه 3 27

g(x) = + k   + k = ۱⇒ k = −۱ + ۳x
g(۱)=۱

۱ + ۳

g(x) = − ۱⇒ −g(x) = ۱−  ⇒ −g(x + ۴) = ۱−   + ۳x  + ۳x  + ۳x + ۴

 y = ۱−  = ۱−  

x=۰ ۲ + ۳ ۵
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، ابتدا باید ضابطۀ تابع  را بیابیم: برای پیدا کردن 

حال به بررسی ضابطۀ  برای  می  پردازیم:

بنابراین: 

gog(۰) = g(g(۰)) = g(۲) = ۳
gof (−۲) = g(f (−۲))−۱ −۱

f (−۲)−۱f

⇒{
f(۰) = −۳
f(۲) = ۰ m =  =

۲− ۰
۰− (−۳)

 

۲
۳

y − ۰ =  (x− ۲) ⇒ y =  x− ۳
۲
۳

۲
۳

f (−۲) = a ⇒ f(a) = −۲⇒ a − ۳ = −۲⇒  a = ۱⇒ a =  

−۱
۲
۳

۲
۳

۳
۲

⇒ g(f (−۲)) = g(  ) (∗)−۱
۳
۲

gx ≤ ۱

g(۰) = ۲ , g(۱) = ۱⇒ m =  = −۱
۱− ۰
۱− ۲

y − ۱ = −۱(x− ۱) ⇒ y − ۱ = −x + ۱⇒ y = −x + ۲ ; x ≤ ۱

⇒ g(  ) = −  + ۲ =  (∗∗)
۳
۲

۳
۲

۳
۴

(∗),(∗∗)
gof (−۲) =−۱ g(f (−۲)) =−۱ g(  ) =

۳
۲

 

۳
۴

gof (−۲) ×−۱ gog(۰) =  ×
۳
۴

۳ = ۴

گزینه 4 29

. ابتدا  را می یابیم. فرض می کنیم  باشد، پس  و داریم 

داریم:

پس کافی است  را حساب کنیم. فرض می کنیم  باشد، پس  است و داریم:

پس  است.

(f og )(−۹) =−۱ −۱ f (g (−۹))−۱ −۱g (−۹)−۱g (−۹) =−۱ ag(a) = −۹

g(x) =  ⇒
۲

۳− x
g(a) =  =

۲
۳− a

−۹⇒ ۳− a = −۱۸⇒ a = ۲۱

f (۲۱)−۱f (۲۱) =−۱ bf(b) = ۲۱

f(x) = x − ۴x + ۹⇒ f(b) = b − ۴b + ۹ = ۲۱⇒ b − ۴b− ۱۲ = ۰۲ ۲ ۲

⇒ (b− ۶)(b + ۲) = ۰  b = ۶
b≥۲

(f og )(−۹) =−۱ −۱ ۶
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، پس کافی است  را یافته و در تابع  قرار دهیم. داریم: 

فرض کنیم  باشد، پس  است و داریم:

، پس  است. درنتیجه: . حال فرض می کنیم  بنابراین 

(g of )(۲۰) =−۱ −۱ g (f (۲۰))−۱ −۱f (۲۰)−۱g−۱

f (۲۰) =−۱ af(a) = ۲۰

f(x) = x +  ⇒ f(a) = a +  = ۲۰⇒ a = ۱۶x a

⇒ f (۲۰) = ۱۶−۱

g (f (۲۰)) =−۱ −۱ g (۱۶)−۱g (۱۶) =−۱ bg(b) = ۱۶

g(x) =  ⇒ g(b) =  = ۱۶⇒ ۹b + ۶ = ۱۶− ۱۶b
۱− x
۹x + ۶

۱− b
۹b + ۶

⇒ ۲۵b = ۱۰⇒ b =  =  

۲۵
۱۰

۵
۲

⇒ g (f (۲۰)) = g (۱۶) =  

−۱ −۱ −۱
۵
۲

گزینه 4 31

اول  را پیدا می کنیم:

حال داریم:

g x =( ) x +۳ x , f x =( )  x−
۵
۲

۴

f ۸−۱ ( )

f x =( ) ۸⇒  x−
۵
۲

۴ = ۸⇒  x =
۵
۲

۱۲⇒ x = ۳۰⇒ f ۸ =−۱ ( ) ۳۰

g f ۸ = g ۳۰−۱ ( −۱ ( )) −۱ ( )

g x = ۳۰⇒ x + x = ۳۰⇒ x = ۳⇒ g ۳۰ = ۳( ) ۳ −۱ ( )

گزینه 1 32

های منفی انتقال دهیم،  به دست می آید. حال اگر نمودار  را 2 واحد به طرف 

های منفی منتقل می کنیم،  به دست می آید.  را 9 واحد به طرف 

حال  را کوچک تر از صفر قرار می دهیم.

y = x −۲ x− ۳xf x =( ) x + ۲ −( )۲ x + ۲ −( ) ۳
f x( )yg x =( ) f x −( ) ۹

g x =( ) x +۲ ۴x + ۴− x− ۲− ۳− ۹ = x +۲ ۳x− ۱۰

g x( )

x +۲ ۳x− ۱۰ < ۰⇒ x− ۲ x + ۵ <( ) ( ) ۰⇒ −۵ < x < ۲
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راه حل اول:

های مثبت انتقال دهیم، تابع به فرم  اگر تابع  را 3 واحد به  طرف 

های منفی انتقال دهیم، نمودار جدید با ضابطۀ  خواهد بود. تبدیل می شود و اگر تابع  را دو واحد به سمت  

حال باید  بالای نیمساز ربع اول و سوم، یعنی  قرار گیرد.

راه حل دوم: (عدد گذاری)

در صورتی که در (*) قرار دهیم  ، داریم:   که غیرقابل قبول است، بنابراین گزینه های 2، 3 و 4 نادرست است.

y = −x +۲ ۲x + ۵xf x =( ) − x− ۳ +( )۲ ۲ x− ۳ +( ) ۵
f x( )yg x =( ) f x −( ) ۲

g x = f(x) − ۲ = − x− ۳ + ۲ x− ۳ + ۵− ۲ = − x − ۶x + ۹ + ۲x− ۶ + ۵− ۲( ) ( )۲ ( ) ( ۲ )

⇒ g x = −x + ۶x− ۹ + ۲x− ۳ = −x + ۸x− ۱۲( ) ۲ ۲

g x( )y = x

g x >( ) x ⇒ −x +۲ ۸x− ۱۲ > x

⇒ x −۲ ۷x + ۱۲ < ۰⇒  <

h x( )

 x− ۳ x− ۴( ) ( ) ۰ (∗)

h x <( ) ۰⇒ x ∈ ۳, ۴( )

x = ۴۰ < ۰

گزینه 3 34

 تابع  وارون خود را در نقطه ای با عرض 1 قطع کند و همچنین با فرض اینکه نقطۀ برخورد تابع و وارونش بر روی خط  قرار دارد،

. حال داریم: بنابراین 

g(x) =  +۴− (x− k + ۲) k =  +−x + k + ۲ k

g(x)y = x

g(۱) = ۱

A(۱ , ۱) ∈ g(x) ⇒  +۱ + k k = ۱⇒ k = ۰

h(x) = y − ۱⇒  −−x + ۲ ۱ = ۰⇒ x = ۱
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از داخلی  ترین تابع شروع می  کنیم:

fofof(  ) = f(f(f(  )))۲ ۲

f(  ) =  =  =  ۲
۳  −  ۲ ۲
(  )(  )۲ ۲

۲  ۲
۲

 ۲
۱

f(  ) =  =  =  

 ۲
۱

۳(  ) −  

 ۲
۱

۲

(  )(  )۲
 ۲

۱

 

 ۲
۱
۱

۲

f(  ) =  ⇒ fofof(  ) =  ۲
 ۲

۱
۲

 ۲
۱

گزینه 4 36

پس باید وارون تابع ضابطۀ پایینی را حساب کنیم:

x =۲ x۲ x ∣x∣ =۲
  {
x ; x ≥ ۰ ۳ اکیداً صعودی 

− x ; x < ۰ ۳ اکیداً نزولی 

y = −x ⇒ x = −y ⇒ x =  ⇒ f (x) = −  

۳ ۳ ۳ −y −۱ ۳ x

D  = R , D  = R  f f−۱ f−۱ f

R  = [۰ , +∞] = D  ⇒ D : x ≥ ۰f f−۱ f−۱

گزینه 4 37

جدول تعیین علامت  به صورت زیر است.

اعداد 0، 1، 2 و 3 پذیرفته هستند.

g

⇒ D  =
 x f (x)۲ (−∞,۳]

x = ۰, ۱, ۲,۳
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تابع داده شده اکیداً صعودی است و وارون خود را روی خط  ملاقات می کند. بنابراین:

حقیقتاً ریشۀ  را حدس زدیم!

نقطۀ  محل تقاطع است. فاصله تا مبدأ برابر است با:

y = x

x +۳ ۳x− ۱۲ = x ⇒ x +۳ ۲x− ۱۲ = ۰⇒ x = ۲

x = ۲

x +۳ ۳x− ۱۲ = (x− ۲)(x +۲ ۲x + ۶)

(۲ , ۲)

=(۲− ۰) + (۲− ۰)۲ ۲
 =۸ ۲  ۲

گزینه 1 39

fx۳تابع  اکیداً نزولی می باشد، بنابراین کافی است ضریب  منفی باشد:

−۹ + k <۲ ۰⇒ k <۲ ۹⇒ −۳ < k < ۳

k∈Z
k = ۰, ±۱, ±۲⇒ k مجموع مقادیر = ۰

گزینه 4 40

راه حل اول:

، تنها دامنه تغییر می کند و برد ثابت می ماند. بنابراین کمترین مقدار  راه حل دوم: برای رسیدن از ضابطۀ  به 

برابر با کمترین مقدار  است. پس برابر با 11 می باشد.

gof(x) = g(f(x)) = g(۲x) = ۵x +۲ ۱۱

⇒ g(x) = ۵(  ) +
۲
x ۲ ۱۱ =  x +

۴
۵ ۲ ۱۱

⇒ g(x− ۷) =  (x− ۷) +
۴
۵ ۲ ۱۱⇒ g(x− حداقل(۷ = ۱۱

g(۲x)g(x− ۷)g(x− ۷)

g(۲x) = ۵x +۲ ۱۱
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x
۱ واحد به سمت ۱

راست
  

x− ۱
۱ قرینه نسبت به

ها x محور
  

x− ۱
−۱ واحد رو به ۲

پا�ن
 −

x− ۱
−۱

۲

حالا :  =
x
۱

 −
x− ۱
−۱

۲⇒  +
x
۱

 =
x− ۱
۱

−۲⇒  =
x − x۲

x− ۱ + x
−۲

−۲x +۲ ۲x = ۲x− ۱⇒ ۲x =۲ ۱⇒ x =۲
 ⇒
۲
۱

x = ±  

۲
 ۲

نقطه برخورد
   

⎩⎪
⎨
⎪⎧ (  ,  )

۲
 ۲

۲

(−  ,−  )
۲

 ۲
۲

فاصله تا مبدأ
 (  − ۰) + (  − ۰)

۲
 ۲

۲

۲
۲

=  = + ۲
۲
۱

 = 

۲
۵

 =
 ۲

 ۵
 

۲
 ۱۰

گزینه 1 42

۲ − ۲ = ۰⇒ ۲ = ۲x+۳+∣x+۳∣ x+۳+∣x+۳∣

⇒ x + ۳ + ∣x + ۳∣ = ۱⇒ ∣x + ۳∣ = −x− ۲

⇒    

⎩
⎨
⎧x + ۳ = −x− ۲⇒ x =  

۲
−۵

x + ۳ = x + ۲⇒ فاقد جواب

گزینه 1 43

حال اگر فرض کنیم  باشد، خواستۀ مسئله  است که باید دامنه های مشترک را در نظر بگیریم و بردها را بر هم تقسیم کنیم:

f = ۲, ۱ , ۵, ۲ , ۴,۳ , ۶, ۴−۱ {( ) ( ) ( ) ( )}

g = ۲,۳ , ۴, ۲ , ۵, ۶ , ۳, ۱{( ) ( ) ( ) ( )}

   ⇒

۲  ۱  ×
f−۱ g

۵  ۲  ۳
f−۱ g

۴  ۳  ۱
f−۱ g

۶  ۴  ۲f−۱ g ⎭⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎬
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎫

gof =−۱ ۵,۳ , ۴, ۱ , ۶, ۲{( ) ( ) ( )}

h = gof−۱ 

h
g

D  ∩h D  =g ۵, ۴{ }

 =
h
g

(۵,  ), (۴,  ) ={
۳
۶

۱
۲

} ۵, ۲ , ۴, ۲{( ) ( )}
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نمودار  به صورت زیر است:

نمودار  به صورت زیر است:

ماکزیمم در نقطه ای به طول  رخ می دهد:

(gof)(x) = g(f(x))

x < −۱⇒ f(x) = −۱⇒ (gof)(x) = g(−۱) = ۰
− ۱ < x ≤ ۱⇒ f(x) = x ⇒ (gof)(x) = g(x) = ۱− x۲

x > ۱⇒ f(x) = ۱⇒ (gof)(x) = g(۱) = ۰

gof

(fog)(x) = f(g(x)) = f(۱− x ) =۲
   

⎩⎪
⎨
⎪⎧− ۱; ۱− x < −۱۲

۱− x ; −۱ ≤ ۱− x ≤ ۱۲ ۲

۱; ۱− x > ۱۲

⇒ (fog)(x) =   {
− ۱; ∣x∣ >  ۲

۱− x ; ∣x∣ ≤  

۲ ۲

fog

 ۲

x =  ⇒۲ max(gof − fog) = ۰− (−۱) = ۱
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حال معادلۀ جدید را با معادلۀ قبلی مساوی قرار می دهیم تا نقطۀ برخورد را به دست آوریم:

فاصلۀ نقطۀ  از مبدأ مختصات را به دست می آوریم:

y = x −۲ ۲x  

قرینه نسبت به 

ها x محور
y = − x − ۲x =( ۲ ) −x +۲ ۲x

واحد انتقال در جهت  ۱۶

ها y مثبت محور 
y  =۱ −x +۲ ۲x + ۱۶

y = y  ⇒۱ x −۲ ۲x = −x +۲ ۲x + ۱۶⇒ ۲x −۲ ۴x− ۱۶ = ۰

⇒ x −۲ ۲x− ۸ = ۰⇒ (x− ۴)(x + ۲) = ۰⇒   {
x = ۴ ق.ق
x = −۲ (x > ۱ (غ.ق.ق زیرا 

x = ۴⇒ y = ۸⇒ A(۴, ۸)

A

OA =  =۱۶ + ۶۴  =۱۶(۱ + ۴) ۴  ۵

گزینه 3 46

 وارون تابع  است، بنابراین:

بنابراین داریم:

g(x)f(x)

g(x) = f (x)−۱

g(۳) = f (۳) =−۱ a ⇒ f(a) = ۳⇒ a + ۲  =a ۳⇒ a + ۲  −a ۳ = ۰

⇒ (  −a ۱)(  +a ۳) = ۰   ⇒{
 = ۱⇒ a = ۱a

 = −۳ aغ ق ق
g(۳) = ۱

g(۱۵) = f (۱۵) =−۱ b⇒ f(b) = ۱۵⇒ b + ۲  =b ۱۵⇒ b + ۲  −b ۱۵ = ۰

⇒ (  −b ۳)(  +b ۵) = ۰⇒   ⇒{
 = ۳⇒ b = ۹b

 = −۵ bغ ق ق
g(۱۵) = ۹

g(۳) + g(۱۵) = ۱ + ۹ = ۱۰
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حال  را حساب می کنیم.

فرض می کنیم که  باشد. خواستۀ مسئله  است که باید در دامنۀ مشترک، عرض ها را از هم کم کنیم.

پس برد تابع  برابر  است.

g = (۳, ۲), (۲, ۴), (۶, ۵), (۱,۳)−۱ { }

f = (۱, ۲), (۲, ۵), (۳, ۴), (۴, ۶){ }

g of−۱

   ⇒

۱  ۲  ۴
f g−۱

۲  ۵  ×
f g−۱

۳  ۴  ×
f g−۱

۴  ۶  ۵
f g−۱ ⎭⎪⎪

⎪⎪
⎪⎪
⎬
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎫

g of =−۱ (۱, ۴), (۴, ۵){ }

h = g of−۱h− f

D  = D  ∩D  = ۱, ۴h−f h f { }

h− f = (۱, ۴− ۲), (۴, ۵− ۶) = (۱, ۲), (۴,−۱){ } { }

h− f۲,−۱{ }

گزینه 4 48

حال  را با  قطع می دهیم:

با امتحان کردن گزینه ها به راحتی معلوم می شود که  در معادلۀ (۱) صدق می کند.

f(x) = x −۲ ۲x− ۳ = y ⇒ x −۲ ۲x + ۱ = y + ۴

⇒ (x− ۱) =۲ y + ۴  

جذر
x− ۱ =∣ ∣  y + ۴

x≥۱
x− ۱ =  ⇒y + ۴ x =  +y + ۴ ۱⇒ f (x) =−۱

 +x + ۴ ۱

f−۱g

+x + ۴ ۱ =  ⇒
۲

x− ۹
۲  =x + ۴ x− ۱۱ (۱)

x = ۲۱

گزینه 4 49

فرض می کنیم  باشد.

تابع موردنظر به صورت  است. هر دو تابع  و  صعودی اکیدند، پس مجموع آن ها صعودی اکید خواهد بود.

 =۳ ۹cos (x) − ۱۲ A

۰ ≤ cos x ≤۲ ۱⇒ −۱ ≤ ۹cos (x) −۲ ۱ ≤ ۸⇒ −۱ ≤ A ≤ ۲

g(A) = ۲ −A ۲−A۲A−۲−A

b = g(۲) = ۲ − ۲ = ۴−  =  

۲ −۲
۴
۱

۴
۱۵

a = g(−۱) = ۲ − ۲ =  − ۲ = −  ⇒ b− a =  +  =  

−۱ ۱
۲
۱

۲
۳

۴
۱۵

۲
۳

۴
۲۱
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به راحتی می توانیم  را بسازیم، کافی است ورودی و خروجی ها را کنترل کنیم.

در واقع  است و همواره پیوسته خواهد بود.

(fof)og

(x > ۰)  ۱  ۰  ۰
g f f

(x = ۰)  ۰  ۰  ۰
g f f

(x < ۰)  −۱  ۰  ۰
g f f

((fof)og)(x) = ۰

گزینه 3 51

حال منحنی حاصل را با  برابر قرار می دهیم تا محل برخورد به دست آید.

 را در  جایگذاری می کنیم تا عرض محل برخورد نیز به دست آید:

فاصلۀ نقطۀ  از مبدأ مختصات برابر است با:

y =   x
واحد در جهت  ۱۲

ها x مثبت محور 
y =   x− ۱۲ واحد در جهت  ۲

ها y مثبت محور 
y =  +x− ۱۲ ۲

f(x) =  x

+x− ۱۲ ۲ =  ⇒x  =x− ۱۲  −x ۲

توان۲
 −x ۱۲ =  +x ۴− ۴  ⇒x ۴  =x ۱۶⇒ x = ۱۶

x = ۱۶f(x) =  x

f(۱۶) =  =۱۶ ۴ ⇒ A(۱۶, ۴)

A

OA =  =۱۶ + ۴۲ ۲
 =۱۶(۱۶ + ۱) ۴  ۱۷
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حال نمودار دو تابع  و  را رسم می کنیم:

y  = ∣x− ۲∣ + ∣x + ۱∣ , y  = x + ۷۱ ۲

y  = ⇒ y  =    ۱
⎩⎪
⎨
⎪⎧− x + ۲− x− ۱ ; x ≤ −۱
− x + ۲ + x + ۱ ;−۱ < x ≤ ۲
x− ۲ + x + ۱ ; x > ۲

۱
⎩⎪
⎨
⎪⎧− ۲x + ۱ ; x ≤ −۱
۳ ;−۱ < x ≤ ۲
۲x− ۱ ; x > ۲

y  ۱y  ۲

x > ۲ : ۲x− ۱ = x + ۷⇒ x = ۸

x < −۱ : −۲x + ۱ = x + ۷⇒ x = −۲

AB =  =  (x  − x  ) + (y  − y  )B A
۲

B A
۲ (۸− (−۲)) + (۱۵− ۵)۲ ۲

=  = ۱۰  ۱۰۰ + ۱۰۰ ۲

گزینه 2 53

حال باید طول نقطۀ تلاقی این دو منحنی را به  دست آوریم؛ پس داریم:

f(x) = (x− ۱)  −(−x− ۱) = −(x + ۱)۲ قرینه نسبت به مبدأ ۲ ۲

 −(x + ۱) + واحد به بالا۴ ۴ ۲

(x− ۱) = −(x + ۱) + ۴⇒ x − ۲x + ۱ = −(x + ۲x + ۱) + ۴۲ ۲ ۲ ۲

⇒ ۲x = ۲⇒ x = ±۱۲
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حال دو نمودار را رسم می کنیم:

بنابراین  محور تقارن دو نمودار است.

f(x) =   x
yها قرینه نسبت به محور

  −x
واحد به راست ۴

 −(x− ۴)

=   ∣x∣ = ∣ − (x− ۴)∣ = ∣x− ۴∣x −(x− ۴)
۲ به توان

⇒   {
x = x− ۴⇒ ۰ = −۴ ×

x = −x + ۴⇒ ۲x = ۴⇒ x = ۲ ق.ق

x = ۲

گزینه 2 55

نکته: 

ابتدا تابع  را ساده می کنیم :

اکنون تابع  را تشکیل می دهیم:

طبق نکته داریم:

۰ ≤ x− x <[ ] ۱
g(x)

g(x) = −x +۲ ۴x = −x +۲ ۴x− ۴ + ۴

= −(x −۲ ۴x + ۴) + ۴ = −(x− ۲) +۲ ۴

gof

g(f(x)) = −(۲x− ۲x − ۲) +[ ] ۲ ۴

۰ ≤ ۲x− [۲x] < ۱  

−۲
−۲ ≤ ۲x− [۲x] − ۲ < −۱

توان ۲ ۱ < (۲x− [۲x] − ۲) ≤۲ ۴

×(−۱)
−۴ ≤ −(۲x− [۲x] − ۲) <۲ −۱

+۴
۰ ≤ −(۲x− [۲x] − ۲) +۲ ۴ < ۳

⇒ ۰ ≤ gof(x) < ۳⇒ R  =gof [۰,۳)
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، در فاصلۀ  تابع نزولی اکید است. با توجه به نمودار تابع گلدانی 

f x =( ) x + ۲ +∣ ∣ x− ۱ =∣ ∣    

⎩⎪
⎨
⎪⎧۲x + ۱ ; x > ۱
۳ ;−۲ ≤ x ≤ ۱
− ۲x− ۱ ; x < −۲

y = x + ۲ +∣ ∣ x− ۱∣ ∣(−∞,−۲)

گزینه 3 57

نمودار تابع را رسم می کنیم:

مطابق شکل در فاصلۀ  اکیداً صعودی است.

x ≤ −۱ : f(x) = −x− ۱ + x− ۲ = −۳
− ۱ < x ≤ ۲ : f(x) = x + ۱ + x− ۲ = ۲x− ۱
x > ۲ : f(x) = x + ۱− x + ۲ = ۳

−۱, ۲( )
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T  =۱+sin ax  −
۴
۷π

 =
۴
۳π

π ⇒  =
∣a∣
۲π

π ⇒ ∣a∣ = ۲

y = ۳ cos(  ) ⇒
a
x

T =  =
∣  ∣
a
۱
۲π

۲π∣a∣ = ۴π
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جواب هایی که در بازۀ  قرار دارند عبارتند از: 

sin۲x− ۴sin x cos x =۲ ۰⇒ sin۲x− ۲ sin x sin۲x = ۰

⇒ sin۲x(۱− ۲ sin x) = ۰⇒    

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎧ sin۲x = ۰⇒ x =  

۲
kπ

sin x =  ⇒    

۲
۱

⎩⎪
⎨
⎪⎧x = ۲kπ +

۶
π

x = ۲kπ +
۶
۵π

(−π, π){۰,  ,  ,  ,  }
۲
π

۲
−π

۶
π

۶
۵π
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به جای  عبارت برحسب  را قرار می دهیم:

بنابراین:

cos ۲xsin x

۱− ۲sin x + sin x = ۰⇒ sin x = ۱۲ ۲ ۲

⇒ sin x = ±۱⇒ x = −  , −  , −  ,  

۲
۵π

۲
۳π

۲
π

۲
π

S = −  −
۲
۵π

 −
۲
۳π

 +
۲
π

 =
۲
π

−۴π
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به جای  و  به ترتیب زیر قرار می دهیم.

ها عدد مثلاً  را قرار دهیم و سریع تر به جواب برسیم. البته دقت شود از روش عددگذاری می توانستیم به جای 

sin α۴cos α۴

 −  

۱ + cos α۲
(۱− cos α) + ۴cos α۲ ۲ ۲

۱ + sin α۲
(۱− sin α) + ۴sin α۲ ۲ ۲

=  −
۱ + cos α۲

۱ + cos α− ۲cos α + ۴cos α۴ ۲ ۲

۱ + sin α۲
۱ + sin α− ۲sin α + ۴sin α۴ ۲ ۲

=  − = ۱ + cos α− ۱− sin α = cos ۲α
۱ + cos α۲

(۱ + cos α)۲ ۲

۱ + sin α۲
(۱ + sin α)۲ ۲

۲ ۲

x 

۲
π
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راه حل اول:

  بنابراین مثلث  قائم الزاویه است و زاویۀ  قائمه می باشد.

راه حل دوم: چون مرکز روی خط  است و دو خط دیگر با این خط متقاطع هستند، پس  زاویۀ محاطی رو به قطر و درنتیجه 90

درجه است. چون  قائمه است دو خط داده شده بر هم عمودند:

x = ۳− ۲y ⇒ ۶− ۴y + ay = ۶⇒ y(a − ۴) = ۰

  ⇒ A(۳, ۰){
y = ۰⇒ x = ۳
a = ۴ ×

  ⇒ B(−۳,۳) ,   ⇒ C(  ,  ){
y = −x

x + ۲y = ۳ {
y = −x

۲x + ay = ۶ ۲− a
۶

a − ۲
۶

مرکز دایره : O(α,−α) ⇒ ∣ ∣ = ∣ ∣OA OB

⇒ ۲(α + ۳) = (α− ۳) + α ⇒ α = −  

۲ ۲ ۲

۲
۱

r = ∣OA∣ = (−  − ۳) +  =  

۲
۲
۱ ۲

۴
۱

۲
۲۵

⇒ ∣OC∣ = (−  −  ) + (  −  ) =  

۲
۱

۲− a
۶ ۲

۲
۱

a − ۲
۶ ۲

۲
۲۵

⇒ a − ۳a − ۴ = ۰⇒   

۲ {
a = −۱ ✓
a = ۴ ×

⇒ C(۲,−۲)

BC = AB + AC۲ ۲ ۲

ABCA

+B̂ =Ĉ ۹۰ ⇒
∘

+B̂ −Ĉ =Ĉ ۹۰ −
∘

⇒Ĉ −B̂ =Ĉ ۹۰ −
∘

۲Ĉ

cot(B −C) = cot(۹۰ − ۲C) = tan(۲C)
∘

=  =  =  = −  

۱− tan C۲
۲ tan C

۱− (۳)۲
۲(۳)

−۸
۶

۴
۳

y = −xA

A

m = −  , m =
۲
۱ ′

 , mm =
a
−۲ ′ −۱⇒  =

a
۱

−۱⇒ a = −۱

⇒{
x + ۲y = ۳
۲x− y = ۶ A(۳, ۰)
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⇒{
x + ۲y = ۳
y + x = ۰ B(−۳,۳)

⇒{
۲x− y = ۶
x + y = ۰ C(۲,−۲)

tan B =  =
AB
AC

 =
 ۴۵

 ۵
 , tan C =

۳
۱

۳

tan(B −C) =  =
۱ + tan B tan C
tan B − tan C

 =
۱ +  × ۳

۳
۱

 − ۳
۳
۱

 =
۲

−  

۳
۸

−  

۳
۴

⇒ cot(B −C) = −  

۴
۳
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اگر  باشد:

اگر  باشد:

T =  −
۲۰
۹π

 =
۴
π

 , T =
۵
π

 ⇒
∣b∣
π

∣b∣ = ۵⇒ b = ±۵

b = ۵

x =  :
۴
π

y = acos ( −۲

۴
۵π

 ) +
۴
π

c ⇒ a + c = ۱

x =  :
۲۰
۷π

y = acos ( −۲
۴
۷π

 ) +
۴
π

c ⇒ ۰ + c = −۲⇒ c = −۲

c=−۲
a − ۲ = ۱⇒ a = ۳

a.b = ۳ × ۵ = ۱۵

b = −۵

x =  :
۴
π

y = acos (− −۲
۴
۵π

 ) +
۴
π

c ⇒ c = ۱

x =  :
۲۰
۷π

y = acos (− −۲
۴
۷π

 ) +
۴
π

c ⇒ a + c = −۲⇒ a = −۳

a.b = ۳ × ۵ = ۱۵
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  نکته: از روابط مثلثاتی زیر استفاده می کنیم:

بنابراین داریم:

با توجه به نمودار، تابع در همسایگی  صعودی است، بنابراین  و  باید هم علامت باشند. 

 : فرض کنیم 

باتوجه به نمودار داریم:

پس تابع  به صورت زیر است: 

  : اگر 

بنابراین این حالت اتفاق نمی افتد.

۱)cos x =۲
 ۲)cos x =

۱ + tan x۲
۱ ۲

 +
۲
۱

 cos ۲x ۳) cos(x−
۲
۱

 ) =
۲
۳π

− sin(x)

f(x) =  −   f (x) =  − bcos (cx−  )
a
۲

۱ + tan (cx−  )۲
۴
۳π

b (۱)

a
۲ ۲

۴
۳π

 f (x) =  − b(  +  cos ۲(cx−  ))  f (x) =  −  −  (− sin۲cx)
(۲)

a
۲

۲
۱

۲
۱

۴
۳π (۳)

a
۲

۲
b

۲
b

⇒ f(x) =  sin(۲cx) +  −  

۲
b

a
۲

۲
b

x = ۰bc

b, c > ۰

T =  = ۹π ⇒ ∣c∣ =   c =  

∣۲c∣
۲π

۹
۱ c>۰

۹
۱

y  = ∣  ∣ +  −  = ۶  a =  (۱)max ۲
b

a
۲

۲
b b>۰

۳
۱

y  = −∣  ∣ +  −  = ۰  b = ۶ (۲)min ۲
b

a
۲

۲
b b>۰

f(x)

f(x) = ۳ + ۳sin(  x)
۹
۲

f(  ) = ۳ + ۳ sin(  ×  ) = ۳ + ۳ sin(  ) = ۴/۵
۴
۳π

۹
۲

۴
۳π

۶
π

b, c < ۰

T =  = ۹π ⇒ ∣c∣ =   c = −  

∣۲c∣
۲π

۹
۱ c<۰

۹
۱

y  = ∣  ∣ +  −  = ۶  −  +  −  = ۶⇒ −b +  = ۶max ۲
b

a
۲

۲
b b<۰

۲
b

a
۲

۲
b

a
۲

y  = −∣  ∣ +  −  = ۰   +  −  = ۰⇒  = ۰ minغیر ممکن ۲
b

a
۲

۲
b b<۰

۲
b

a
۲

۲
b

a
۲
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چون مرکز دایره روی خط  و در واقع روی  قرار دارد و دایره از هر سه نقطه  و  و  باید بگذرد پس  هم روی محیط دایره

. ، زاویه محاطی رو به قطر است؛ درنتیجه  و زاویه 

اگر  پس دو خط  و  بر هم عمودند؛ درنتیجه 

y = xBCABCA

A=A ۹۰∘

=A ۹۰∘y = −  x−
۳
۱

۳y = ax− ۳a = ۳

tan(۴۵ + α) = ۳⇒ tan(۹۰ + ۲α) =  =
۱ + ۳۲
۲ × ۳

 

۴
−۳

⇒ − cot ۲α =  ⇒
۴
−۳

cot ۲α =  

۴
۳

−B =C ۹۰− α− α = ۹۰− ۲α⇒ tan(B −C) = cot ۲α =  

۴
۳
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sin(  ) =
۲

π + ۴x
sin(  +

۲
π

۲x) = cos ۲x

cos(  ) =
۲

π + ۸x
cos(  +

۲
π

۴x) = − sin۴x

 −
cos ۲x
۱

 =
sin۴x
۱

۰⇒ cos ۲x = sin۴x

⇒ ۲ sin۲x cos ۲x = cos ۲x  

cos ۲x =۰�
۲ sin۲x = ۱⇒ sin۲x =  

۲
۱

[۰,π]
۲x =  ,  ⇒

۶
π

۶
۵π

x =  ,  

۱۲
π

۱۲
۵π

α =  −
۱۲
۵π

=
۱۲
π

 ⇒
۳
π

tan۲α = tan  =
۳
۲π

−  ۳
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نکته: با توجه به نمودار مشخص است که تابع در همسایگی  صعودی است، بنابراین در  باید  و  هم علامت باشند، یعنی

. ، پس 

sin (  − bx) = (۱− cos(۲(  − bx)))۲

۴
π

۲
۱

۴
π

=  − cos(  − ۲bx) =  −  sin(۲bx)
۲
۱

۲
۱

۲
π

۲
۱

۲
۱

⇒ y =  −
۲
a

 sin(۲bx) +
۲
a

c (∗)

   ⇒
y  =  + c + ∣ −  ∣ = ۱max ۲

a
۲
a

y  =  + c − ∣ −  ∣ = −۲min ۲
a

۲
a

⎭⎪
⎬
⎪⎫

۲∣  ∣ =
۲
a

۳⇒ a = ±۳

T =  +  =  = ۵π
۴
۱۵π

۴
۵π

۴
۲۰π

T =  = ۵π ⇒ ∣b∣ =  ⇒ b = ±  

∣۲b∣
۲π

۵
۱

۵
۱

ab = ±   

۵
۳ ab<۰

ab = −  =
۵
۳

−۰/۶

x = ۰(∗)−ab

(−a)(b) > ۰ab < ۰
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cot(  ) =
۲

π + ۴x
cos(  )

۲
π + ۸x

cot(  ) =
۲

π + ۴x
cot(  +

۲
π

۲x) = − tan۲x

cos(  ) =
۲

π + ۸x
cos(  +

۲
π

۴x) = − sin۴x

⇒ − tan۲x = − sin۴x ⇒  =
cos ۲x
sin۲x

۲ sin۲x cos ۲x

⇒  =
cos ۲x

sin۲x(۱− ۲cos ۲x)۲
۰⇒ sin۲x = ۰ , cos ۲x =۲

 

۲
۱

cos ۲x = ±  :
۲

 ۲
   

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧ cos ۲x = − در بازۀ موردنظر نیست 

۲
 ۲

cos ۲x =  ⇒ ۲x = ±  ⇒ x = ±  

۲
 ۲

۴
π

۸
π

⇒ α =  +
۸
π

 =
۸
π

 

۴
π

cos(۳α) = cos(  ) =
۴
۳π

−  

 ۲
۱
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ابتدا ضابطۀ تابع را ساده می کنیم:

: حال باتوجه به مقادیر  و 

نمودار بعد از  صعودی است، پس  منفی می باشد.

دورۀ تناوب شکل برابر  است، پس:

ضابطۀ تابع عبارت است از:

مقادیر قابل قبول  و  هستند که:

f(x) = a +  b sin(۲cx−  ) = a −  sin(  − ۲cx)
۲
۱

۲
۳π

۲
b

۲
۳π

⇒ f(x) = a +  cos(۲cx)
۲
b

maxmin

⇒
y  = ۳⇒ a + ∣  ∣ = ۳max ۲

b

y  = −۱⇒ a − ∣  ∣ = −۱min ۲
b    

⎩
⎨
⎧۲a = ۲⇒ a = ۱

∣  ∣ = ۲⇒ b = ±۴⇒ b = −۴
۲
b

x = ۰b

T = π

T = π ⇒  =
∣۲c∣
۲π

π ⇒ c = ±۱

f(x) = ۱− ۲ cos ۲x = ۰⇒ cos ۲x =  

۲
۱

⇒ ۲x = ۲kπ ±  ⇒ x = kπ ±  

۳
π

۶
π

 

۶
π

 

۶
۵π

 −
۶
۵π

 =
۶
π

 

۳
۲π
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cos(  +  + x) cos(  − x) =  

۸
۱۶π

۸
π

۸
۳π

۴
۱

⇒ cos(  + x) cos(  −  − x) =  ⇒ cos(  + x) sin(  + x) =  

۸
π

۲
π

۸
π

۴
۱

۸
π

۸
π

۴
۱

⇒ sin(۲x +  ) =
۴
π

 =
۲
۱

sin  

۶
π

⇒
۲x +  = ۲kπ +  ⇒ x = kπ −  ⇒ x  = −  

۴
π

۶
π

۲۴
π

۱ ۲۴
π

۲x +  = ۲kπ + π −  ⇒ x = kπ +  ⇒ x  =  

۴
π

۶
π

۲۴
۷π

۲ ۲۴
۷π S =  −

۲۴
۷π

 =
۲۴
π

 

۴
π



نوتروفیل
  WWW.NOTRUPHIL.COM NOTRUPHIL

34/118لرنیتو 1403

گزینه 2 71

کمترین فاصلۀ بین جواب ها  واحد است.

نکته: ریشه های مخرج غیر قابل قبول است.

 =
۱ + sin x

cos x
 ⇒

cos x
۱ + sin x

cos x =۲ ۱ + ۲ sin x + sin x۲

⇒ ۱− sin x =۲ ۱ + ۲ sin x + sin x ⇒۲ sin x +۲ sin x = ۰

⇒ sin x(sin x + ۱) = ۰⇒    

⎩
⎨
⎧ sin x = ۰⇒ x = ۰ , π , ۲π , ...

sin x = −۱⇒ x =  ,  , ... غ ق ق
۲
۳π

۲
۷π

π
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bcاولاً توجه کنید که باتوجه به نمودار،  و  هم علامت هستند. حال داریم:

T =  +
۳
۴π

 =
۳
۲π

۲π =  ⇒
∣c∣
۲π

c = ±۱ ⇒ c = ۱

y  =max ۱⇒ ∣b∣ + a = ۱  

b>۰
b + a = ۱

O    ⇒
∣
∣
∣
∣
∣۰
۰ ۰ = a + b cos(−  ) ⇒

۳
π

۲a + b = ۰⇒ a = −۱ , b = ۲

b(c − a) = ۲(۱ + ۱) = ۴
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تابع را کمی ساده می کنیم. از رابطۀ  استفاده می کنیم:

، مینیمم تابع  و دورۀ تناوب  است. پس: باتوجه به نمودار داده شده، ماکزیمم تابع 

باتوجه به اینکه تابع داده شده در سمت راست محور  صعودی است، پس  و  باید هم علامت باشند. پس مسئله دو دسته جواب

 یا  دارد، درنتیجه  یا  صحیح است.

sinα cos α =  sin۲α
۲
۱

y = ۱ + a sin bx cos bx = ۱ +  sin۲bx
۲
a

 

۲
۳

 

۲
۱

 −
۴
۳π

(−  ) =
۴
π

π

⇒
⎩⎪
⎨
⎪⎧۱ +    =  

∣
∣
∣
۲
a

∣
∣
∣

۲
۳

۱−    =  

∣
∣
∣
۲
a

∣
∣
∣

۲
۱  =

۲
a∣ ∣

⇒
۲
۱

a =∣ ∣ ۱

 =
۲b∣ ∣
۲π

π ⇒ b =∣ ∣ ۱

y 

۲
a

۲b

  {
a = ۱
b = ۱  {

a = −۱
b = −۱a + b = ۲a + b = −۲
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نمودار تابع به صورت زیر خواهد بود:

S = ۲ ×  =
۲

۱ × ۲
۲
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راه حل اول:

راه حل دوم:

چون مثلث  متساوی الساقین است، پس  و داریم:

تذکر: برای یافتن مقدار تانژانت می توان به دو صورت زیر عمل کرد:

: cos =  ⇒ HC = ۶ cos ۷۵AHC
Δ

Ĉ
۶

HC ∘

: tan ۱۵ =  ⇒ OH = ۶ cos ۷۵ tan ۱۵OHC
Δ

∘

HC
OH ∘ ∘

S  =  × (۶ cos ۷۵ )(۶ cos ۷۵ tan ۱۵ ) = ۱۸cos ۷۵ (۲−  )OHC ۲
۱ ∘ ∘ ∘ ۲ ∘ ۳

= ۱۸ ×  (۲−  ) = ۹(۱−  )(۲−  )
۲

۱ + cos ۱۵۰∘
۳

۲
 ۳

۳

=  (۲−  ) =  (۷− ۴  ) =  

۲
۹

۳
۲

۲
۹

۳
۲(۷ + ۴  )۳

۹

ABCAB = AC

  

= = ۷۵ ⇒ = ۳۰ ⇒  =  = ۱۵Ĉ B̂ ∘ Â ∘ Â۱ Â۲
∘

: = ۷۵ ⇒  = ۱۵ ⇒ ∼ ⇒  =  = tan ۱۵BH C′
Δ

B̂ ∘ Ĉ ۱
∘ OHC

Δ
AHC
Δ

S  

AHC
Δ

S  

OHC
Δ

(
AH
HC

)
۲

۲ ∘

= ۲−  = ۷− ۴  ⇒ S  = ۷− ۴  S  ∗( ۳)
۲

۳
OHC
Δ ( ۳)

AHC
Δ ( )

S  =  S  =          =  

AHC
Δ ۲

۱
ABC
Δ ۲

۱

⎝

⎛

۲
۱
(

۶

 AB)(
۶

 AC)
⎝

⎛

 ۲
۱

 sin Â
⎠

⎞

⎠

⎞

۲
۹

∗ ⇒ S  = ۷− ۴  ×  =  ( )
OHC
Δ ( ۳)

۲
۹

۲
۹ ۷− ۴  ( ۳)

۱) tan ۱۵ =∘ tan ۶۰ − ۴۵ =( ∘ ∘)  =
۱ + tan۶۰ tan۴۵∘ ∘
tan۶۰ − tan۴۵∘ ∘

 =
۱ +  ۳

 − ۱۳
۲−  ۳

۲) cos ۱۵ =  (cos ۲x = ۲cos x− ۱)∘

۲
 ۲ +  ۳ ۲

sin ۱۵ =  (sin ۲x = ۲ sin x. cos x)∘

۲
 ۲−  ۳

⇒ tan ۱۵ =  = ۲−  

∘

 ۲ +  ۳

 ۲−  ۳
۳
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حال این معادله را حل می کنیم:

sin(۲x−  ) =
۴
π

cos(x +  ) ⇒
۴
π

sin(۲x−  ) =
۴
π

sin(  −
۲
π

(x + ))
۴
π

⇒ sin(۲x−  ) =
۴
π

sin(  −
۴
π

x)

⎩⎪
⎨
⎪⎧۲x−  = ۲kπ +  − x ⇒ ۳x = ۲kπ +  ⇒ x =  +  

۴
π

۴
π

۲
π

۳
۲kπ

۶
π

۲x−  = ۲kπ + π −  + x ⇒ x = ۲kπ + π (x  kπ (غیرقابل قبول زیرا 
۴
π

۴
π

=
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باتوجه به نمودار داریم:

ماکزیمم تابع برابر  است:

باتوجه به نمودار  باید مثبت باشد، پس:

T = ۲(  −  ) = ۲ , T =  = ۲
۴
۵

۴
۱

∣b∣
۲π

⇒ ∣b∣ = π  b = π
b>۰

f(  ) = ۰⇒ a cos(  + c) = ۰⇒  + c =  ⇒ c =  

۴
۱

۴
π

۴
π

۲
π

۴
π

 

۴
۱

∣a∣ =  ⇒ a = ±  

۴
۱

۴
۱

f(x) = ±  cos(πx +  )
۴
۱

۴
π

x = ۰ : f(۰) = ±  cos  = ±  

۴
۱

۴
π

۸
 ۲

f(۰)

 =
b
ac

 =
π

 ×  

۴
۱

۴
π

 

۱۶
۱
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. پس  و داریم: Mفرض کنیم  y =Ô αx M =Ô ۲α

  

: sin۲α =  ONM
Δ

OM
M N

: sinα =  OPM
Δ

OM
M P ⎭⎪

⎬
⎪⎫

  =  

رابطۀ اول را بر رابطۀ دوم تقسیم می کنیم 

sinα
sin۲α

M P
M N

⇒  =  ⇒  = ۲ cos α = ۲  =  

sinα
۲ sinα cos α

M P
M N

M P
M N

(
OM
OP

)
OM
۲OP
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tanα =  , cot α =
۴
۳

 , sinα =
۳
۴

−  , cos α =
۵
۳

−  

۵
۴

 =  =  

cot ۲α

cos ۲α−  + cos α + π(
۲
π

) ( )

۲
cot α− tanα
sin۲α− cos α

 

۲
cot α− tanα

۲ sinα cos α− cos α

=  =  =  =  =  

 

۲

 −  

۳
۴

۴
۳

۲ −  −  +  (
۵
۳

) (
۵
۴

)
۵
۴

 

۲۴
۱۶− ۹

  + ۱
۵
۴

(
۵
۶

)

 

۲۴
۷

  

۵
۴

(
۵
۱۱

)

۵ ۵ ۷( ) ( )
۴ ۱۱ ۲۴( ) ( )

۱۷۵
۱۰۵۶

cot ۲α =  =
sin۲α
cos ۲α

 =
۲ sinα cos α

cos α− sin α۲ ۲

 

۲
cot α− tanα
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اگر تابعی نسبت به خط  متقارن باشد، آنگاه: 

، پس  تابعی متناوب با دورۀ تناوب 4 است. پس 

x = x  ۰f(x) = f(۲x  −۰ x)

متقارن است x =  تابع نسبت به خط۱ : f(x) = f(۲− x)

متقارن است x =  تابع نسبت به خط۳ : f(x) = f(۶− x)

f(x) = f(۶− x)  

x=x+۴
f(x + ۴) = f(۶− (x + ۴)) = f(۲− x)

f(x) = f(۴ + x)f

گزینه 4 81

باتوجه به نمودار ماکزیمم تابع برابر 3 است، پس:

y = a + b sin(  +
۲
π

x) = a + b cos x

ماکزیمم  = a + b =∣ ∣ ۳  

باتوجه به نمودار 

b<۰
a − b = ۳ (۱)

(  , ۰) :
۳
۷π

۰ = a + b cos(  ) =
۳
۷π

a + b cos(۲π +  ) =
۳
π

a + b(  )
۲
۱

⇒ a +  =
۲
b

۰⇒ ۲a + b = ۰ (۲)

(۱),(۲)
  ۳a = ۳⇒ a = ۱⇒ b = −۲{

a − b = ۳
۲a + b = ۰

+
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اختلاف  و  تابع 10 واحد است. پس  خواهد بود. حال چون تابع از  نزولی شده، پس  است. همچنین تابع

دو واحد پایین آمده است، پس  است.

maxmin∣a∣ = ۵x = ۰a = ۵
b = −۲

f(x) = ۵ cos x− ۲  

x=  ۳
π

f(  ) =
۳
π

۵ cos  −
۳
π

۲ = ۵(  ) −
۲
۱

۲ =  −
۲
۵

۲ =  

۲
۱
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پس تابع به صورت  می  باشد و حاصل  برابر است با:

 

⇒
⎩⎪
⎨
⎪⎧y  = ∣a∣ + c =  max ۲

۵

y  = −∣a∣ + c = −  min ۲
۱ ∣a∣ =  , c =

۲
۳

۱

⇒ y = ۱ + a cos bx ; y(۰) = ۱ + a = −  ⇒
۲
۱

a = −  

۲
۳

y = ۱−  cos bx
۲
۳

ac

ac =  ×
۲
−۳

۱ =  

۲
−۳
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sin x + cos x =  =   sin x + cos x + ۲ sin x cos x =  

۱۰
۶  ۵

۵
۳  ۵ ۲ به توان  ۲ ۲

۵
۹

⇒ ۱ + sin۲x =  ⇒ sin۲x =  

۵
۹

۵
۴

sin۲x =  ⇒  =  

۱ + tan x۲
۲ tan x

۵
۴

۱ + tan x۲
۲ tan x

⇒ ۴ + ۴tan x = ۱۰ tan x ⇒ ۴(۱ + tan x) = ۱۰ tan x۲ ۲

⇒ ۱ + tan x =۲
 tan x  

۲
۵ ×۲ ۲tan −۲ ۵ tan x + ۲ = ۰  

Δ=۹
   

⎩
⎨
⎧ tan x = ۲

tan x =  

۲
۱
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sin(x +  ) cos(  −
۶
π

۳
π

x) = ۱⇒ sin(x +  ) sin(  −
۶
π

۲
π

(  −
۳
π

x)) = ۱

sin (x +۲
 ) =

۶
π

۱⇒    

⎩⎪
⎨
⎪⎧sin(x +  ) = ۱⇒ x =  

۶
π

۳
π

sin(x +  ) = −۱⇒ x =  

۶
π

۳
۴π

گزینه 2 86

 

 

sin(x +  ). cos(  − x) = ۱⇒ sin(x +  ). sin(  − (  − x)) = ۱
۴
π

۴
π

۴
π

۲
π

۴
π

⇒ sin(x +  ). sin(x +  ) = ۱⇒ sin (x +  ) = ۱
۴
π

۴
π ۲

۴
π

⇒ x +  = kπ +  ⇒ x = kπ +  

۴
π

۲
π

۴
π

⇒  جواب ها  :  ,    =  

۴
π

۴
۵π  مجموع 

۴
۶π

۲
۳π
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۸ cos x− tan x =۲ ۱⇒ ۸ cos x = ۱ + tan x =۲
 

cos x۲
۱

⇒ cos x =۳
 ⇒

۸
۱

cos x =  

۲
۱

x ∈ [۰, ۲π] ⇒ دو جواب دارد

گزینه 1 88

−  <
۴
π

x <  ⇒
۴
π

−  <
۴
π

−x <  ⇒
۴
π

۰ <  −
۴
π

x <  

۲
π

⇒ tan(  −
۴
π

x) > ۰⇒  >
۲ + m
۱−m

۰

⇒ −۲ < m < ۱
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⇒{
max = ∣a∣ + c = ۵
min = −∣a∣ + c = ۱ c = ۳
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sinطرفین تابع را در  ضرب می کنیم: x۲

f(x)sin x = ۳۲sin xcos xcos (۲x)cos (۴x)cos (۸x)cos (۱۶x)۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲

= ۸sin (۲x)cos (۲x)cos (۴x)cos (۸x)cos (۱۶x)۲ ۲ ۲ ۲ ۲

= ۲sin (۴x)cos (۴x)cos (۸x)cos (۱۶x)۲ ۲ ۲ ۲

=  sin (۳۲x) ⇒ f(x) =  

۳۲
۱ ۲

۳۲sin x۲
sin (۳۲x)۲

f(  ) =  =  

۱۲
π

۳۲sin  

۲

۱۲
π

sin  

۲

۱۲
۳۲π

۳۲sin (  )۲

۱۲
π

sin (  )۲

۳
π

⇒ f(  ) =  =  

۱۲
π

۳۲ ×  

۲

۱− cos  

۶
π

 

۴
۳

۱۶(۱−  )
۲

 ۳

 

۴
۳

=  =  =  =  

۸(۲−  )۳

 

۴
۳

۳۲(۲−  )۳
۳

۳۲
۳(۲ +  )۳

۳۲
۶ +  ۲۷
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دورۀ تناوب را باتوجه به نمودار به دست می آوریم:

طبق نمودار داریم:

فقط حالت  را در گزینه ها داریم، پس گزینۀ 1 صحیح است.

⇒
⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧T =  −  =  =  

۶
۵π

۶
π

۶
۴π

۳
۲π

T =  

b∣ ∣
۲π  =

۳
۲π

⇒
b∣ ∣
۲π

b =∣ ∣ ۳⇒ b = ±۳

⇒{
max : a + c = ۱∣ ∣

min : − a + c = −۳∣ ∣
۲c = −۲⇒ c = −۱

⇒  {
b = −۳, c = −۱
b = ۳, c = −۱

b = ۳, c = −۱
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در هر سه پرانتز از اتحاد  استفاده می کنیم:

دو طرف معادلۀ بالا را در  ضرب می کنیم:

حالا از اتحاد  سه بار استفاده می کنیم:

هر دو معادله را حل می کنیم و بزرگ ترین جواب هرکدام در بازۀ  را می نویسیم:

تذکر: در جواب ها  را به خاطر ضرب طرفین در  در نظر نگرفتیم. بنابراین بزرگ ترین جواب،  است.

۱ + cos A = ۲cos  

۲
۲
A

۱ + cos ۲α ۱ + cos ۴α ۱ + cos ۸α =  ⇒ ۲cos α ۲cos ۲α ۲cos ۴α =  ( ) ( ) ( )
۸
۱

( ۲ ) ( ۲ ) ( ۲ )
۸
۱

⇒ cos α cos ۲α cos ۴α =  ⇒ cos α cos ۲α cos ۴α =  

۲ ۲ ۲
۶۴
۱

∣ ∣
۸
۱

sinα∣ ∣

sinα cos α cos ۲α cos ۴α =∣ ∣  sinα
۸
۱
∣ ∣

sin A cos A =  sin۲A
۲
۱

∣ ∣ =

 sin ۸α۸
۱

 cos ۴α

 sin ۴α۴
۱

 
 cos ۲α

 sin ۲α۲
۱

 sinα cos α
 sinα ⇒

۸
۱
∣ ∣ sin۸α =∣ ∣ sinα ⇒∣ ∣   {

sin۸α = sinα
sin۸α = sin −α( )

۰, π[ ]

۱) sin۸α = sinα⇒    

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧۸α = ۲kπ + α⇒ α =  ⇒ α  =  

۷
۲kπ

max ۷
۶π

۸α = ۲kπ + π − α⇒ α =  ⇒ α  =  

۹
۲kπ + π

max ۹
۷π

۲) sin۸α = sin −α ⇒    ( )
⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧۸α = ۲kπ − α⇒ α =  ⇒ α  =  

۹
۲kπ

max ۹
۸π

۸α = ۲kπ + π + α⇒ α =  ⇒ α  =  

۷
۲kπ + π

max ۷
۵π

α = πsinα 

۹
۸π



نوتروفیل
  WWW.NOTRUPHIL.COM NOTRUPHIL

44/118لرنیتو 1403

گزینه 4 93

می دانیم:

حال از رابطۀ  کمک می گیریم:

جواب های موجود در بازۀ  برابر  می باشد که مجموع آن ها  است.

(sin α + cos α) = sin α + cos α + ۲sin αcos α۲ ۲ ۲ ۴ ۴ ۲ ۲

⇒ ۱ = sin α + cos α +  sin ۲α۴ ۴

۲
۱ ۲

⇒ sin α + cos α = ۱−  sin ۲α۴ ۴
۲
۱ ۲

sin α +۴ cos α =۴ ۱−  sin ۲α
۲
۱ ۲

sin x + cos x =  ⇒ ۱−  sin ۲x =  ⇒ sin ۲x = ۱۴ ۴
۲
۱

۲
۱ ۲

۲
۱ ۲

⇒ sin۲x = ±۱⇒ ۲x = kπ ±  ⇒ x =  ±  

۲
π

۲
kπ

۴
π

۰, ۲π[ ] ,  ,  ,  {
۴
π

۴
۳π

۴
۵π

۴
۷π

}۴π
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تعداد جواب ها را در دسته های مختلف به دست می آوریم:

مجموع جواب ها برابر است با:

۴ sin x sin(  −
۲
۳π

x) = ۱⇒ ۴ sin x(− cos x) = ۱

⇒ −۴ ×  sin۲x =
۲
۱

۱⇒ sin۲x = −  =
۲
۱

sin(−  )
۶
π

⇒    ⇒
⎩⎪
⎨
⎪⎧۲x = ۲kπ −  

۶
π

۲x = ۲kπ + π +  

۶
π    

⎩⎪
⎨
⎪⎧x = kπ −  (۱)

۱۲
π

x = kπ +  (۲)
۱۲
۷π

π −  +
۱۲
π

۲π −  +
۱۲
π

 +
۱۲
۷π

π +  =
۱۲
۷π

۴π + π = ۵π
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cos۳x + cos x = ۰⇒ cos۳x = − cos x ⇒ cos۳x = cos(π − x)

⇒    

⎩⎪
⎨
⎪⎧۳x = ۲kπ + π − x ⇒ ۴x = ۲kπ + π ⇒ x =  +  

۲
kπ

۴
π

۳x = ۲kπ − π + x ⇒ ۲x = ۲kπ − π ⇒ x = kπ −  

۲
π

cos x  ۰=
x =  +

۲
kπ

 

۴
π
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اگر برد دو طرف تساوی را حساب کنیم خواهیم داشت:

پس دو طرف تساوی فقط به ازای  برقرار خواهد بود.

جواب های مشترک دو معادله را پیدا می کنیم:

۲ cos(۳x) = −۲− ۵sin x۲

−۲ ≤ ۲ cos(۳x) ≤ ۲ , −۷ ≤ −۲− ۵sin x ≤۲ −۲

−۲

⎩
⎨
⎧۲ cos(۳x) = −۲⇒ cos(۳x) = −۱⇒ ۳x = (۲k − ۱)π ⇒ x = (۲k − ۱)  , k ∈ Z

۳
π

− ۲− ۵sin x = −۲⇒ sin x = ۰⇒ x = k π , k ∈ Z۲ ۲ ′ ′

{−π ,  ,  , π} ∩
۳
−π

۳
π

{−π , ۰ , π} = {−π , π}
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به کمک رابطۀ  معادله به صورت زیر تبدیل می شود:

حال طرفین رابطه را در  ضرب می کنیم:

فقط توجه داشته باشید که  ها قابل قبول نیستند.

در بازۀ  تعداد جواب های  برابر 6 تا و تعداد جواب های  برابر 8 است. معادله مجموعاً 14 ریشه دارد.

۱ + cos x = ۲cos  

۲
۲
x

۶۴cos  cos αcos ۲α =۲

۲
α ۲ ۲ ۱

sin  

۲

۲
α

۶۴sin  cos cos αcos ۲α = sin  

۲

۲
α ۲

۲
α ۲ ۲ ۲

۲
α

۱۶sin αcos αcos ۲α = sin  

۲ ۲ ۲ ۲

۲
α

۴sin ۲αcos ۲α = sin  

۲ ۲ ۲

۲
α

sin ۴α = sin  ⇒ ۴α = kπ ±  ⇒    

۲ ۲
۲
α

۲
α

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧α =  

۷
۲kπ

α =  

۹
۲kπ

kπ

[۰, ۲π]α =  

۷
۲kπ

α =  

۹
۲kπ
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جواب های بازه  برابر  است که تعداد آن ها 5 تا است.

(۱− cos x) + sin x cos۳x = ۰⇒ sin x(۱ + cos۳x) = ۰۲ ۲ ۲

⇒    

⎩
⎨
⎧ sin x = ۰⇒ x = kπ

cos۳x = −۱⇒ ۳x = (۲k + ۱)π ⇒ x = (۲k + ۱)  

۳
π

[۰, ۲π]{۰, π, ۲π,  ,  }
۳
π

۳
۵π
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راه حل اول:

بنابراین معادله چهار جواب دارد.

راه حل دوم:

باتوجه به شکل معادله چهار جواب دارد:

۴ sin(۳x) cos(۳x) = ۱⇒ ۲ sin(۳x) cos(۳x) =  

۲
۱

⇒ sin(۶x) =  =
۲
۱

sin(  )
۶
π

⇒   

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎧

۶x = ۲kπ +  ⇒ x =  +  ⇒   

۶
π

۳
kπ

۳۶
π

⎩
⎨
⎧k = ۰⇒ x =  

۳۶
π

k = ۱⇒ x =  

۳۶
۱۳π

۶x = ۲kπ + π −  ⇒ x =  +  ⇒   

۶
π

۳
kπ

۳۶
۵π

⎩⎪
⎨
⎪⎧k = ۰⇒ x =  

۳۶
۵π

k = ۱⇒ x =  

۳۶
۱۷π

۴ sin(۳x) cos(۳x) = ۱⇒ sin(۶x) =  

۲
۱

۰ ≤ x ≤  ⇒
۲
π

۰ ≤ ۶x ≤ ۳π



نوتروفیل
  WWW.NOTRUPHIL.COM NOTRUPHIL

47/118لرنیتو 1403

گزینه 4 100

sinطرفین رابطه را در  ضرب می کنیم: ۳x۲

f(x)sin ۳x = ۱۶ sin ۳x cos ۳x cos ۶x cos ۱۲x cos ۲۴x۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲

⇒ f(x) sin ۳x = ۴ sin ۶x cos ۶x cos ۱۲x cos ۲۴x۲ ۲ ۲ ۲ ۲

= sin ۱۲x cos ۱۲x cos ۲۴x۲ ۲ ۲

=  sin ۲۴x cos ۲۴x =  sin ۴۸x
۴
۱ ۲ ۲

۱۶
۱ ۲

⇒ f(x) =  

۱۶sin ۳x۲
sin ۴۸x۲

f(  ) =  =  =  

۳۶
π

۱۶ sin  

۲

۱۲
π

sin  

۲

۳۶
۴۸π

۱۶sin  

۲

۱۲
π

sin (  )۲

۳
π

۸(۱− cos  )
۶
π

 

۴
۳

=  =  =  

۴ × ۸ × (۱−  )
۲

 ۳
۳

۱۶(۲−  )۳
۳

۱۶
۳(۲ +  )۳
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 +
۱− cos θ

sinθ
 =

sinθ
۱ + cos θ

 +
۲sin  

۲

۲
θ

۲ sin  cos  

۲
θ

۲
θ

 =
۲ sin  cos  

۲
θ

۲
θ

۲cos  

۲
۲
θ

cot  +
۲
θ

cot  =
۲
θ

۲ cot  

۲
θ
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ماکزیمم  = a + b =∣ ∣   

۲
۳ باتوجه به نمودار 

b<۰
a − b =  

۲
۳

 , ۰ :(
۲
π

) f  =(
۲
π

) ۰⇒ a + b sin(  +
۲
π

 ) =
۳
π

۰⇒ a + b cos(  ) =
۳
π

۰⇒ a +  b =
۲
۱

۰

⇒ ۲a + b = ۰

⇒  ⇒ ۳a =  ⇒ a =  {a − b =  

۲
۳

۲a + b = ۰ ۲
۳

۲
۱
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دورۀ تناوب را باتوجه به نمودار به دست می آوریم:

طبق نمودار داریم:

، پس داریم: طبق نمودار، تابع در حوالی  نزولی است، بنابراین 

T =  −
۲
۹π

(−  ) =
۲
۳π

 =
۲
۱۲π

۶π

⇒ T = ۶π =  ⇒
b∣ ∣
۲π

b =∣ ∣  ⇒
۳
۱

b = ±  

۳
۱

⇒ ۲c ={
max : a + c = ۱∣ ∣
min : − a + c = −۳∣ ∣ −۲⇒ c = −۱⇒ a =∣ ∣ ۲⇒ a = ±۲

x = ۰ab < ۰

یا    ⇒  = −۶
⎩
⎨
⎧a = −۲

b =  

۳
۱

⎩
⎨
⎧a = ۲

b = −  

۳
۱

b
a
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با توجه به نمودار  است، پس:

باتوجه به نمودار تابع  است و همچنین چون ماکزیمم تابع  است، پس:

با حل دستگاه داریم:

f(π) = −  

۲
۳

−  =
۲
۳

a + b sin(π +  ) ⇒
۳
π

a + b(−  ) =
۲

 ۳
−  

۲
۳

×۲ ۲a − b  =۳ −۳ ۱( )

b > ۰ ۳

a + b =∣ ∣   ۳
b>۰

a + b =  ۲۳ ( )

  ⇒   

−۲
{

a + b =  ۳

۲a − b  = −۳۳
{
− ۲a − ۲b = −۲  ۳

۲a − b  = −۳۳

 −b(۲ +  ) = −(۳ + ۲  ) ⇒ b =  =  

+ ۳ ۳
۲ +  ۳

 (۲ +  )۳ ۳
۳
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داریم:

، پس: بنابراین 

. دورۀ تناوب تابع  و  برابر  است، پس دورۀ تناوب تابع  برابر  است، یعنی 

tanα− cot α =  −
cos α
sinα

 =
sinα
cos α

 =
sinα cos α

sin α− cos α۲ ۲
 =

 sin۲α
۲
۱
− cos ۲α

−۲ cot ۲α

tanα− cot α = −۲ cot ۲α

f x =( ) tan(πx) − cot(πx) = −۲ cot(۲πx)

tan ax( )cot ax( ) 

a∣ ∣
π

f x( ) 

۲π∣ ∣
π

 

۲
۱
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مقدار تابع در  صفر است. پس:

. به علاوه باتوجه به اینکه  می باشد، پس  است و ماکزیمم تابع زمانی رخ می دهد که بنابراین: 

 باشد.

y = a + b cos(  −
۲
π

x) = a + b sin x

−  

۶
۵π

y(−  ) =
۶
۵π

a + b sin(−  ) =
۶
۵π

a + b(−  ) =
۲
۱

۰⇒ b = ۲a

y = a + ۲a sin xy ۰ >( ) ۰a > ۰
sin x = ۱

max = ۳⇒ a + ۲a = ۳⇒ a = ۱
⇒ y = ۱ + ۲ sin x

y(  ) = ۱ + ۲(  ) = ۲
۶
π

۲
۱
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 =
x→  ۲

۱ +
lim

۱− ۲x
a + ۳[−x]

−∞⇒  =
۰−

a − ۳
−∞⇒ a − ۳ > ۰⇒ a > ۳

[  −
x→  ۲

۱
lim

a
x

x] = [  −
۲a
۱

 ]
۲
۱

a > ۳⇒ ۰ <  <
a
۱

  

۳
۱ ×  ۲

۱

۰ <  <
۲a
۱

  

۶
۱ −  ۲

۱

−  <
۲
۱

 −
۲a
۱

 <
۲
۱

−  ⇒
۳
۱

[  −
۲a
۱

 ] =
۲
۱

−۱
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y − ۰ =  (x−
m− ۰
۰− π

m) ⇒ f (x) =−۱ −  x +
m
π

π

y = −  x +
m
π

π ⇒  x =
m
π

−y + π ⇒ x = −  y +
π
m

m ⇒ f(x) = −  x +
π
m

m

  =
x→+∞
lim

−  x + m
π
m
−  x + π

m
π

  =
x→+∞
lim

−  x
π
m

−  x
m
π

 =
m۲
π۲

π ⇒ m =۲ π  

m<۰
m = −  π

گزینه 3 109

،  پس:  دقت کنید وقتی 

⇒
f(x) = −۳x

f(x) =  x
۴
۳

  =
x→−∞
lim

g(x)
∣f(x)∣

  =
x→−∞
lim

 x
۴
۳

∣ − ۳x∣
  =

x→−∞
lim

 x
۴
۳
−۳x

−۴

x → −∞−۳x →∞∣ − ۳x∣ = −۳x
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با جاگذاری  در صورت کسر به صفر می رسیم ولی پاسخ حد باید مقداری غیرصفر باشد، پس باید مخرج هم صفر شود که رفع ابهام

کسر صفر صفرم داشته باشیم:

x = ۸

۸a − b = ۰⇒ ۸a = b

 ×
x→۸
lim

b(  − ۱)
۸
x

b(  − ۲)۲ + ۳ x
 =

 + ۲۲ +  

۳ x

 + ۲۲ +  

۳ x
  

x→۸
lim

 − ۴
۲
x

 + ۲− ۴۳ x

=   ×
x→۸
lim

 − ۴
۲
x

 − ۲۳ x
 =

 + ۲  + ۴۳ x۲ ۳ x

 + ۲  + ۴۳ x۲ ۳ x
  =

x→۸
lim

۶x− ۴۸
x− ۸

  =
x→۸
lim

۶(x− ۸)
x− ۸

 

۶
۱
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(۳a, ۰), (۰, ۲a) ∈ f ⇒ شیب خط = m = −  ⇒
۳
۲

f(x) = −  x +
۳
۲

۲a

(−m, ۰), (۰, ۲m) ∈ g ⇒ شیب خط = m =′ ۲⇒ g(x) = ۲x + ۲m

 =
x→−∞
lim

∣f(x)∣
g(x)

  =
x→−∞
lim

∣ −  x + ۲a∣
۳
۲
۲x + m

  =
x→−∞
lim

− x
۳
۲
۲x

−۳

x → −∞ : −  x →
۳
۱

+∞⇒ ∣ −  x +
۳
۱

a∣ = −  x +
۳
۱

a
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صورت کسر به ازای  صفر می شود، پس باید مخرج هم به ازای  صفر شود تا حالت  و رفع ابهام داشته باشیم.

از قاعدۀ هوپیتال هم می توان برای رفع ابهام  استفاده کرد:

x = ۱x = ۱ 

۰
۰

a + b = ۰⇒ a = −b

 =
x→۱
lim

ax− a
−a  + a۲−  

۳ x
  =

x→۱
lim

x− ۱
−  + ۱۲−  

۳ x
 

۰
۰

 ×
x→۱
lim

x− ۱
−  + ۱۲−  

۳ x
 =

 + ۱۲−  

۳ x

 + ۱۲−  

۳ x
  

x→۱
lim

(x− ۱)(۱ +  )۲−  

۳ x

۱− ۲ +  

۳ x

=   ×
x→۱
lim

۲(x− ۱)
 − ۱۳ x

 =
۲(x− ۱)(  +  + ۱)۳ x۲ ۳ x

(  +  + ۱)۳ x۲ ۳ x
  =

x→۱
lim

۲(x− ۱) × ۳
x− ۱

۶
۱

 

۰
۰

  

x→۱
lim

x− ۱
−  + ۱۲−  

۳ x HOP
  =

x→۱
lim

۱

−  

۲  ۲−  

۳ x

 

۳  

۳ x۲
−۱

 

۶
۱
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را ه حل اول:

را ه حل دوم:

 =
x→۲
lim

۵x − ۱۸x + ۱۶۲
۲−  

۳ ۳x + ۲
 

۰
۰

 =
x→۲
lim

۵x − ۱۸x + ۱۶۲
۲−  

۳ ۳x + ۲
  

x→۲
lim

(۵x − ۱۸x + ۱۶)(۴ + ۲  +  )۲ ۳ ۳x + ۲ ۳ (۳x + ۲)۲
۸− (۳x + ۲)

=   =
x→۲
lim

۱۲(x− ۲)(۵x− ۸)
−۳(x− ۲)

 

۸
−۱

HOP :   =
x→۲
lim

۱۰x− ۱۸

۰−  

۳  

۳ (۳x + ۲)۲
۳

  

x→۲
lim

۱۰x− ۱۸  ( ) ۳ (۳x + ۲)۲
−۱

=  =
۲ ۴( )
−۱

 

۸
−۱
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چون  است، پس باید مخرج کسر در همسایگی  مثبت و به ازای  صفر شود. یعنی معادلۀ

 باید ریشۀ مضاعف  داشته باشد و درنتیجه:

، پس  . با مقایسۀ دو عبارت  و  نتیجه می شود که  و 

  =
x→۲
lim

x + ax + b۲
۲x− ۵

−∞x = ۲x = ۲

x +۲ ax + b = ۰x = ۲

x +۲ ax + b = x− ۲ =( )۲ x −۲ ۴x + ۴

x +۲ ax + bx −۲ ۴x + ۴a = −۴b = ۴a + b = ۰
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 ریشه مخرج است.

چون  از راست به  نزدیک می شود آن گاه  است پس مخرج از چپ به صفر نزدیک می شود.

x =  

۳
π

 −
۲
a

 =
۲

 ۳
۰⇒ a =  ⇒۳ f(x) =  

 cos x− sin x۳
x  + b۳

x 

۳
π

 cos x <۳ sin x

 =
x→(  )۳

π +
lim

 cos x− sin x۳
x  + b۳

 =
۰−

 + b
۳

 π۳

−∞⇒  +
 ۳

π
b > ۰

⇒ b >  ≃
 ۳

−π
−۱/۸۱  

b∈Z
min(b) = −۱
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تابع در همسایگی چپ صفر حد ندارد، بنابراین گزینۀ 4 درست است.

 =
x→۰+
lim

x + x∣ ∣
x − ۱۲

  =
x→۰+
lim

x + x
x − ۱۲

 =
۰+

−۱
−∞

 =
x→۰−
lim

x + x∣ ∣
x − ۱۲

  =
x→۰−
lim

صفر مطلق
x − ۱۲

تعریف نشده
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چندجمله ای  بر  بخش پذیر است، بنابراین  به ازای ریشه های  برابر صفر است.

بنابراین داریم:

اکنون باقی ماندۀ تقسیم  بر  را می خواهیم؛ یعنی باید  را محاسبه کنیم.

p(x)x −۲ ۱p(x)x −۲ ۱

x −۲ ۱ = ۰⇒ x =۲ ۱⇒ x = ۱ ,−۱

p(۱) = ۰ , p(−۱) = ۰ (∗)

Q(x)x− ۲Q(۲)

Q(x) = p(x− ۱) + p(۱− x)

x=۲
Q(۲) = p(۲− ۱) + p(۱− ۲) = p(۱) + p(−۱)

(∗)
Q(۲) = ۰ + ۰ = ۰
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چون حاصل حد یک عدد شده است، پس باید درجۀ صورت و مخرج کسر یکی باشد. بنابراین  است. همچنین طبق قاعدۀ پرتوان

داریم:

حال  را محاسبه می کنیم:

حد را رفع ابهام می کنیم.

روش اول:

روش دوم: هوپیتال

f(x) =
x→∞
lim   =

x→∞
lim

ax + ۷x − ۲۳ ۲
۴x − ۶x + ۱n ۲

۲

n = ۳

 =
x→∞
lim

ax + ۷x − ۲۳ ۲
۴x − ۶x + ۱۳ ۲

  =
x→∞
lim

ax۳
۴x۳

 =
a
۴

۲⇒ a = ۲

 f (x)
x→  ۲

۱
lim

f(x) =
x→  ۲

۱
lim   =

x→  ۲
۱

lim
۲x + ۷x − ۲۳ ۲
۴x − ۶x + ۱۳ ۲

 

۰
۰

 =
x→  ۲

۱
lim

۲x + ۷x − ۲۳ ۲
۴x − ۶x + ۱۳ ۲

  =
x→  ۲

۱
lim

 ۲x + ۸x + ۴x−  (
۲
۱

) ( ۲ )

 ۴x − ۴x− ۲x−  (
۲
۱

) ( ۲ )
 =

 

۲
۱۷
−۳

−  

۱۷
۶

    

۴x − ۶x + ۱۳ ۲

 −۴x + ۲x۳ ۲
∣
∣
∣
∣
∣

 x−  

۲
۱

۴x − ۴x− ۲۲

− ۴x + ۱۲

 ۴x − ۲x۲

− ۲x + ۱
 ۲x− ۱

۰

    

۲x + ۷x − ۲۳ ۲

 −۲x + x۳ ۲
∣
∣
∣
∣
∣

 x−  

۲
۱

۲x + ۸x + ۴۲

۸x − ۲۲

 −۸x + ۴x۲

۴x− ۲
 −۴x + ۲

۰

 =
x→  ۲

۱
lim

۲x + ۷x − ۲۳ ۲

۴x − ۶x + ۱۳ ۲
  =

x→  ۲
۱

lim
۶x + ۱۴x۲

۱۲x − ۱۲x۲
 =

 

۲
۱۷

۳− ۶
 

۱۷
−۶
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  −  =    −  

x→+∞
lim x(  +  

x + ۱
۱

x
۱

 −  

x۲
۱

x + ۱۲
۱

)
x→+∞
lim x(  

x x + ۱( )
x + x + ۱

 

x x + ۱۲ ( ۲ )
x + ۱− x۲ ۲

)

=    −  =   −  =  − ۰ =  

x→+∞
lim x(

x + x۲
۲x + ۱

 

x + x۴ ۲
۱

)
x→+∞
lim (  

x + ۱
۲x + ۱

 

x + x۳
۱

) ۲ ۲
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پرتوان ها را انتخاب می کنیم:

حاصل عبارت فوق منفی است، بنابراین باید  باشد.

توجه: از مجموع 50 جملۀ دنبالۀ حسابی با جملۀ اول 2 و قدر نسبت 2 استفاده می کنیم:

 = −۱
x→−∞
lim

a x۴۹ k

 

۵۰ (a x )(a x ) ... (a x )۲ ۲ ۴ ۴ ۱۰۰ ۱۰۰

 =   = −۱⇒ k = ۵۱
x→−∞
lim

a x۴۹ k

 

۵۰ (ax)۲+۴+...+۱۰۰

x→−∞
lim

a x۴۹ k

∣ax∣۵۱

 =   =   

x→−∞
lim

a x۴۹ ۵۱

∣ax∣۵۱

x→−∞
lim

a x۴۹ ۵۱

∣a∣ ∣x∣۵۱ ۵۱

x→−∞
lim

a x۴۹ ۵۱

∣a∣ ∣a∣ (−x)۴۹ ۲ ۵۱

= −a (  )۲

a
∣a∣ ۴۹

a > ۰

−a =۲ −۱⇒ a = ±۱  

a>۰
a = ۱

۲ + ۴ + ... + ۱۰۰ =  (۲(۲) +
۲
۵۰

۴۹(۲)) = ۲(  ) =
۲

۵۰ × ۵۱
۵۰ × ۵۱
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جواب حد یک عدد است و مخرج به ازای  صفر است، بنابراین باید صورت کسر نیز به ازای آن صفر باشد، حال داریم:

(۴−
x→۱+
lim [x])g(x) = ۶⇒  ۳g(x) =

x→۱+
lim ۶

⇒  g(x) =
x→۱+
lim ۲

 =
x→۱+
lim

∣x− ۱∣
 ax + bx + c۲

۲

x = ۱

ax +۲ bx + c = a(x− ۱)۲

⇒   =
x→۱+
lim

∣x− ۱∣
 ax + bx + c۲

  =
x→۱+
lim

∣x− ۱∣
 a(x− ۱)۲

  =
x→۱+
lim

∣x− ۱∣
 ∣x− ۱∣a

۲

⇒ a = ۴

g(x) =
x→+∞
lim   =

x→+∞
lim

∣x− ۱∣
 ∣x− ۱∣۴

۲
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راه حل اول:

راه حل دوم: برای رفع ابهام  از هوپیتال استفاده می  کنیم:

 ×  ×  

x→−۱
lim

۱ +  

۳ x
 −  ۲x + ۳ ۳x + ۴

 +  ۲x + ۳ ۳x + ۴
 +  ۲x + ۳ ۳x + ۴

۱ +  −  

۳ x۲ ۳ x

۱ +  −  

۳ x۲ ۳ x

=   = −  

x→−۱
lim

(۱ + ۱)(۱ + x)
−(x + ۱)(۱ + ۱ + ۱)

۲
۳

 

۰
۰

  =
 

۳  

۳ x۲
۱

 −  

۲  ۲x + ۳
۲

۲  ۳x + ۴
۳

=x=−۱

 

۳
۱

۱−  

۲
۳

−  

۲
۳
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 =
x→+∞
lim

x + ۲
f(x)

 ⇒
۲
۱

  =
x→+∞
lim

x + ۲
 ax + x + ۱۲

 

۲
۱

پر توان
  =

x→+∞
lim

x
 ∣x∣a

 ⇒
۲
۱

  =
x→+∞
lim

x
 xa

 ⇒
۲
۱

 =a  ⇒
۲
۱

a =  

۴
۱

[  ] ×
x→(−۱)−

lim
x
۱

 = x + x + ۱
۴
۱ ۲ −۱ ×  = (−۱) + (−۱) + ۱

۴
۱ ۲ −۱ ×  = 

۴
۱

−  

۲
۱
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با استفاده از قاعدۀ پرتوان داریم:

 =   

x→−∞
lim

x
x−  ۴x + x۲

x→−∞
lim

x
x− ۲x∣ ∣

=   = ۳
x→−∞
lim

x
x + ۲x
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راه حل اول:

با استفاده از قاعدۀ پرتوان، حاصل حد را می یابیم:

راه حل دوم:

n→ +∞⇒    

⎩
⎨
⎧۲ =  → ۰۱−۲n

۲−۱+۲n

۱

۲ → +∞۲n+۱

⇒   =
n→+∞
lim

۲ + ۳ × ۲۲n+۱ ۱−۲n

۲ − ۲۲n+۱ ۱−۲n

 

∞
∞

 =
n→+∞
lim

۲ + ۳ × ۲۲n+۱ ۱−۲n

۲ − ۲۲n+۱ ۱−۲n

  =
n→+∞
lim

۲۲n+۱
۲۲n+۱

۱

 =   =   

n→+∞
lim

۲ + ۳ × ۲۲n+۱ ۱−۲n

۲ − ۲۲n+۱ ۱−۲n

n→+∞
lim

(۲ + ۳)۲۱−۲n ۴n

(۲ − ۱)۲۱−۲n ۴n

n→+∞
lim

۲ + ۳۴n

۲ − ۱۴n

=   =  ۱−  = ۱
n→+∞
lim

(۲ + ۳)۴n

(۲ + ۳) − ۴۴n

n→+∞
lim

 

۰

 ۲ + ۳۴n
۴
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روش اول: با استفاده از قاعدۀ پرتوان داریم:

روش دوم:

توجه:

n→ +∞⇒    

⎩
⎨
⎧۳ =  → ۰−۲n+۱

۳۲n−۱
۱

۳ → +∞۲n

⇒   =  

n→+∞
lim

۲ × ۳ + ۳۲n −۲n+۱
۳ − ۳۲n −۲n+۱

∞
∞

 =
n→+∞
lim

۲ × ۳ + ۳۲n −۲n+۱
۳ − ۳۲n −۲n+۱

  =
n→+∞
lim

۲ × ۳۲n

۳۲n

 

۲
۱

 =   =   

n→+∞
lim

۲ × ۳ + ۳۲n −۲n+۱
۳ − ۳۲n −۲n+۱

n→+∞
lim

۳ (۲ × ۳ + ۱)−۲n+۱ ۴n−۱
۳ (۳ − ۱)−۲n+۱ ۴n−۱

n→+∞
lim

۲ × ۳ + ۱۴n−۱
۳ − ۱۴n−۱

=   =  

n→+∞
lim

(۲ +  )۳۴n−۱

۰

  

۳۴n−۱

۱
(۱−  )۳۴n−۱

 
 

۳۴n−۱
۱
۰

۲
۱

(n→ +∞) ⇒ (  →
۳۴n−۱
۱

۰)
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می دانیم  است، پس در نقاطی که  حاصل حد برابر صفر خواهد بود، زیرا اعداد بازۀ  را هرچه به

توان بزرگ تر برسانیم کوچک و کوچک تر می شود:

در بازۀ  تابع داده شده در نقاط  و  ناپیوسته است.

پینوشت: اگر بخواهیم با تعریف پیوستگی در نقطه پاسخ دهیم، باتوجه به اینکه در کتاب درسی نقاط ابتدا و انتهای بازۀ بسته با تعریف

پیوستگی در نقطه، ناپیوسته محسوب می شوند، 4 نقطۀ ناپیوستگی داریم. کلید سنجش دو نقطه است، پس ابتدا و انتهای بازه را با تعریف

پیوستگی در بازه، پیوسته در نظر می گیریم.

f x =( )  sin x =
n→+∞
lim ۲n ( )  (sin x )

n→+∞
lim ۲ ( ) n

۰ ≤ sin x ≤۲ ( ) ۱sin x ∈ [۰, ۱)(۰, ۱)

f x =( )  sin x =
n→+∞
lim ۲n ( )    

⎩⎪
⎨
⎪⎧۱ ; x = kπ +  

۲
π

۰ ; x  kπ +  =
۲
π

۰, ۲π[ ]x =  

۲
π

x =  

۲
۳π
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 =    = [−(۸ )] = −۹
x→(  )۲

−۱ +
lim [

x۲
−۲

]
⎣
⎢
⎡

(  )
۴
۱ −
−۲

⎦
⎥
⎤

+

 =    = [۱۲ ] = ۱۲
x→(  )۲

−۱ +
lim [

x۲
۳

]
⎣
⎢
⎡

(  )
۴
۱ −
۳

⎦
⎥
⎤

+

 =
x→(  )۲

−۱ +
lim

۲۴x + ۱۲
۱۶x + ۹

 =
(−۱۲) + ۱۲+

۱
 =

۰+

۱
+∞
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راه حل اول: ابهام  را با گویا کردن از بین می بریم:

راه حل دوم: با استفاده از هوپیتال حاصل حد را می یابیم:

 

۰
۰

 ×  =   

x→۱
lim

۲x−  ۳x + ۱
۲x− ۷  + ۵x

۲x +  ۳x + ۱
۲x +  ۳x + ۱

x→۱
lim

۴x − ۳x− ۱۲
(۲x− ۷  + ۵)(۲x +  )x ۳x + ۱

=   =   

x→۱
lim

(x− ۱)(۴x + ۱)
(  − ۱)(۲  − ۵)(۲x +  )x x ۳x + ۱

x→۱
lim

(  )(  + ۱)(۴x + ۱) − ۱x x
(  )(۲  − ۵)(۲x +  ) − ۱x x ۳x + ۱

=  =  = −۱/۲
۲ × ۵
−۳ × ۴

۱۰
−۱۲

 =  

x→۱
lim

۲x−  ۳x + ۱
۲x− ۷  + ۵x

۰
۰

   =  =  = −  = −۱/۲
HOP

x→۱
lim

۲−  

۲  ۳x + ۱
۳

۲−  

۲  x
۷

۲−  

۴
۳

۲−  

۲
۷

 

۴
۵

−  

۲
۳

۵
۶
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 =   =   

x→ −  ( ۲
۱ )−

lim
۱۶x− −  ( [

x۲
۲

])

۱۰x− ۵ +  [
x۲
۳

]

x→ −  ( ۲
۱ )−

lim
۱۶x− −۲ × ۴[ −]

۱۰x− ۵ + ۳ × ۴[ ( )−]

x→ −  ( ۲
۱ )−

lim
۱۶x− −۸[( )+]

۱۰x− ۵ + ۱۲[ −]

=   =   = =  = −∞
x→ −  ( ۲

۱ )−
lim

۱۶x− −۸( )
۱۰x− ۵ + ۱۱

x→ −  ( ۲
۱ )−

lim
۱۶x + ۸
۱۰x + ۶

−۸ + ۸( )−
−۵ + ۶

۰−
۱
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 =
x→(−۲)−

lim
x + ۲

[x] + ۳
 =

(−۲) + ۲−

 + ۳ (−۲)[ −]

−۳

 =
۰−
۰

۰
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x + ۱ < ۳ < ۲x− ۱

⇒    ∅{
x + ۱ < ۳⇒ x < ۲
۲x− ۱ > ۳⇒ ۲x > ۴⇒ x > ۲

∩
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 =
x→−∞
lim

x
 +  − xx − x + ۱۴ ۲ x + ۱۲ ۲

  =
x→−∞
lim

x
 x  + x − x∣

∣ ۲
∣
∣ ∣ ∣ ۲

  =
x→−∞
lim

x
−x

−۱
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، بنابراین: طبق صورت سؤال نتیجه می گیریم که 

باقی ماندۀ تقسیم  بر  برابر با  است، پس داریم:

P (  ) =
۲
۱

۰

۲(  ) + a(  ) + ۲(  ) − ۳(  ) = ۰⇒ ۲(  ) + a(  ) +  −  = ۰
۲
۱ ۴

۲
۱ ۳

۲
۱ ۲

۲
۱

۱۶
۱

۸
۱

۲
۱

۲
۳

⇒  + − ۱ = ۰⇒ a = ۷
۸
۱

۸
a

P (x)x + ۲P (−۲)

P (x) = ۲x + ۷x + ۲x − ۳x۴ ۳ ۲

⇒ P (−۲) = ۲(−۲) + ۷(−۲) + ۲(−۲) − ۳(−۲) = ۳۲− ۵۶ + ۸ + ۶ = −۱۰۴ ۳ ۲
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. باقی ماندۀ تقسیم  بر  برابر 3 است، پس 

. باقی ماندۀ تقسیم  بر  برابر 1 است، پس 

حال باقی  ماندۀ تقسیم  بر  را می خواهیم، بنابراین  را در آن جایگذاری می کنیم:

p(x)x− ۴p(۴) = ۳
p(x)x + ۲p(−۲) = ۱

p(x ) +۲ ۴p(−x)x− ۲x = ۲

p(x ) +۲ ۴p(−x) = p(۲ ) +۲ ۴p(−۲)

= p(۴) + ۴p(−۲) = ۳ + ۴ × ۱ = ۷
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با استفاده از قاعدۀ پرتوان داریم:

حال حد را رفع ابهام می کنیم:

روش اول:

روش دوم: (هوپیتال)

 =
x→∞
lim

۴x − ۱۲n

ax−  

۳ x − ۱۲
  =

x→∞
lim

۴xn

ax
 

۶
۱

⇒ n = ۱⇒   =
x→∞
lim

۴x
ax

 =
۴
a

 ⇒
۶
۱

a =  

۳
۲

f(x) =
x→۳
lim   =

x→۳
lim

۴x− ۱۲

 x−  

۳
۲ ۳ x − ۱۲

 

۰
۰

 ×
x→۳
lim

۴x− ۱۲

 x−  

۳
۲ ۳ x − ۱۲

 

 x +  x  + (  )
۹
۴ ۲

۳
۲ ۳ x − ۱۲ ۳ x − ۱۲ ۲

 x +  x  + (  )
۹
۴ ۲

۳
۲ ۳ x − ۱۲ ۳ x − ۱۲ ۲

=   

x→۳
lim

(۴x− ۱۲)(  x +  x  + (  ) )
۹
۴ ۲

۳
۲ ۳ x − ۱۲ ۳ x − ۱۲ ۲

 x − x + ۱
۲۷
۸ ۳ ۲

=   

x→۳
lim

۴  (  x +  x  + (  ) )(x− ۳)
۹
۴ ۲

۳
۲ ۳ x − ۱۲ ۳ x − ۱۲ ۲

  x −  −  (x− ۳) (
۲۷
۸ ۲

۹
x

۳
۱

)

=  =
۴ × (۴ + ۲ × ۲ + ۴)

 −  −  

۳
۸

۳
۱

۳
۱

 =
۴۸
۲

 

۲۴
۱

    

 x − x + ۱
۲۷
۸ ۳ ۲

∣
∣
∣
∣
∣
∣

 x− ۳

 x −  −  

۲۷
۸ ۲

۹
x

۳
۱

−  x +  x
۲۷
۸ ۳

۹
۸ ۲

−  x + ۱
۹
۱ ۲

+  x −  x
۹
۱ ۲

۳
۱

−  x + ۱
۳
۱

+  x− ۱
۳
۱

۰

 =
x→۳
lim

۴x− ۱۲

 x−  

۳
۲ ۳ x − ۱۲

  

x→۳
lim

۴

 −  (۲x)(x − ۱)
۳
۲

۳
۱ ۲ −  ۳

۲
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=  =
۴

 − ۲ ×  

۳
۲

۴
۱

 =
۴

 

۶
۴− ۳

 

۲۴
۱
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راه حل اول:

راه حل دوم: (فراتر از کتاب)

با استفاده از قاعدۀ هوپیتال داریم:

 =
x→−۸
lim

۶(۲ +  )۳ x
x + ۱۰x + ۱۶۲

 

۰
۰

 =
x→−۸
lim

۶(۲ +  )۳ x
x + ۱۰x + ۱۶۲

  

x→−۸
lim

۶(۲ +  )(۴− ۲  +  )۳ x ۳ x ۳ x۲
(x + ۸)(x + ۲)(۴− ۲  +  )۳ x ۳ x۲

=   

x→−۸
lim

۶(x + ۸)
(x + ۸)(x + ۲)(۴− ۲  +  )۳ x ۳ x۲

=   =
x→−۸
lim

۶
(x + ۲)(۴− ۲  +  )۳ x ۳ x۲

 =
۶

−۶ × ۱۲
−۱۲

HOP :   =
x→−۸
lim

۶ ×  

۳  

۳ x۲
۱

۲x + ۱۰
 =

۶ ×  

۳ × ۴
۱

−۱۶ + ۱۰
−۶ × ۲ = −۱۲
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. حال داریم: sin(πمی دانیم  و  و  − α) = sinαcos(π − α) = − cos αcos(π + α) = − cos α

 =  =  = −∞
x→  ۳

۲π +
lim

۱ + ۲ cos x
sin x

۱ + ۲(−  )
۲
۱
−

 

۲
 ۳

۰−
 

۲
 ۳

 =  =  = +∞
x→  ۳

۲π −
lim

۱ + ۲ cos x
sin x

۱ + ۲(−  )
۲
۱

+

 

۲
 ۳

۰+

 

۲
 ۳

 =  =  = ±∞
x→  ۳

۴π ±
lim

۱ + ۲ cos x
sin x

۱ + ۲(−  )
۲
۱ ±

 

۲
−  ۳

۰±

−  

۲
 ۳
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راه حل اول: استفاده از هم ارزی:

راه حل دوم: با استفاده از اتحاد مزدوج داریم:

  x +   ax + bx + c۲
x→±∞
∼ a

∣
∣
∣
∣

۲a
b

∣
∣
∣
∣

(۲x +
x→−∞
lim  ) =۴x + x۲

 (۲x +
x→−∞
lim ۲  x +   )

∣
∣
∣
∣

۸
۱

∣
∣
∣
∣

(۲x−
x→−∞
lim ۲(x +  )) =

۸
۱

−  

۴
۱

(۲x +
x→−∞
lim  ) =۴x + x۲

  

x→−∞
lim

۲x−  ۴x + x۲

(۲x +  )(۲x−  )۴x + x۲ ۴x + x۲

=   =
x→−∞
lim

۲x−  ۴x۲
۴x − (۴x + x)۲ ۲

  =
x→−∞
lim

۲x− ۲x∣ ∣
−x

  =
x→−∞
lim

۴x
−x

−  

۴
۱
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در  و  نقطۀ گوشه ای داریم و  مشتق پذیر نیست.

در  نقطۀ گوشه ای داریم و تابع مشتق پذیر نیست! 

f x =    ( )
⎩⎪
⎨
⎪⎧− ۱ ; x ≤ −۱

x ;−۱ ≤ x ≤ ۱
۱ ; x > ۱

g x = ۱− x( ) ۲

(gof) x =( )    

⎩⎪
⎨
⎪⎧g −۱ = ۰ ; x ≤ −۱( )

۱− x ;−۱ ≤ x ≤ ۱۲

g ۱ = ۰ ; x > ۱( )

x = ۱x = −۱gof

(fog) x =    =   ( )
⎩⎪
⎨
⎪⎧− ۱ ; g x ≤ −۱( )

g x ;−۱ ≤ g x ≤ ۱( ) ( )

۱ ; g x > ۱( )
{
− ۱ ; x ≤ − یا  x ≥  ۲ ۲

۱− x ;−  ≤ x ≤  

۲ ۲ ۲

g x ≤ −۱⇒ ۱− x ≤ −۱⇒ x ≥ ۲⇒    ( ) ۲ ۲

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧x ≥  ۲
یا

x ≤ −  ۲

x = ±  ۲
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y =    

⎩⎪
⎨
⎪⎧(۴x− ۳)  ; x ≥  ax

۴
۳

− (۴x− ۳)  ; x <  ax
۴
۳

 به دلیل جملۀ صفرکننده  ⇒    

⎩⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎧y  (  ) = ۴  = ۲  

′
+ ۴
۳

a ×  

۴
۳

۳a

y  (  ) = −۴  = −۲  

′
− ۴
۳

a ×  

۴
۳

۳a

۲  −۳a (−۲  ) =۳a ۲  ⇒۶ ۴  =۳a ۲  ⇒۶ ۴ × ۳a = ۶⇒ a =  

۲
۱
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لازم است تابع در  پیوسته باشد، پس:

در ضمن مشتقات چپ و راست باید باهم برابر باشند، یعنی:

در رابطۀ  جایگذاری می کنیم:

x = a

f a =  f x =  f x( )
x→a+
lim ( )

x→a−
lim ( )

⇒ ba + c =  ⇒ ba + ac = ۱ (۱)
a
۱ ۲

b = −  ⇒
x۲
۱

b = −  ⇒
a۲
۱

a b =۲ −۱

(۱)

ba +۲ ac = ۱⇒ −۱ + ac = ۱⇒ ac = ۲
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g f (g) =′ ′ (fog)′

D  (−∞, ۰) ⇒g g(x) =  =
x + x۳ ۳

۱
 

۲x۳
۱

(fog)(x) = f(g(x)) =   =

 

۳
 −    

۲x۳
۱

∣
∣
∣
∣

۲x۳
۱

∣
∣
∣
∣

۱
=

g<۰

 

۳
 +  

۲x۳
۱

۲x۳
۱

۱
 =

۳
x۳ x

(fog) (x) =′ (x) =′ ۱
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چون خط  در  بر  مماس است، پس  و  خواهد بود.

ازطرفی چون  است، پس:

y = ۳x− ۵x = ۲g x( )g ۲ =′ ( ) ۳A ۲, ۱ ∈( ) g

  =
x→۱
lim

۲ x− ۱( )
f x − f ۱( ) ( )

 

۳
۲

 f ۱ =  ⇒ f ۱ =  

۲
۱ ′ ( )

۳
۲ ′ ( )

۳
۴

y = (fog) x ⇒ y = g x f g x ⇒ y ۲ = g ۲ f g ۲( ) ′ ′ ( ) ′ ( ( )) ′ ( ) ′ ( ) ′ ( ( ))

⇒ y ۲ =′ ( ) ۳f ۱ =′ ( ) ۳ ×  =
۳
۴

۴

گزینه 1 145

,A(αنقاط تماس را  و  فرض می کنیم. چون مماس های رسم شده در این نقاط بر هم عمود هستند، داریم: α −۲ ۱)B(−α, α −۲ ۱)

f (α) × f (−α) = −۱ (∗)′ ′

f(x) = x − ۱⇒ f (x) = ۲x۲ ′

 (۲α) × (−۲α) = −۱⇒ ۴α = ۱⇒ α = ±  

(∗) ۲
۲
۱

f(  ) + f(−  ) =  − ۱ +  − ۱ = −  

۲
۱

۲
۱

۴
۱

۴
۱

۲
۳
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راه حل دوم: از قاعدۀ هوپیتال نیز می  توان برای به دست آوردن حد استفاده کرد.

f(x) = (x− ۴)  ⇒ f (x) =  + (x− ۴)  

۳ x + ۳ ′ ۳ x + ۳
۳  

۳ (x + ۳)۲
۱

f(۵) = ۲ , f (۵) =  

′

۱۲
۲۵

 =   

h→۰
lim

h(۵− h)
f (۵− h) − ۳f(۵− h) + ۲۲

h→۰
lim

h(۵− h)
(f(۵− h) − ۱)(f(۵− h) − ۲)

 ×   

h→۰
lim

(۵− h)
f(۵− h) − ۱

h→۰
lim

−h
−(f(۵− h) − ۲)

= (  )(−f (۵)) =  × (−  ) =  

۵
f(۵) − ۱ ′

۵
۱

۱۲
۲۵

۱۲
−۵
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 آهنگ تغ�ر متوسط  = −۱۱⇒  =
۰− (−۱)

f(۰) − f(−۱)
−۱۱⇒ ۱− ۸(۱− a) = −۱۱

⇒ ۸(۱− a) = ۱۲⇒ ۱− a =  ⇒
۲
۳

a = −  

۲
۱

f(x) = (x + ۱) (۱−۲ ۳
 )
۲
x

f (x) =′ ۳(۲x)(x + ۱) (۱−۲ ۲
 ) −
۲
x

 (x + ۱)
۲
۱ ۲ ۳

f (−۲a) =′ f (۱) =′ ۳ × ۲ × ۴ ×  −
۲
۱

 ×
۲
۱

۸ = ۱۲− ۴ = ۸
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باید معادلۀ (1) ریشۀ مضاعف مثبت داشته باشد، بنابراین  است.

۷y − x = ۵⇒ y =  

۷
x + ۵

 =
۳x + ۱
ax− ۱

 ⇒
۷

x + ۵
۳x +۲ ۱۵x + x + ۵ = ۷ax− ۷

⇒ ۳x +۲ (۱۶− ۷a)x + ۱۲ = ۰ (۱)

Δ = ۰⇒ (۱۶− ۷a) −۲ ۱۲ =۲ ۰⇒ (۱۶− ۷a) =۲ ۱۲ ⇒۲   {
۱۶− ۷a = ۱۲
۱۶− ۷a = −۱۲

۱۶− ۷a < ۰

۱۶− ۷a = −۱۲⇒ ۷a = ۲۸⇒ a = ۴
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ابتدا توابع  و  را به هم تقسیم می کنیم:

از عبارت بالا مشتق می گیریم:

یعنی حاصل عبارت خواسته شده همواره بر روی تمام نقاط صفر است.

fg

 =
g
f

 ⇒
 

 +  x + ۸ x
۱

 −  x + ۸ x
 =

g
f

x + ۸− x ⇒  =
g
f

۸

 =
g۲

f ⋅ g − g ⋅ f′ ′
۰⇒ f ⋅′ g − g ⋅′ f = ۰
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f(x) =   {
ax + bx + a − b ; x ≥ k۲

۲ax + b ; x < k

f(x) = f(k) ⇒ ak + bk + a − b = ۲ak + b
x→k
lim ۲

⇒ ak + (b− ۲a)k + a − ۲b = ۰ (۱)۲

f (x) =   

′ {
۲ax + b ; x ≥ k

۲a ; x < k

f  (k) = f  (k) ⇒ ۲ak + b = ۲a (۲)′
+

′
−

(۱) , (۲) : ak + (۲a − ۲ak − ۲a)k + a − ۲(۲a − ۲ak) = ۰۲

⇒ ak − ۲ak + a − ۴a + ۴ak = ۰۲ ۲

⇒ −ak + ۴ak − ۳a = ۰⇒ −k + ۴k − ۳ = ۰⇒ k = ۱ ,۳۲ ۲
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g (x)f (g(x)) =′ ′ (fog) (x)′

x > ۰ : g(x) =  , x >
۲x۵
۱

۰ : f(x) =  

 

۵ ۲x

−۱

(fog)(x) = f(g(x)) −=
x>۰

 =

 

۵ ۲(  )
۲x۵
۱

۱
−x

(fog) (x) =′ −۱⇒ (fog) (  ) =′ ۵ ۳ g (  )f (g(  )) =′ ۵ ۳ ′ ۵ ۳ −۱

گزینه 1 152

ها به صورت  می باشد. اگر خط و سهمی در دو نقطه خط  را به معادلۀ  فرض می کنیم. قرینۀ سهمی نسبت به محور 

متقاطع باشند، پس:

شیب مماس ها عبارت اند از:

اگر این دو شیب بر هم عمود باشند، پس:

فاصلۀ خط  یعنی  از مبدأ برابر  یعنی 1/25 است.

dy = kxy = −x −۲ ۱

−x −۲ ۱ = k ⇒ x =۲ −k − ۱⇒ x = ±  −k − ۱

y =′ −۲x ⇒ m = ±۲  −k − ۱

−۲  ×−k − ۱ ۲  =−k − ۱ −۱⇒ ۴(−k − ۱) = ۱⇒ −k − ۱ =  ⇒
۴
۱

k = −  

۴
۵

dy = −  

۴
۵

 

۴
۵
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y = fog(x) ⇒ y =′ g (x)f (g(x))′ ′

x=۲
y (۲) =′ g (۲)f (g(۲)) ⇒′ ′ ۶ = g (۲)f (  ) ⇒′ ′

۲− ۱
۴ + ۱

۶ = g (۲)f (۵) (۱)′ ′

g(x) =  ⇒
x− ۱
۲x + ۱

g (x) =′
 =

(x− ۱)۲
۲(x− ۱) − (۲x + ۱)

 

(x− ۱)۲
−۳

⇒ g (۲) =′ −۳

(۱) : ۶ = −۳f (۵) ⇒′ f (۵) =′ −۲
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f(−۱)اطلاعات مسئله نشان می دهد که  و  است. = ۵f (−۱) =′ −  

۲
۱

g(x) =  f(x) ⇒۳ x g (x) =′
 f (x) +

۳  

۳ x۲
۱

 f (x)۳ x ′

g (−۱) =′
 f (−۱) −

۳
۱

f (−۱) =′
 ×

۳
۱

۵ +  =
۲
۱

 +
۳
۵

 =
۲
۱

 

۶
۱۳
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، عرض دو تابع را مقدار یکسانی قرار می دهد:

پس توابع به صورت  و  هستند و در  مشتق یکسانی دارند.

حال داریم:

x = ۱

۲ + b =  =
a + ۱
۱ + a

۱⇒ b = −۱

y = ۲x− ۱y =  

ax + ۱
x + a

x = ۱

y =′ ۲

y =′   

(ax + ۱)۲
۱− a۲ x=۱

 

(a + ۱)۲
۱− a۲

 =
(a + ۱)۲
۱− a۲

۲⇒  =
(a + ۱)
۱− a

۲

⇒ ۲a + ۲ = ۱− a ⇒ ۳a = −۱⇒ a =  

۳
−۱

a − b = − +
۳
۱

۱ =  

۳
۲



نوتروفیل
  WWW.NOTRUPHIL.COM NOTRUPHIL

69/118لرنیتو 1403

گزینه 3 156

چون خط مماس بر منحنی بر خط داده شده عمود است، شیب آن 2- است. حالا داریم:

۶y − ۳x = ۱⇒ y =  +
۲
x

 ⇒
۶
۱

 شیب  =  

۲
۱

y =′ ۲x− ۴⇒ ۲x− ۴ = −۲⇒ x = ۱  

 نقطه 
(۱ , ۲)
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تابع  در نقطۀ  مشتق پذیر است، هرگاه:

1) در نقطۀ  پیوسته باشد.

2) مشتق چپ و راست در نقطۀ  موجود و متناهی و باهم برابر باشند.

ابتدا شرط پیوستگی را بررسی می کنیم:

اکنون شرط مشتق پذیری را بررسی می کنیم:

f(x)x = a

x = a

x = a

f(x) =
x→(−۲)−

lim  f(x) =
x→(−۲)+

lim f(−۲)

 =
x→(−۲)−

lim ۵− ۲x  =۵− ۲(−۲) ۳

(−  x +
x→(−۲)+

lim
۲
۱ ۲ bx + c) = −  (−۲) +

۲
۱ ۲ b(−۲) + c = −۲− ۲b + c

f(−۲) =  =۵− ۲(−۲) ۳

⇒ −۲− ۲b + c = ۳⇒ −۲b + c = ۵ (∗)

f  (−۲) = f  (−۲)′
−

′
+

   

⎩⎪
⎨
⎪⎧f  (x) =  ⇒ f  (−۲) =  = −  

′
− ۲  ۵− ۲x

−۲ ′
− ۲ × ۳

−۲
۳
۱

f  (x) = −x + b⇒ f  (−۲) = ۲ + b′
+

′
+

⇒ −  =
۳
۱

۲ + b⇒ b = −   

۳
۷ (∗)

−۲(−  ) +
۳
۷

c = ۵

⇒ c = ۵−  =
۳
۱۴

 

۳
۱
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از تقسیم دو مقدار حاصل، به 1- می رسیم.

 آهنگ متوسط تابع اول  :  =  =  

 −  

۲
π

۴
π

sin  cos  − sin  cos  

۲
π

۲
۲π

۴
π

۴
۲π

 

۴
π

−۱− ۰
π
−۴

 آهنگ متوسط تابع دوم  :  

 −  

۲
π

۴
π

(sin  − cos  ) − (sin  − cos  )۴

۲
π ۴

۲
π ۴

۴
π ۴

۴
π

=  =  =  

 −  

۲
π

۴
π

(۱− ۰) − (  −  )
۴
۱

۴
۱

 

۴
π
۱

π
۴
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 =
x→۱
lim

۲(x− ۱)
۲f(x) − ۱

  =
x→۱
lim

۲(۱− ۱)

۲(  ) − ۱
۲
۱

  

۰
۰ HOP

 =
x→۱
lim

۲
۲f (x)′

 f (x)
x→۱
lim ′

f(x) =   

۲x + x− ۱۲
x  ۲

۳
مشتق

f (x) =′
 

(۲x + x− ۱)۲ ۲

 x (۲x + x− ۱) − (۴x + ۱)(x )
۲
۳

 ۲
۱ ۲  ۲

۳

x=۱
f (۱) =′

 =
(۲ + ۱− ۱)۲

 (۲ + ۱− ۱) − (۴ + ۱)(۱)
۲
۳

 =
۴
−۲

 

۲
−۱
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y =′  

(x + ۳)۲
(۲x + m)(x + ۳) − (x + mx + ۱)۲

⇒ y (۱) =′
 =

۱۶
(۲ + m)(۴) − (m + ۲)

 (۱)
۱۶

۳m + ۶

۴y − ۳x = n⇒ y =  x +
۴
۳

 ⇒
۴
n

y (۱) =′
 (۲)

۴
۳

(۱), (۲) ⇒  =
۱۶

۳m + ۶
 ⇒

۴
۳

۳m + ۶ = ۱۲⇒ ۳m = ۶⇒ m = ۲

y(۱) =   

۴
m + ۲ m=۲

y(۱) = ۱

y − ۱ =  (x−
۴
۳

۱) ⇒ ۴y − ۳x = ۱⇒ n = ۱

⇒ m + n = ۲ + ۱ = ۳
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: تابع  دورۀ تناوب ۵ دارد، پس 

g (x) = f (x + ۱) + ۳f (۳x + ۱۰)′ ′ ′

x = −۲ : g (−۲) = f (−۲ + ۱) + ۳f (۳(−۲) + ۱۰)′ ′ ′

= f (−۱) + ۳f (۴)′ ′

ff (−۱) =′ f (۴)′

g (−۲) =′ ۴f (−۱) =′ ۴ ×  =
۲
۳

۶
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تابع باید در  پیوسته باشد:

مشتق چپ و راست هم باید در این نقطه برابر باشند:

x = ۲

⇒
 f x =  =  

x→۲+
lim ( )

x→۲+
lim

ax + b
۸

۲a + b
۸

 f x =  (−x + ۶x) = −۸ + ۱۲ = ۴
x→۲−
lim ( )

x→۲−
lim ۳

 =
۲a + b
۸

۴⇒ ۲a + b = ۲

f x =′ ( )    

⎩⎪
⎨
⎪⎧

 ; x > ۲
ax + b( )۲
−۸a

− ۳x + ۶ ; x ≤ ۲۲

⇒
⎩⎪
⎨
⎪⎧f  ۲ =  =  = −۲a′

+ ( )
۲a + b( )۲
−۸a

۲۲
−۸a

f  ۲ = −۱۲ + ۶ = −۶′
− ( )

−۲a = −۶⇒ a = ۳ , b = −۴
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تابع  به صورت زیر است:

 به صورت زیر است:

سؤال گفته اگر  را بر  تقسیم کنیم، خارج قسمت  و باقی مانده  است. اتحاد تقسیم را می نویسیم:

ضرایب عبارات هم درجه را برابر قرار می دهیم:

،  و  ، سه عدد طبیعی اند. چون می خواهیم کمترین مقدار  را حساب کنیم، پس باید در رابطۀ  ،  و 

باشد، پس:

P

P x =( ) ax +۲ bx + c

P ′

P x =′ ( ) ۲ax + b

PP ′
 +
۲
x

۱−۲

P x = P x .  + ۱ + −۲ ⇒ ax + bx + c = ۲ax + b  + ۱ − ۲( ) ′ ( ) (
۲
x

) ( ) ۲ ( ) (
۲
x

)

⇒ ax + bx + c = ax + ۲a +  x + b− ۲۲ ۲ (
۲
b

) ( )

x ⇒ضرایب a = a۲

xضرایب⇒ b = ۲a +   ۲b = ۴a + b⇒ b = ۴a
۲
b ×۲

جملات درجه صفر  ⇒ c = b− ۲

abca + b + cb = ۴aa = ۱b = ۴

c = b− ۲ = ۴− ۲ = ۲

⇒ min a + b + c =( ) ۱ + ۴ + ۲ = ۷
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f x = x  ( ) ۳
 

x + ۲
۳x + ۱

⇒ f x =  +  ×  ×  × x′ ( ) ۳
 

x + ۲
۳x + ۱

۳
۱

x + ۲( )۲
۳(x + ۲) − (۳x + ۱)

 

۳ ( )
x + ۲
۳x + ۱ ۲

۱

=  +   ۲−  =  

۳
 

x + ۲
۳x + ۱

۳ x + ۲  ( )۲ ۳ (  )
x + ۲
۳x + ۱ ۲

۵x x=−۳

۴
۵

۴
۳
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پس  است.

f(x) =    

⎩
⎨
⎧  ; ۰ ≤ x < ۴x + ۶x۲

 (x − ۹x) ; ۴ ≤ x < ۸[
۴
x

] ۲

۲ < ۴⇒ f(x) =  ⇒ f (x) =  =  (I)x + ۶x۲ ′

۲  x + ۶x۲

۲x + ۶
 x + ۶x۲

x + ۳

۵ > ۴⇒ f(x) =  (x − ۹x) ,  = ۱⇒ f (x) = ۲x− ۹ (II)[
۴
x

] ۲ [
۴
۵

] ′

 f (۲) =  

(I) ′

۴
۵

 f (۵) = ۱
(II) ′

f (۲) −′ f (۵) =′
 

۴
۱
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می دانیم: 

حال باید  را حساب کنیم. در همسایگی  حاصل براکت  می شود.

(fog(x)) =′ g (x) f (g(x))′ ′

g(x) =  ⇒ g (x) =  =  

 

۳ x − ۱۲

۱ ′

 

۳ (x − ۱)۲ ۲

۳  

۳ (x − ۱)۲ ۲

−۲x

۳  

۳ (x − ۱)۲ ۴

−۲x

⇒ g (  ) =  =  =  =  = −۸  

′

 ۸
۳

۳  

۳
(  − ۱)
۸
۹ ۴

−۲ ×  

 ۸
۳

۳ ×  

۱۶
۱

 

 ۸
−۶

۳  ۸
−۶ × ۱۶

 ۲
−۱۶

۲

g(  ) =  = ۲
 ۸

۳

 

۳
 − ۱

۸
۹
۱

f (۲)′x = ۲۴

f(x) = ۱۶x + ۱⇒ f (x) = ۳۲x ⇒ f (۲) = ۶۴۲ ′ ′

(fog) (  ) = −۸  × ۶۴ = (−۱۲۸  ) × ۴′

 ۸
۳

۲ ۲
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با اطلاعات مسئله داریم:

از طرفین رابطۀ (1) مشتق می گیریم:

P (x) = (x +۲ ۲x)Q(x) + ۳x + ۱ (۱)

P (x) = (۲x + ۲)Q(x) + (x + ۲x)Q (x) + ۳′ ۲ ′

P (−۲) = −۲Q(−۲) + ۳ = −۲(۳) + ۳ = −۳′
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f(x) =   ⇒{
ax + ۵x + b ; x ≤ ۲۲

۲ax + ۵ ; x > ۲ f (x) =′
  {
۲ax + ۵ ; x ≤ ۲
۲a ; x > ۲

f  (۲) = f  (۲) ⇒ ۴a + ۵ = ۲a ⇒ a =  

′
+

′
− ۲

−۵

f(۲) =  f(x) ⇒ ۴a + ۱۰ + b = ۴a + ۵⇒ b = −۵
x→۲
lim

a + b =  − ۵ =  

۲
−۵

۲
−۱۵

گزینه 4 169

در حالتی که  وجود داشته باشد، داریم:

برای همسایگی چپ  داریم:

برای همسایگی چپ  داریم:

g(x) =  ⇒ g (x) =  =  

 x − ۱۲

۱ ′

x − ۱۲

۰−  

۲  x − ۱۲

۲x

(x − ۱)  

۲ x − ۱۲

−x

g (  ) =  = −۴  

′

۲
 ۵

 ×  

۴
۱

۲
۱

 

۲
−  ۵

۵

f ′

f(x) = (x[x]) ⇒۳ f (x) =′ ۳(x[x]) [x]۲

 

۲
 ۵

x → (  ) ⇒ g(x) =  =  =  = ۲
۲

 ۵
−

  − ۱
۴
۵−
۱

 (  )
۴
۱ −

۱

(  )
۲
۱ −
۱ +

y = (fog)(x) ⇒ y = g (x)f (g(x))′ ′ ′

 

۲
 ۵

y ((  ) ) =′

۲
 ۵
−

g (  )f (g(  ) ) =′

۲
 ۵ ′

۲
 ۵
−

(−۴  )f (۲ ) =۵ ′ + (−۴  ) ×۵ ۳(۴) ×۲ ۲ = (−۴۸  )(۸)۵
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راه حل اول: وارون تابع را حساب می کنیم، سپس از آن مشتق می گیریم:

راه حل دوم: اگر نقطه ای به طول 2 واقع بر  باشد، آنگاه متناظر با آن نقطه ای به عرض 2 واقع بر  خواهد بود.

پس نقطۀ  روی  قرار دارد.

پس شیب خط مماس بر  در نقطۀ  برابر  است.

y =  ⇒ y  − y =  + ۱⇒  (y − ۱) = y + ۱⇒  =  

 − ۱x
 + ۱x

x x x x
y − ۱
y + ۱

⇒ x = (  ) ⇒ f (x) = (  ) = g(x)
y − ۱
y + ۱ ۲

−۱
x− ۱
x + ۱ ۲

g (x) = ۲(  ) ×  ⇒ g (۲) = ۲ × ۳ ×  = −۱۲′

x− ۱
x + ۱

(x− ۱)۲
−۲ ′

۱
−۲

f−۱f

۲ =  ⇒
 − ۱x
 + ۱x

۲  −x ۲ =  +x ۱⇒ x = ۹

A(۹, ۲)f

f (x) =′
 ×

(  − ۱)x ۲
−۲

 ⇒
۲  x
۱

f (۹) =′
 ×

۴
−۲

 =
۶
۱

 

۱۲
−۱

f−۱A (۲, ۹)′−۱۲

گزینه 4 171

ابتدا تابع را ساده می کنیم:

سپس مشتق می گیریم:

f(x) =  =(
x − x۲

 

۳ x + ۲x۲
)

۳

 

(x − x)۲ ۳
x + ۲x۲

f (x) =′
 

(x − x)۲ ۶
(x + ۲x) (x − x) − ((x − x) ) (x + ۲x)۲ ′ ۲ ۳ ۲ ۳ ′ ۲

=  

(x − x)۲ ۶
(۲x + ۲)(x − x) − (۳(۲x− ۱)(x − x) )(x + ۲x)۲ ۳ ۲ ۲ ۲

f (۲) =′
 =

 

۸
۶۴

۶ ×  − ۳ × ۳ × ۴ ×  ۸ ۸
−  

۴
۱۵
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f(x) =  (
۳x + ۵
۲x− x۲

)
 ۳

۲

f (x) =′
   

۳
۲

(
۳x + ۵
۲x− x۲

)
 ۳

−۱

(
(۳x + ۵)۲

(۲− ۲x)(۳x + ۵) − ۳(۲x− x )۲
)

⇒ f (−۲) =′
   

۳
۲

(
−۶ + ۵
−۴− ۴

)
−  ۳

۱

(
(−۶ + ۵)۲

۶(−۱) − ۳(−۴− ۴)
)

=  ۸ (−۶ +
۳
۲

( )  ۳
−۱

۲۴) =  =
۳  

۳ ۸
۲ × ۱۸

۶
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ازآنجاکه این دو نمودار در یک نقطه بر یک خط مماس هستند، پس هم مقادیر و هم مشتق هایشان در این نقطه برابر است. داریم:

و نیز داریم:

y  = x ⇒ y =  +  ۱ x ′
۱ x

۲  x
x

y  = x + ax + b⇒ y = ۲x + a۲
۲ ′

۲

y  (۴) = y  (۴) ⇒ ۲ +  = ۸ + a ⇒ a = −۵′
۱

′
۲ ۴

۴

y  (۴) =۱ y  (۴) ⇒۲ ۸ = ۱۶− ۵(۴) + b⇒ ۸ = −۴ + b⇒ b = ۱۲

گزینه 4 174

باتوجه به  و  داریم:

 ۴a +
⎩
⎨
⎧f(۲) =  = ۴

۲− ۱
۲ + ۲

g(۲) = ۴a + ۲b

f (۲)=g(۲)
۲b = ۴ (۱)

⎩⎪
⎨
⎪⎧f (x) =  =  ⇒ f (۲) = −۳′

(x− ۱)۲
x− ۱− (x + ۲)

(x− ۱)۲
−۳ ′

g (x) = ۲ax + b⇒ g (۲) = ۴a + b′ ′

f (۲)=g (۲)′ ′

۴a + b = −۳ (۲)

(۱)(۲)

⇒{
۴a + ۲b = ۴
۴a + b = −۳ b = ۷
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آهنگ متوسط در بازۀ  برابر است با:

آهنگ لحظه ای نیز برابر است با:

با برابر قرار دادن این دو داریم:

y =  ۲۱− x + ۴x۲

[۵ , ۶]

 =
۶− ۵

f(۶) − f(۵)
 =

۱
 −  ۲۱− ۳۶ + ۲۴ ۲۱− ۲۵ + ۲۰

 =
۱

 −  ۹ ۱۶
−۱

y =′  =
۲  ۲۱− x + ۴x۲

−۲x + ۴
 =

  ۲ ۲۱− x + ۴x۲

 (−x + ۲)۲
 

 ۲۱− x + ۴x۲

−x + ۲

 = −۱⇒ x− ۲ = (∗)
 ۲۱− x + ۴x۲

−x + ۲
۲۱− x + ۴x۲

 x − ۴x + ۴ = ۲۱− x + ۴x ⇒ ۲x − ۸x− ۱۷ = ۰۲ به توان ۲ ۲ ۲

⇒ x =  = ۲ ±    x = ۲ +   

۴
۸ ±  ۲۰۰

۲
۵

۲ x≥۲

(∗) ۲
۵

۲
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حال  و  را به  دست آورده و معادلۀ خط مماس را می نویسیم:

معادلۀ خط مماس:

f(x) =  

 x
۵x− ۴

f(۴)f (۴)′

f(۴) =  =  = ۸
 ۴

۵ × ۴− ۴
۲
۱۶

f (x) =  ⇒ f (۴) =  =  

′

x

۵  −  (۵x− ۴)x
۲  x
۱

′

۴

۱۰−  (۱۶)
۴
۱

۲
۳

y − f(۴) = f (۴)(x− ۴) ⇒ y − ۸ =  (x− ۴)′

۲
۳

 y − ۸ =  (−۴) ⇒ y − ۸ = −۶⇒ y = ۲
عرض از مبدأ

x=۰ ۲
۳
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: آهنگ تغییر متوسط تابع در 

آهنگ تغییر لحظه ای تابع، همان مشتق است:

تفاضل مقادیر به دست آمده برابر است با:

۰, ۲[ ]

 =
۲− ۰

f ۲ − f ۰( ) ( )
 =

۲
۱۲− ۲

۵

f x =′ ( ) ۱ ×  +۴x + ۱  x + ۲  

۲  ۴x + ۱
۴

( )
x=  ۴

۳

f  =′ (
۴
۳

)  

۴
۱۹

۵−  =
۴
۱۹

 

۴
۱
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تابع  در  مشتق پذیر است، پس بایستی در  پیوسته باشد و همچنین مشتق چپ و راست تابع در  برابر باشند.

تابع  را در همسایگی چپ  (به دلیل وجود قدرمطلق) تعیین علامت می کنیم:

بنابراین با توجه به جدول تعیین علامت اگر  باشد،  است.

fx = ۲x = ۲x = ۲

f ۲ =( )  f x =
x→۲+
lim ( )  f x

x→۲−
lim ( )

⇒  ×
۲
۱

۴ + ۲a + b = ∣۴− ۴∣ ⇒  ×
۲
۱

۴ + ۲a + b = ۰

⇒ ۲a + b = −۲ ۱( )

fx = ۲

x −۲ ۲x = ۰⇒ x = ۰, ۲

۰ < x < ۲∣x −۲ ۲x∣ = ۲x− x۲

f x =( )    ⇒

⎩⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎧x − ۲x ; x < ۰۲

− x + ۲x ; ۰ ≤ x < ۲۲

 x + ax + b ; x ≥ ۲
۲
۱ ۲

f x =′ ( )    

⎩⎪
⎨
⎪⎧۲x− ۲ ; x < ۰
− ۲x + ۲ ; ۰ < x < ۲
x + a ; x ≥ ۲

f  ۲ = f  ۲ ⇒ ۲ + a = −۲ ۲ + ۲⇒ a = −۴′
+ ( ) ′

− ( ) ( )

۱  −۸ + b = −۲⇒ b = ۶( )
a=−۴

⇒ a + b = ۲
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فرض دوم مسئله، تعریف مشتق تابع  در  است:

طبق قاعدۀ زنجیره ای داریم:

ازطرفی:

درنتیجه:

f x( )x = ۲

 =
x→۲
lim

x− ۲
f x − f ۲( ) ( )

 ⇒
۳
۴

f ۲ =′ ( )  

۳
۴

g(۱) = ۱ +  =۱ ۲

(fog) (۱) =′ g (۱) ×′ f (g(۱)) =′ g (۱) ×′ f (۲) =′
 g (۱)

۳
۴ ′

g x = x +  ⇒ g x = ۱ +  ( ) x ′ ( )
۲  x
۱

 g ۱ = ۱ +  =  

x=۱ ′ ( )
۲
۱

۲
۳

(fog) (۱) =′
 g ۱ =

۳
۴ ′ ( )  ×

۳
۴

 =
۲
۳

۲
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   برابر  است، بنابراین برای به دست آوردن  کافی است  را محاسبه کنیم:

x→۴
lim

x− ۴
f(x) − f(۴)

f (۴)′
  

x→۴
lim

x− ۴
f x − f ۴( ) ( )

f (۴)′

f(x) =  ⇒
۵− ۲x
۱ +  x

f (x) =′
 

(۵− ۲x)۲

 (۵− ۲x) + ۲(۱ +  )
۲  x
۱

x

⇒ f (۴) =′
 =

(۵− ۸)۲
 (۵− ۸) + ۲(۱ + ۲)

۴
۱

 =
۹

−  + ۶
۴
۳

 =
۳۶
۲۱

 

۱۲
۷
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زمانی تابع  روی  مشتق پذیر است که در  مشتق داشته باشد.

بنابراین باید  در  پیوسته باشد و مشتق چپ و راست آن برابر باشد.

fRx = ۲
fx = ۲

f(۲) =  f(x) =
x→۲−
lim  f(x) ⇒

x→۲+
lim −۴ + ۲a + b = ۱⇒ ۲a + b = ۵ (۱)

f (x) =′
   

⎩⎪
⎨
⎪⎧−  ; x ≥ ۲

(x− ۱)۲
۱

− ۲x + a ; x < ۲

f  (۲) =′
− f  (۲) ⇒′

+ −۴ + a = −۱⇒ a = ۳

(۱) : ۶ + b = ۵⇒ b = −۱
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f(x) =  x −
۲
۱ ۲

 ⇒
x
۱

f (x) =′ x +  ⇒
x۲
۱

f (۲) =′ ۲ +  =
۴
۱

 

۴
۹

آهنگ تغ�ر متوسط :  =
Δx
Δy

 =
۴− ۱

f(۴) − f(۱)
 =

۳

(۸− ) − (  − ۱)
۴
۱

۲
۱

 =
۳

 +  

۴
۳۱

۲
۱

 

۴
۱۱

اختلاف :  −
۴
۱۱

 =
۴
۹

 =
۴
۲

۰/۵
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۰, ۴ آهنگ تغ�ر متوسط در بازۀ =  = =  =  = ۰/۳[ ]
۴− ۰

f ۴ − f ۰( ) ( )
۴− ۰

(  +  ) − (  +  )۹
۵
۱

۱
۱
۱

۴

 

۵
۶

۱۰
۳

f x =  −  

′ ( )
۲  ۲x + ۱

۲
x + ۱( )۲
۱

x = آهنگ تغ�ر لحظه ای در  = f (  ) =  −  =  −  = ۰/۵− ۰/۱۶ = ۰/۳۴
۲
۳ ′

۲
۳

۲
۱

(  )
۲
۵ ۲

۱
۲
۱

۲۵
۴

⇒ آهنگ تغ�ر متوسط−آهنگ تغ�ر لحظه ای = ۰/۳۴− ۰/۳ = ۰/۰۴
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شیب پاره خطی که ابتدا و انتهای بازه را به هم وصل می کند، پیدا می کنیم:

بنابراین شیب  خط مماس هم باید  باشد:

خطی را می خواهیم که در  بر منحنی مماس است:

f x =( )  ⇒
x + ۱
۴x− ۵

   ⇒
⎩
⎨
⎧f ۰ = −۵( )

f ۸ =  = ۳( )
۹
۲۷ m =  =

۸− ۰
۳− −۵( )

۱

۱

f x =  ⇒  = ۱⇒ x + ۱ = ۹′ ( )
x + ۱( )۲

۴(x + ۱) − ۴x− ۵( )

x + ۱( )۲
۹

( )۲

⇒   {
x + ۱ = ۳⇒ x = ۲ ق.ق
x + ۱ = −۳⇒ x = −۴ غ.ق.ق

x = ۲

f ۲ =  = ۱⇒ ۲, ۱ , m = ۱( )
۳
۳

( )

y − ۱ = ۱ x− ۲  y = −۱( )
x=۰
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،  است. تابع  در ریشه های سادۀ داخل قدرمطلق یعنی  مشتق ندارد. همچنین در ریشۀ مخرج یعنی  دامنۀ تابع 

مشتق پذیر نیست.

 دقت کنید که تعداد نقاط مشتق ناپذیری روی دامنه دو نقطه و روی  سه  نقطه است. منظور سؤال بررسی مشتق ناپذیری روی  است.

f x =( )  

x

x  x − ۲  ∣ ∣ ∣
∣ ۲

∣
∣

fR− ۰{ }f±  ۲x = ۰

RR
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fحاصل  را می خواهیم: (  )′
۴
۱

f x =  ⇒ f x =  ( )
 x

−x− ۱ ′ ( )
x

−۱(  ) −  −x− ۱x
۲  x
۱

( )

  =  = ۳
x=  ۴

۱

 

۴
۱

−  − ۱(−  )
۲
۱

۴
۵

 

۴
۱

−  +  

۲
۱

۴
۵
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کمترین فاصله را می خواهیم، بنابراین تنها فاصلۀ  تا  را در نظر می گیریم. 

نقطۀ  را روی  در نظر می گیریم:

y = − −x− [x ]۲

− x− [x ] ≥ ۰⇒ −x ≥ [x ]۲ ۲

−۱ < x < ۰⇒ ۰ < x <۲ ۱⇒ [x ] =۲ ۰⇒ y = −  −x

− <۲ x < −۱⇒ ۱ < x <۲ ۲⇒ [x ] =۲ ۱⇒ y = −  −x− ۱

⇒ f(x) =    

⎩⎪
⎨
⎪⎧
−  ; x ∈ (−۱, ۰)−x

−  ; x ∈ (−  ,−۱)−x− ۱ ۲
۰ ; x = ۰,−۱

y  ۱y  ۳

A(x,−  )−xy  ۱

A(x,−  )  AH =  (∗)−x
x−y−۱=۰

 ۱ + ۱
∣x +  − ۱∣−x

⇒ AH =  = ۰′

 ۲

∣۱ +  ∣
۲  −x
−۱

⇒ ۱−  = ۰⇒  =  ⇒ x = −  

۲  −x
۱

−x
۲
۱

۴
۱

 AH =  =  =  =  

(∗)

 ۲

∣ −  +  − ۱∣
۴
۱

 

۴
۱

 ۲

∣ −  −  ∣
۴
۱

۲
۱

۴  ۲
۳

۸
۳  ۲
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اگر  باشد  است.

h + r = ۳۲⇒ h =  

۲ ۲ ۳۲− r۲

 مساحت جانبی  : f = ۲πr × ۲h = ۴πr  = ۴π  ۳۲− r۲ ۳۲r − r۲ ۴

f = ۴π ×  = ۰  

′

۲  ۳۲r − r۲ ۴

۶۴r − ۴r۳
{

r = ۰  نادرست
r = ۴  درست 

r = ۴h = ۴

max S =( ) ۴π ۴ ۴ =( ) ( ) ۶۴π
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Δ =f (۲−m) −۲ ۲۰(m −۲ ۱) > ۰⇒ ۱۹m +۲ ۴m− ۲۴ < ۰

⇒  <
۱۹

−۲− ۲  ۱۱۵
m <  , m ∈

۱۹
−۲ + ۲  ۱۱۵

(−۱, ۱) ⇒ m ∈ (−۱, ۱)

S = α + β =  ⇒
m − ۱۲
m− ۲

S =′  =
(m − ۱)۲ ۲

m − ۱− ۲m(m− ۲)۲
۰

⇒ −m +۲ ۴m− ۱ = ۰⇒ m −۲ ۴m + ۱ = ۰⇒ m =  =
۱

۲ ±  ۴− ۱
۲ ±  ۳

⇒ m = ۲−  , Δ  >۳ f ۰ min
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در چهار بازه، تابع اکیداً نزولی است.

f(x) =  ⇒
x − ۲۲
x − ۳۴

f (x) =′
 

(x − ۲)۲ ۲
۴x (x − ۲) − ۲x(x − ۳)۳ ۲ ۴

⇒ f (x) =  =  

′

(x − ۲)۲ ۲
۲x(۲x − ۴x − x + ۳)۴ ۲ ۴

(x − ۲)۲ ۲
۲x(x − ۴x + ۳)۴ ۲

⇒ f (x) =  

′

(x − ۲)۲ ۲
۲x(x − ۱)(x − ۳)۲ ۲
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، پس: برای نزولی بودن تابع هموگرافیک فوق لازم است 

در ضمن مجانب قائم یعنی  نباید در منطقه  باشد، پس:

، یعنی دو مقدار. ، پس  پس  و طبق صورت مسئله 

y ≤′ ۰

y =  ⇒ m −m− ۲ ≤ ۰′

(x− ۱ + m)۲
m(−۱ + m) − ۲ ۲

⇒ (m + ۱)(m− ۲) ≤ ۰⇒ −۱ ≤ m ≤ ۲

x = ۱−m(۱, +∞)

۱−m ≤ ۱⇒ m ≥ ۰

۰ ≤ m ≤ ۲m  ۲=m = ۰ , ۱
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نقطۀ  را به صورت پارامتری روی تابع  انتخاب می کنیم. مساحت مستطیل را تابعی از  در نظر

می گیریم.

کافی است  را ماکزیمم کنیم.

My =  

۳ ۴− xx

S(x) = ۲x  =۳ ۴− x ۲  

۳ ۴x − x۳ ۴

۴x −۳ x۴

g(x) = ۴x −۳ x ⇒۴ g (x) =′ ۱۲x −۲ ۴x =۳ ۰  

x>۰
x = ۳

S  =max S(۳) = ۲ × ۳  =۳ ۴− ۳ ۶
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بنابراین مقدار مینیمم نسبی برابر  است.

y = x −۳ ۱۲x + ۲⇒ y =′ ۳x −۲ ۱۲ = ۰⇒ x = ±۲

−۱۴
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حداکثر  در  رخ می دهد، پس مساحت هاشورخورده برابر است با:

  

  ⇒ ∼  ⇒  =  {
C  = O = ۹۰۱

∘

=P̂ P̂
PBC
△

OPQ
△

OP
P C

OQ
BC

⇒ P C = OP ×  =  ×  =  

OQ
BC

۳
۵

۵
x

۳
x

  ⇒  ∼  ⇒  =  {
D  = O = ۹۰۱

∘

 =  Q̂ Q̂
ADQ
△

OPQ
△

OQ
DQ

OP
AD

⇒ DQ = OQ ×  = ۵ ×  = ۳x
OP
AD

 

۳
۵
x

P Q =  =  =   ۲۵ +  

۹
۲۵

 

۹
۱۰ × ۲۵

۳
۵

۱۰

CD =   −  − ۳x
۳
۵

۱۰
۳
x

S  =ABCD x × CD = x(   −
۳
۵

۱۰  −
۳
x

۳x) = −  x +
۳
۱۰ ۲

  x
۳
۵

۱۰

(S  ) =ABCD
′ −  x +

۳
۲۰

  ⇒
۳
۵

۱۰ −  x +
۳
۲۰

  =
۳
۵

۱۰ ۰

⇒ x =  =
−  

۳
۲۰

−   

۳
۵

۱۰
 

۴
 ۱۰

Sx =  

۴
 ۱۰

 x ×
۲
۱

۳x =  x =
۲
۳ ۲

 ×
۲
۳

 =
۱۶
۱۰

 

۱۶
۱۵
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f(۰) = ۴⇒ c = ۴

f (x) = ۳x + ۲ax + b′ ۲

⇒    

⎩⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎧f (۰) = ۰⇒ b = ۰′

f (x) = ۰⇒ ۳x + ۲ax = ۰⇒    

′ ۲
⎩
⎨
⎧x = ۰

x = −  

۳
۲a

f(−  ) =
۳
۲a

۰⇒ (−  ) +
۳
۲a ۳ a(−  ) +

۳
۲a ۲ ۴ = ۰

−  +
۲۷
۸a۳

 +
۹
۴a۳

۴ = ۰⇒  =
۲۷
۴a۳

−۴⇒ a =۳ −۲۷

⇒ a = −۳⇒ x  =min −  =
۳
۲a

۲
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EF = a , EG = ۲a

⇒ F G =  =a + ۴a۲ ۲
 a۵

⇒ EF × EG = EH × F G ⇒ EH =  =
 a۵

۲a × a
 

 ۵
۲a

 =
F G
CD

 ⇒
EH
EI

 =
 a۵

x
 ⇒

 

 ۵
۲a

 − y
 ۵

۲a

 =
۵
۲x

 −
 ۵

۲a
y ⇒ y = −

۵
۲a ۲

S = xy = x(  −
 ۵

۲a
 ) =

۵
۲x

 −
 ۵

۲ax
 

۵
۲x۲

S =′ ۰⇒  −
 ۵

۲a
 =

۵
۴x

۰⇒ x =  a ⇒
۲

 ۵
y =  −

 ۵
۲a

 =
۵

۲(  a)
۲

 ۵

 

 ۵
a

 =
y
x

 =
 

 ۵
a

 a
۲

 ۵

 =
۲
۵

۲/۵
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دامنۀ تابع  به صورت  است. داریم:

حال نمودار خط و منحنی را رسم می کنیم:

بنابراین به نظر می رسد کوتاه ترین فاصله مربوط به  است که منحنی به صورت  می باشد. نقطۀ دلخواه روی منحنی

به صورت  است، پس:

قدر مطلق در  اثری ندارد، پس:

پس:

f(x) =  x− [x ]۲D  =f [۰,  )۲

{
۰ ≤ x < ۱⇒ f(x) =  x

۱ ≤ x <  ⇒ f(x) =  ۲ x− ۱

y = ۲x + ۲

۰ ≤ x < ۱y =  x

A(x,  )x

AH =  =
 a + b۲ ۲

∣ax  + by  + c∣۰ ۰
 

 ۵
∣۲x−  + ۲∣x

y =′ ۰

AH =′  (۲−
 ۵

۱
 ) =

۲  x
۱

۰⇒  =x  ⇒
۴
۱

x =  

۱۶
۱

AH  =min  =
 ۵

∣  −  + ۲∣
۸
۱

۴
۱

 ×
 ۵

 

۸
۱۵

 =
۸ × ۵
۱۵  ۵

 

۸
۳  ۵
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اگر  باشد:

اگر  باشد:

اجتماع جواب های به دست آمده  است، اما جواب درست  است، زیرا  در دامنۀ تابع قرار دارد.

x ≥ ۰

f(x) = ۳  +۳ x x ⇒ f (x) =′
 +

 

۳ x۲
۱

۱ ≥ ۰⇒ x  ۰ (۱)=

x < ۰

f(x) = ۳  − x ⇒ f (x) =  − ۱ ≥ ۰⇒  ≥ ۱⇒  ≤ ۱۳ x ′

 

۳ x۲
۱

 

۳ x۲
۱ ۳ x۲

⇒ x ≤ ۱⇒ −۱ ≤ x ≤ ۱  −۱ ≤ x < ۰ (۲)۲ ∩(x<۰)

[−۱, ۰) ∪ (۰, +∞)[−۱ , +∞)x = ۰
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تابع  در  مجانب قائم دارد. پس نمی تواند در فاصلۀ  اکیداً صعودی باشد و گزینۀ 1 حذف می شود.

،  صعودی، درنتیجه  هم صعودی و مثبت است.  نزولی و درنتیجه  برای  یا 

صعودی است.  هم که صعودی است، پس  هم صعودی می شود و گزینۀ 3 و 4 حذف می شوند.

راه حل دوم:

اگر  باشد،  همواره مثبت است.

f x =( ) ۲  −x  

۲  

۳ x − ۱۲

۳

fx = ۱۰, ۱ ∪( ) ۱, +∞( )

x > ۱۰ < x < ۱x −۲ ۱۲  

۳ x − ۱۲
 

 

۳ x − ۱۲

۳
 

 

۳ x − ۱۲

−۳

۲  x۲  −x  

۲  

۳ x − ۱۲

۳

f x =′ ( )  +
 x

۱
 

 

۳ (x − ۱)۲ ۴

x

x > ۰f x′ ( )
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 پس فقط یک نقطۀ بحرانی دارد.

تذکر: ضابطۀ اول  در  مشتق ندارد، اما چون عضو دامنۀ  نیست بحرانی نمی باشد.

y =    

⎩⎪
⎨
⎪⎧  ; x ≥ ۰
۱− x۲

x

 ; x < ۰
۱ + x۲

x

⇒ y =′    

⎩⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎧

 ; x ≥ ۰⇒ y = ۰⇒ ۱ + x = ۰⇒ ریشه حقیقی ندارد
(۱− x )۲ ۲

۱− x + ۲x۲ ۲
′ ۲

 ; x < ۰⇒ y = ۰⇒ ۱− x = ۰⇒ x = −۱
(۱ + x )۲ ۲

۱ + x − ۲x۲ ۲
′ ۲

y′x = ۱f
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دامنۀ تابع  است.

پس مجموعه نقاط بحرانی  می باشد. اکنون مقادیر نقاط بحرانی را حساب می کنیم.

بنابراین  و  است. پس:

D  =f [۰,  ]
۲
a

f (x) =′
 −

۲  x
۱

 =
۲  a − ۲x

۲
۰⇒  =

 x
۱

 ⇒
 a − ۲x

۲
 =

x
۱

 

a − ۲x
۴

⇒ ۴x = a − ۲x ⇒ x =  ∈
۶
a

[۰,  ]
۲
a

{۰,  ,  }
۶
a

۲
a

f(۰) =  , f(  ) =a
۶
a

 + 

۶
a

 =a −  

۳
a

 +
 ۶

 a
 =

 ۶
۲  a

 

 ۶
۳  a

f(  ) =
۲
a

 = 

۲
a

 

 ۶
  ۳ a

max f(x) =  

 ۶
۳  a

minf(x) =  

 ۶
  ۳ a

 ×
 ۶

۳  a
 =

 ۶
  ۳ a

 ⇒۱۲  =
۶

۳a  ۳
۲  ⇒۳ a = ۴⇒ [a] = ۴
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ریشه های مشتق تابع باید 2- و صفر باشد.

پس:

حال ریشه های مشتق را در تابع اصلی جایگذاری می کنیم:

y =′ ۳x +۲ ۲ax− ۲b

(۰,۰)
b = ۰

(−۲,۰)
۳(−۲) +۲ ۲a(−۲) = ۰⇒ ۱۲− ۴a = ۰⇒ a = ۳

y = x +۳ ۳x −۲ ۴

 {
 (۰,−۴)

x=۰

 (−۲, ۰)
x=−۲

فاصله
 =(−۲− ۰) + (۰ + ۴)۲ ۲

 =۴ + ۱۶  =۲۰ ۲  ۵
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چون طول پاره خط مدنظر است، پس مثبت درنظر می گیریم.

تذکر: با استفاده از مشتق  نیز می توان به جواب رسید.

A نقطه : a, a( ۲)

A نقطه : a , a′ ( ۲ )

y = x با f ⇒تقاطع x = x ⇒  ⇒ a ∈ ۰, ۱۲ {
x = ۰
x = ۱ ( )

AA =  =   a − a  

′ a − a + a − a( ۲ )۲ ( ۲)۲ ۲ ∣
∣ ۲

∣
∣

  a − a = −  a +  a
a∈ ۰,۱( ) ۲ ( ۲) ۲ ۲ ۲

  = −  =  = −  = −  

max

۴a
−Δ

۴ −  ( ۲)

 − ۰۲
۲

−۴  ۲
۲

۲  ۲
۱

۴
 ۲

AA′
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،  و  تغییر علامت می دهد. تابع  در سه نقطۀ 

g(x) =  =  

x − ۱۲
x (x − ۴)۲ ۲

x − ۱۲
x − ۴x۴ ۲

g (x) =  

′

(x − ۱)۲ ۲
(۴x − ۸x)(x − ۱) − ۲x(x − ۴x )۳ ۲ ۴ ۲

=  =  

(x − ۱)۲ ۲
۲x[(۲x − ۴)(x − ۱) − x + ۴x ]۲ ۲ ۴ ۲

(x − ۱)۲ ۲
۲x(x − ۲x + ۴)۴ ۲

f(x) =   ⇒ f (x) =   {
g(x) ; ∣x∣ ≥ ۲
− g(x) ; ∣x∣ < ۲

′ {
g (x) ; ∣x∣ > ۲′

− g (x) ; ∣x∣ < ۲′

f ′x = ۲x = −۲x = ۰
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نقطۀ  را روی منحنی در نظر می گیریم. فاصلۀ نقطۀ  را از نقطۀ  محاسبه می کنیم:

برای به دست آوردن کمترین فاصله، از  مشتق می گیریم:

. درنتیجه داریم: کمترین فاصلۀ نقطۀ  از منحنی، برابر است با فاصلۀ دو نقطۀ  و 

B(x,  )۲x + ۷A(۵, ۰)B

AB =  (x− ۵) + (  − ۰)۲ ۲x + ۷
۲

=  =x − ۱۰x + ۲۵ + ۲x + ۷۲
 x − ۸x + ۳۲۲

AB

(AB) =′  =
۲  x − ۸x + ۳۲۲

۲x− ۸
 

 x − ۸x + ۳۲۲

x− ۴

(AB) =′ ۰⇒ x = ۴⇒ B(۴,  )۱۵

AAB

A(۵, ۰), B(۴,  ) ⇒۱۵ AB =  =(۵− ۴) + (۰−  )۲ ۱۵
۲

۴
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باتوجه به معادله باید  باشد، یعنی: 

حال معادلۀ (*) را حل می کنیم. ابتدا به توان 2 می رسانیم:

حال فاصلۀ نقطۀ  را از نیمساز ناحیۀ اول یعنی  به دست می آوریم:

f (x) =′ ۱ +  =
۲  ۴x− x۲
۴− ۲x

۰

⇒ −  =
 ۴x− x۲

۲− x
۱⇒  =۴x− x۲ x− ۲ (∗)

x− ۲ ≥ ۰x ≥ ۲

۴x− x =۲ x −۲ ۴x + ۴⇒ ۲x −۲ ۸x + ۴ = ۰

⇒ x −۲ ۴x + ۲ = ۰⇒ Δ = ۱۶− ۸ = ۸

⇒    

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧x =  = ۲ + قابل قبول  

۲
۴ + ۲  ۲

۲

x =  = ۲−  (x ≥ ۲ (غیرقابل قبول زیرا 
۲

۴− ۲  ۲
۲

⇒ f(۲ +  ) =۲ ۲ +  +۲  ۴(۲ +  ) − (۲ +  )۲ ۲
۲

= ۲ +  +۲  =۲ ۲ + ۲  ۲

⇒ A(۲ +  , ۲ +۲ ۲  ) ۲ماکزیمم نسبی 

Ay = x

x− y = ۰

⇒ d =  =
 a + b۲ ۲

ax  + by  + c∣ ۰ ۰ ∣
 =

 ۱ + ۱
 ۲ +  − ۲− ۲   ∣

∣ ۲ ۲∣
∣

 =
 ۲
 ۲

۱
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طول ضلع قاعده را  و ارتفاع را  می نامیم، داریم:

مقدار حلب برابر  است:

مشتق می گیریم و برابر صفر می گذاریم:

پس مقدار حلب برابر 12 است.

ah

V = a h =۲ ۴⇒ h =  

a۲
۴

۴ah + a۲

S = ۴ah + a =۲
 +

a
۱۶

a۲

S =  +
a
۱۶

a ⇒۲ S =′  +
a۲
−۱۶

۲a = ۰⇒ a = ۲⇒ h = ۱

S = ۸ + ۴ = ۱۲
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ریشه های این معادله 0 و 1 هستند، پس  است. داریم:

ازطرفی چون  در تابع صدق می کند، پس  است.

y =′ ۰⇒ ۳ax +۲ ۲bx + c = ۰

c = ۰

۳ax +۲ ۲bx = ۰  

x=۱
۳a + ۲b = ۰

(۰ , ۰)d = ۰

y = ax + bx  ۱ = a + b۳ ۲ (۱ , ۱)

  ⇒   ⇒ ab = −۶{
a + b = ۱
۳a + ۲b = ۰ {

a = −۲
b = ۳
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r +۲ h =۲ (۳  ) =۳ ۲ ۲۷⇒ r =۲ ۲۷− h۲

V =  πr h =
۳
۱ ۲

 (۲۷−
۳
π

h )h =۲
 (۲۷h−

۳
π

h )۳

V =′ ۰⇒ ۲۷− ۳h =۲ ۰⇒ h =۲ ۹⇒ h = ۳

گزینه 1 210

A(−۱ , ۱) : ۱ = (−۱) ∣ − ۱∣ + ۳a(−۱) + b۲ ۲

⇒ ۱ + ۳a + b = ۱⇒ ۳a + b = ۰ (∗)

  ⇒ f(x) = −x + ۳ax + b
f (−۱) = ۰′

x = −۱ < ۰}
۳ ۲

⇒ f (x) = −۳x + ۶ax  f (−۱) = −۳− ۶a = ۰⇒ a =  

′ ۲ x=−۱ ′

۲
−۱

 ۳(  ) + b = ۰⇒ b =  

∗

۲
−۱

۲
۳

⇒  =  = −۳
a
b

 

۲
−۱

 

۲
۳
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اکسترمم های تابع در  و  رخ می دهند.

مشتق را برابر  قرار می دهیم:

2 نقطه با این ویژگی وجود دارد.

f x = ۲x − ۳x − ۱۲x + ۱⇒ f x = ۶x − ۶x− ۱۲ = ۶ x − x− ۲ = ۶ x− ۲ x + ۱( ) ۳ ۲ ′ ( ) ۲ ( ۲ ) ( ) ( )

f x = ۰⇒  

′ ( ) {
x = −۱
x = ۲

x = −۱x = ۲

f(−۱) = ۸⇒ max : −۱, ۸ f(۲) = −۱۹⇒ min : ۲,−۱۹( ) ( )

AB شیب  :  =  = −۹
−۱− ۲

۸− −۱۹( )
−۳
۲۷

−۹

f (x) =′ ۶x −۲ ۶x− ۱۲ = −۹⇒ ۶x −۲ ۶x− ۳ = ۰⇒ Δ > ۰
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تابع در بازه های  و  نزولی اکید است. طول بازه ها را حساب می کنیم:

f(x) =  ⇒ f (x) =  

x − ۸۳

x۴ ′

(x − ۸)۳ ۲
۴x (x − ۸) − ۳x x۳ ۳ ۲ ۴

⇒ f (x) =  =  

′

(x − ۸)۳ ۲
x (۴x − ۳۲− ۳x )۳ ۳ ۳

(x − ۸)۳ ۲
x (x − ۳۲)۳ ۳

[۰ , ۲)(۲,  ]۳ ۳۲

۲− ۰ = ۲

 − ۲ =  − ۲ = ۲(  − ۱) ≃ ۱/۱۷۳ ۳۲ ۳ ۸ × ۴ ۳ ۴
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نقاط بحرانی تابع  را حساب می کنیم:

پس مجموعه نقاط بحرانی  خواهد بود.

کمترین مقدار تابع  خواهد بود.

f(x) = x∣۳− x ∣۲

۳− x = ۰⇒   

۲ {
x =  ∈ D۳

x = −   D۳∈

(x(۳− x )) = ۰⇒ (۳x− x ) = ۰⇒ ۳− ۳x = ۰⇒   

۲ ′ ۳ ′ ۲ {
x = ۱ ∈ D

x = −۱ ∈ D

{−۱, ۱,  ,−۱/۵}۳

f(۱) = ۲ , f(−۱) = −۲ , f(  ) = ۰۳

f(−۱/۵) = f(−  ) = −  ∣۳−  ∣ =  ×  =  

۲
۳

۲
۳

۴
۹

۲
−۳

۴
۳

۸
−۹

−۲
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نقطۀ  را  با فرض  در نظر می گیریم، دراین صورت  خواهد بود.

حال بیشترین مقدار  را حساب می کنیم:

AA(x,  )۳ −xx ∈ [۰, ۱]A (  ,−x)′ ۳ x

AA =  =  ∣  ∣′ (x−  ) × ۲۳ x
۲ ۲

g(x)

 x−  

۳ x

g(x) = x−  , x ∈ [۰, ۱]۳ x

g(x)

g (x) = ۱−  = ۰⇒ ۳  = ۱⇒  =  ⇒ x =  ⇒ x =  

′

۳  

۳ x۲
۱ ۳

x۲
۳

x۲
۳
۱ ۲

۲۷
۱

۳  ۳
۱

g(۰) = g(۱) = ۰ , g(  ) =  −  =  −  =  

۳  ۳
۱

۳  ۳
۱

۳
 

۳  ۳
۱

۳  ۳
۱

 ۳
۱

۳  ۳
−۲

max(AA ) =  ∣  ∣ =  ×  =  

′ ۲
۳  ۳
−۲

۳  ۳
۲  ۲

 ۲
 ۲

۳  ۶
۴
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f (x) =′
 =

(x + ۱)۲ ۲
(۲x + ۲)(x + ۱) − ۲x(x + ۲x− ۳)۲ ۲

۰

⇒ ۲x + ۲ (x +( ) ۲ ۱) − ۲x(x +۲ ۲x− ۳) = ۰

⇒ +۲x۳ ۲x + ۲x +۲ ۲− −۲x۳ ۴x +۲ ۶x = ۰

⇒ −۲x +۲ ۸x + ۲ = ۰⇒ x −۲ ۴x− ۱ = ۰

⇒ Δ = ۲۰⇒ x =  =
۲

۴ ± ۲  ۵
۲ ±  ۵

f(۲ +  ) =۵  

(۲ +  ) + ۱۵
۲

(۲ +  ) + ۴ + ۲  − ۳۵
۲

۵

=  =
۹ + ۴  + ۱۵

۹ + ۴  + ۲  + ۱۵ ۵
 =

۱۰ + ۴  ۵
۱۰ + ۶  ۵

 ×
۵ + ۲  ۵
۵ + ۳  ۵

 =
۵− ۲  ۵
۵− ۲  ۵

−۱ +  ۵
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در مثلث قائم الزاویه به طول اضلاع قائم  و  داریم:

از دوران مثلث حول ضلع قائمۀ آن، مخروط تشکیل می شود، بنابراین داریم:

حال برای به دست آوردن طول اضلاع قائم، از  مشتق می گیریم:

xy

x +۲ y =۲ ۱۰۰⇒ x =۲ ۱۰۰− y (∗)۲

V =  πx y  

۳
۱ ۲ (∗)

V =  π(۱۰۰−
۳
۱

y )y =۲
 (۱۰۰y −

۳
π

y )۳

V

V =′  (۱۰۰−
۳
π

۳y ) ⇒۲
 (۱۰۰−

۳
π

۳y ) =۲ ۰

⇒ ۱۰۰− ۳y =۲ ۰⇒ y =۲
 

۳
۱۰۰

⇒ x =۲ ۱۰۰− y ⇒۲ x =۲ ۱۰۰−  =
۳
۱۰۰

 =
۳

۳۰۰− ۱۰۰
 

۳
۲۰۰

⇒  =
y۲
x۲

 =
 

۳
۱۰۰

 

۳
۲۰۰

۲⇒  =
y
x

 ۲
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نمودار این تابع به  صورت زیر است:

این تابع در  مینیمم نسبی و در  ماکزیمم نسبی دارد. فاصلۀ آن  ها برابر است با:

f(x) = x∣x− ۴∣ =   {
x − ۴x ; x ≥ ۴۲

۴x− x ; x < ۴۲

(۴, ۰)(۲, ۴)

=(۲− ۴) + (۴− ۰)۲ ۲
 =۴ + ۱۶  =۲۰ ۲  ۵
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نمودار این تابع را رسم می کنیم:

 

S(x)مساحت مستطیل ساخته شده برابر  است. = x  ۱۲− x

S =′  −۱۲− x  =
۲  ۱۲− x

x
۰⇒  =

۲  ۱۲− x
۲(۱۲− x) − x

۰

۲۴− ۲x− x = ۰⇒ x = ۸⇒ S  =max ۸  =۱۲− ۸ ۱۶
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راه حل اول:

مساحت وقتی ماکزیمم است که  باشد. بنابراین: 

راه حل دوم:

sinα =  ⇒ x = ۶ sinα
۶
x

cos α =  ⇒ y = ۶ cos α
۶
y

مساحت مستطیل : S = x ۲y =( ) ۲ ۳۶ sinα cos α =( ) ۳۶ sin۲α

sin۲α = ۱S  =max ۳۶

x + y = ۳۶⇒ y =  

۲ ۲ ۳۶− x۲

S = ۲xy = ۲x  ۳۶− x۲

S = ۲  +  = ۰′ ۳۶− x۲
۲  ۳۶− x۲
−۴x۲

⇒ x = ۳۶− x ⇒ x = ۱۸⇒ x = ۳  

۲ ۲ ۲ ۲

⇒ y =  = ۳  ۱۸ ۲

S  = ۲ × ۳  × ۳  = ۳۶max ۲ ۲
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نمودار این تابع را رسم می کنیم:

باتوجه به شکل، ماکزیمم و مینیمم نسبی تابع به ترتیب برابر  و  است، پس فاصلۀ آن ها از هم برابر است با:

f x =( ) x x −∣ ∣ ۲x =   {
x − ۲x ; x ≥ ۰۲

− x − ۲x ; x < ۰۲

{
x ≥ ۰ : f (x) = ۲x− ۲ = ۰⇒ x = ۱′

x < ۰ : f (x) = −۲x− ۲ = ۰⇒ x = −۱′

−۱, ۱( )۱,−۱( )

فاصله :  =(−۱− ۱) + (۱ + ۱)۲ ۲
 =۲ + ۲۲ ۲ ۲  ۲
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OHL بر خط  عمود است.

 ×
−  − ۰
۲
۳

−  − ۳
۲
a

 =
۳
−۲

−۱

⇒  =
 

۲
۳

 + ۳
۲
a

 ⇒
۲
۳

 +
۲
a

۳ =   

۴
۹ ×۴

۲a + ۱۲ = ۹⇒ a = −  =
۲
۳

−۱/۵
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Fطبق فرض، کانون های این بیضی، نقاط  و  می باشند. بنابراین: (۳, ۰)F (−۳, ۰)′

F F = ۳− (−۳) = ۶⇒ ۲c = ۶⇒ c = ۳ (۱)′

e =  ⇒  =    =  ⇒ a = ۹ (۲)
۳
۱

a
c

۳
۱ (۱)

a
۳

۳
۱

a = b + c  ۸۱ = b + ۹⇒ b = ۷۲⇒ b = ۶  

۲ ۲ ۲ (۱),(۲) ۲ ۲ ۲

طول قطر کوچک = ۲b = ۲(۶  ) = ۱۲  ۲ ۲
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معادلۀ دو دایرۀ  و  را برابر قرار می دهیم تا طول نقاط برخورد به دست آید:

این رابطه را در معادلۀ دایرۀ  قرار می دهیم:

C(O, r) : O(−۳, ۱)

OH = O H = r =  =  =  ⇒ r = ۲  (∗)′ ′

 ۱ + ۴
∣۱− ۶∣

 ۵
۵

۵ ۵

x + y + ۶x− ۲y = a۲ ۲

r =  =  =  =  (∗∗)
۲

 ۳۶ + ۴ + ۴a
۲

 ۴۰ + ۴a
۲

۲  ۱۰ + a
۱۰ + a

۲  =  ⇒ ۱۰ + a = ۲۰⇒ a = ۱۰۵ ۱۰ + a

O(−۳, ۱)  O (۱,۳) , r =  

y=−۲x

 محور تقارن 
′ ′ ۵

⇒ C : (x− ۱) + (y − ۳) = ۵′ ۲ ۲

CC′

x + y + ۶x− ۲y − ۱۰ = (x− ۱) + (y − ۳) − ۵۲ ۲ ۲ ۲

⇒ ۸x + ۴y = ۱۵⇒ y = −۲x +  

۱۴
۱۵

C′

(x− ۱) + (−۲x +  − ۳) − ۵ = ۰۲

۴
۱۵ ۲

⇒ ۵x − ۵x−  = ۰⇒ x  + x  = −  = +  = ۱۲

۱۶
۵۵

A B a
b

۵
۵
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نقطه  را در معادله دایره جایگذاری می کنیم:

برای به دست آوردن طول کوتاه ترین وتر از روش دیگری نیز می توان استفاده کرد:

x +۲ y −۲ ۳x− ۵y +  =
۲
۱

۰

(−۱,  )
۲
۵

(−۱) +۲ (  ) −
۲
۵ ۲

۳(−۱) − ۵(  ) +
۲
۵

 =
۲
۱

۱ +  +
۴
۲۵

۳−  +
۲
۲۵

 =
۲
۱

 

۴
−۷

 طول کوتاه ترین وتر  = ۲  = 

۴
۷

 ۷

O(  ,  ) , M (−۱,  ) ⇒
۲
۳

۲
۵

۲
۵

OM =  

۲
۵

r =   =
۲
۱

۹ + ۲۵− ۲   ⇒
۲
۱

۳۲ M B =  

۲
 ۷

⇒ AB = ۲ ×  =
۲

 ۷
 ۷
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x +۲ y −۲ ۲x + ۲y − a = ۰⇒ O(۱,−۱) , r =   =
۲
۱

۴ + ۴ + ۴a  ۲ + a

x + y + ۴x− ۶y + ۶a = ۰۲ ۲

⇒ O (−۲,۳) , r =   =  

′ ′

۲
۱

۱۶ + ۳۶− ۲۴a ۱۳− ۶a

OO =′  =۴ + ۳۲ ۲ ۵

M N = ۵ +  +۲ + a  =۱۳− ۶a ۸⇒ a = ۲
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دایرۀ کوچک را  و دایرۀ بزرگ را  می نامیم. حال داریم:

، برابر شعاع دایره است و داریم: چون خط  بر دایرۀ  مماس است، فاصلۀ مرکز دایره تا خط 

چون خط  (نیمساز ربع اول و سوم) عمودمنصف  است،  بازتاب  نسبت به  (نیمساز ربع اول و سوم) می باشد، پس

 و معادلۀ دایرۀ  به صورت  است. حال معادله های دو دایره را از هم کم می کنیم تا

معادلۀ وتر مشترک آن  ها به دست آید:

در پایان، محل برخورد وتر مشترک و دایرۀ  را می یابیم:

C(O , R)C (O , ۲R)′ ′

C : x +۲ y +۲ ۶x− ۲y − r = ۰⇒ O = (−۳ , ۱) , R =  =۹ + ۱ + r ۱۰ + r

d : x− y = ۰Cd

R = ∣OH ∣ =  =
 ۱ + ۱

∣ − ۳− ۱∣
 =
 ۲

۴
۲  ⇒۲ C : (x + ۳) +۲ (y − ۱) =۲ ۸

dOO′O′Od

O =′ (۱ , −۳)C ′(x− ۱) +۲ (y + ۳) =۲ ۳۲

وتر مشترک    : x− y = −۳
C : (x + ۳) + (y − ۱) = ۸۲ ۲

C : (x− ۱) + (y + ۳) = ۳۲′ ۲ ۲ }
کم می کنیم

⇒ وتر مشترک : y = x + ۳

C

  ⇒ (x + ۳) + (x + ۲) = ۸{
y = x + ۳
(x + ۳) + (y − ۱) = ۸۲ ۲

۲ ۲

⇒ ۲x + ۱۰x + ۵ = ۰⇒ حاصل ضرب ریشه ها =  

۲

۲
۵
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درواقع چون دایرۀ  از  عبور می کند، اگر دایرۀ جدید بخواهد با دایرۀ قبلی مماس داخل باشد و از این نقطه نیز بگذرد تنها حالت آن

است که نقطۀ تماس همین نقطه باشد. درنتیجه  و  خواهد بود.

C : x +۲ y +۲ ۲y − ۳ = ۰⇒ W(۰,−۱) , r = ۲

C(۰,−۳)

W (۰,−۲)′r =′ ۱

C :′ (x− ۰) +۲ (y + ۲) =۲ ۱⇒ x +۲ y +۲ ۴y + ۳ = ۰

گزینه 2 228

دایرۀ اول:

دایرۀ دوم:

پس دو دایره متقاطع اند.

x +۲ y +۲ ۲y − ۴x = ۰ ⇒ (x− ۲) +۲ (y + ۱) =۲ ۵

O  (۲,−۱) , r  =۱ ۱  ۵

x +۲ y −۲ ۲y = ۲⇒ x +۲ (y − ۱) =۲ ۳

O  (۰, ۱) , r  =۲ ۲  ۳

O  O  =۱ ۲  =۲ + ۲۲ ۲ ۲  ⇒۲ O  O  ≃۱ ۲ ۲/۸

r  +۱ r  ≃۲ ۳/۹

∣r  −۱ r  ∣ =۲ ۰/۵

⇒ ۰/۵ < O  O  <۱ ۲ ۳/۹
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مرکز و شعاع دایره را حساب می کنیم:

W(۲,−۱) , r =  =۴ + ۱ + ۱  ۶

∣WH ∣ =  =
 ۱ + ۴

∣ − ۲ + ۲− a∣
 

 ۵
∣a∣

:WHB
Δ

۶ =  +
۴
۹

 ⇒
۵
a۲

 =
۵
a۲

 ⇒
۴
۱۵

a =۲
 ⇒

۴
۷۵

   ⇒
⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧a  =  ۱ ۲

۵  ۳

a  = −  ۲ ۲
۵  ۳

∣a  −۱ a  ∣ =۲ ۵  ۳
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Rrشعاع دایرۀ بزرگ را  و شعاع دایرۀ کوچک را  فرض می  کنیم. چون دایره  ها مماس داخل  اند، داریم:

طول خط المرکزین  = R − r  R − r = ۳/۵ =  (∗)
 فرض سوال 

۲
۷

S  = ۲۱π ⇒ S  − S  = ۲۱π ناحیۀ بین   دایره بزرگ   دایرۀ کوچک 

⇒ πR − πr = ۲۱π ⇒ R − r = ۲۱⇒ (R − r)(R + r) = ۲۱۲ ۲ ۲ ۲

  (R + r) = ۲۱⇒ R + r = ۶    

(∗)

۲
۷ (∗)

{
R + r = ۶
R − r = ۳/۵

 ۲r = ۲/۵⇒ r = ۱/۲۵
 کم می  کنیم 
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،  و  باشد، زیرا در این صورت  ،  ، یال  از مکعب زیر را در نظر می گیریم. نقطۀ موردنظر نمی تواند وسط یال های 

صفحۀ گذرنده از  و این نقطه، بر مکعب مماس می شود. ضمناً این نقطه نمی تواند وسط  باشد، زیرا در این صورت، صفحۀ گذرنده از

 و این نقطه، صفحۀ قطری مکعب خواهد بود و حجم آن را نصف می کند که خلاف فرض است. پس فرض می کنیم نقطۀ موردنظر، نقطۀ

 وسط یال  است. (دقت کنید که برای یال های  هم به همان نسبت یکسان، حجم ها تقسیم می شد). نقطۀ  را به

، از نقطۀ  هم می گذرد و مکعب را به دو نقطۀ  وسط وصل می کنیم. پس  و درنتیجه صفحۀ گذرنده از  و 

، حجم بزرگ تر را  و حجم مکعب را  فرض کنیم، داریم: منشور تقسیم می کند. حال اگر حجم کوچک تر را 

BFEFF GAEBCCG

BFDH

AB

MCDAD, EH, GHM

NHGM N ∣∣BFBFMN

V  ۱V  ۲V

V = a۳

V  = S  × CG =  (a)(  )(a) =  ۱
GFN
Δ ۲

۱
۲
a

۴
a۳

⇒ V  = V −V  =۲ ۱ ۴
۳a۳

⇒  =
V  ۲

V  ۱
 

۳
۱
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مرکز و شعاع دو دایره را یافته و آن ها را رسم می کنیم.

مطابق شکل، دایرۀ موردنظر، دایرۀ  به مرکز  و شعاع  است که معادلۀ آن را می یابیم:

C : x +۲ y −۲ ۲x = ۰⇒ O = (۱, ۰) , R =  = 

۴
۴ + ۰ + ۰

۱

C :′ x +۲ y −۲ ۸x + ۱۵ = ۰⇒ O =′ (۴, ۰) , R =′  = 

۴
۶۴ + ۰− ۴(۱۵)

۱

C′′O (  , ۰)′′
۲
۵

R =′′  

۲
۱

C :′′ (x−  ) +
۲
۵ ۲

(y − ۰) =۲ (  )
۲
۱ ۲

⇒ C :′′ x −۲ ۵x +  +
۴
۲۵

y =۲
 ⇒

۴
۱

C :′′ x +۲ y −۲ ۵x + ۶ = ۰

گزینه 2 233

⇒{
c = ۱۲
۲b = ۱۸⇒ b = ۹ a =۲ b +۲ c =۲ ۸۱ + ۱۴۴ = ۲۲۵

⇒ a = ۱۵⇒ e =  =
a
c

 =
۱۵
۱۲

 =
۵
۴

۰/۸
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ابتدا با دادن دو مقدار دلخواه  و  به معادلۀ قطرهای دایره، معادلۀ دو تا از قطرها را یافته و سپس آن  ها را قطع می  دهیم تا

مرکز دایره به دست آید:

حال چون نقطۀ  روی دایره است، فاصلۀ آن تا مرکز دایره، برابر با شعاع دایره است. بنابراین:

m = ۲m = −۱

  ⇒
m = ۲⇒ ۳y = ۶⇒ y = ۲
m = −۱⇒ −۳x = ۶⇒ x = −۲} O(−۲ , ۲)

A(−۱ , ۱)

R = ∣OA∣ =  =  (−۱ + ۲) + (۱− ۲)۲ ۲ ۲

محیط دایره = ۲πR = ۲π(  ) = ۲  π۲ ۲
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حال باتوجه به شکل زیر، داریم:

e =  ⇒ 

۳
۲

 =
a
c

 ⇒ 

۳
۲

 =
a۲
c۲

 ⇒
۳
۲

 =
a۲

a − b۲ ۲
 

۳
۲

⇒ ۱− (  ) =
a
b ۲

 ⇒
۳
۲

(  ) =
a
b ۲

 

۳
۱

⇒  =
a
b

 ⇒
 ۳

۱
 =

b
a

 ∗۳ ( )

:OAB
Δ

tan  =B̂۱   

b
a ∗( )

tan  =B̂۱  ۳

⇒  =B̂۱ ۶۰ ⇒∘ =B̂ ۲  =B̂۱ ۱۲۰∘
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طبق فرض، داریم:

   ۴۹ = ۲۴ + c
AA = ۲a = ۱۴⇒ a = ۷′

BB = ۲b = ۴  ⇒ b = ۲  

′ ۶ ۶}
a =b +c۲ ۲ ۲

۲

⇒ c = ۲۵⇒ c = ۵⇒ OF = ۵  AF = ۷− ۵ = ۲۲ OA=a=۷

OMشعاع دایره است ⇒ OM = OA = a = ۷

: ⇒فیثاغورس F M = OM −OF = ۴۹− ۲۵ = ۲۴⇒ F M = ۲  OFM
Δ ۲ ۲ ۲ ۶

: ⇒فیثاغورس AM =  =  =  = ۲  AFM
Δ

F M + F A۲ ۲ ۲۴ + ۴ ۲۸ ۷
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معادلۀ گستردۀ دو دایره را از هم کم می کنیم تا معادلۀ وتر مشترک به دست آید:

معادلۀ درجه اولی که از کم کردن معادلۀ دو دایره به دست می آید، حتما معادلۀ وتر مشترک است، چون هم یک معادلۀ درجه اول است و هم

 این خط در هر دو دایره صدق می کند.

 وتر مشترک  : x + y + ۲x− ۳ − x + y + ۲y − ۳ = ۰( ۲ ۲ ) ( ۲ ۲ )

⇒  وتر مشترک  : ۲x− ۲y = ۰⇒  وتر مشترک  : x = y

(x, y)
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فاصلۀ کانون های  و  برابر  است.

قطر کوچک برابر ۶ است، پس:

در بیضی رابطۀ  برقرار است.

F (۲,−۱)′F (۲, ۷)۲c

۲c = ∣F F ∣ =′ ۷− (−۱) =∣ ∣ ۸⇒ c = ۴

۲b = ۶⇒ b = ۳

a =۲ b +۲ c۲

a =۲ ۹ + ۱۶ = ۲۵⇒ a = ۵

خروج از مرکز =  =
a
c

 =
۵
۴

۰/۸
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باتوجه به معلومات سؤال، داریم:

پس  و چون طول شعاع دایره هم 2 واحد است، نقاط  و  روی دایره اند. پس  قطر دایره است و چون زاویۀ

 محاطی و روبه رو به قطر می باشد، قائمه است و داریم:

   

طول قطر بزرگ = ۲a = ۲  ⇒ a =  ۵ ۵
طول قطر کوچک = ۲b = ۲⇒ b = ۱

}
a =b +c۲ ۲ ۲

c = ۲

OF = OF =′ ۲FF ′F F ′

F M F ′

:MF F ′
Δ

⇒فیثاغورس M F +۲ M F =′۲ F F =′۲ ۴ =۲ ۱۶
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نکته: نقطۀ  و دایرۀ  مفروض اند. در این صورت:

ابتدا محل برخورد قطر ها را می یابیم تا مرکز دایره و فاصلۀ  از مرکز، مشخص شود:

حال فاصلۀ مرکز دایره از خط  را می یابیم تا شعاع دایره، مشخص شود:

درنهایت طبق نکتۀ فوق داریم:

MC O, R( )

Mاز دایره  کمترین فاصلۀ  = M P = OM −R∣ ∣

Mاز دایره  بیشترین فاصلۀ  = M Q = OM + R

M

⇒  ⇒ O = ۲,−۱  {
x + y = ۱
x− y = ۳ {

x = ۲
y = −۱ ( )

M= ۴,−۲( )
OM =∣ ∣  =۴ + ۱  ۵

۴x + ۳y + ۵ = ۰

R = OH =∣ ∣  =
 ۴ + ۳۲ ۲

۴ ۲ + ۳ −۱ + ۵∣ ( ) ( ) ∣
 =

۵
۱۰

۲

Mاز دایره  کمترین فاصلۀ  = OM −R =∣ ∣  −۵ ۲



نوتروفیل
  WWW.NOTRUPHIL.COM NOTRUPHIL

112/118لرنیتو 1403

گزینه 1 241

، دایره ای است که  یک قطر آن باشد. کوچک ترین دایرۀ گذرنده از  و 

حال داریم:

ABAB

ABاست. Oوسط ⇒ O =  =
۲

A + B
(−۱ , ۳)

R = ∣OA∣ =  =(۲ + ۱) + (۵− ۳)۲ ۲
 =۹ + ۴  ۱۳

⇒ دایره : (x + ۱) + (y − ۳) = ۱۳۲ ۲

 (x + ۱) + (۰− ۳) = ها۱۳ x برخورد با محور ۲ ۲

⇒ (x + ۱) = ۴⇒ x + ۱ = ±۲⇒ x = ۱ , x = −۳۲
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از مرکز دایره بر خط  عمود می کنیم، پس  و داریم:

ها، مقدار  را در معادلۀ دایره برابر با صفر قرار می دهیم: حال برای یافتن محل برخورد دایره و محور 

L : ۵x + ۱۲y − ۱۵ = ۰AH = HB =  ۲۱

∣OH ∣ =  =
 ۵ + ۱۲۲ ۲

∣۵(۱) + ۱۲(۳) − ۱۵∣
 =

۱۳
۲۶

۲

: ⇒فیثاغورس R = ۲ + (  ) = ۲۵OHA
Δ

۲ ۲ ۲۱
۲

⇒ دایره : (x− ۱) + (y − ۳) = ۲۵۲ ۲

xy

(x− ۱) + (۰− ۳) = ۲۵⇒ (x− ۱) + ۹ = ۲۵⇒ (x− ۱) = ۱۶۲ ۲ ۲ ۲

⇒ x− ۱ = ±۴⇒ x = −۳ , x = ۵
⇒ ها x نقاط برخورد با محور : (−۳ , ۰) , (۵ , ۰)
⇒ طول پاره خط حاصل = ۵− (−۳) = ۸
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مطابق شکل، باید حجم بین استوانه و مخروط را بیابیم که برابر است با:

V  −V = π(۲  ) (۵) −  π(۲  ) (۵) =  π(۲  ) استوانه(۵) مخروط ۶ ۲
۳
۱

۶ ۲
۳
۲

۶ ۲

=  π(۲۴)(۵) = ۸۰π
۳
۲
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فاصلۀ مرکز دایره از خط برابر  است. داریم:

همچنین می دانیم شعاع عمود بر وتر در دایره، وتر را نصف می کند. پس:

معادلۀ دایره را می نویسیم:

AH

AH =  =
 ۲ + −۳۲ ( )۲

۲ −۱ − ۳ ۴ + ۱∣ ( ) ( ) ∣
 =
 ۱۳

۱۳
 ۱۳

r =۲ AH +۲
 ⇒۷
۲

r =۲ ۱۳ + ۷ = ۲۰

x + ۱ + y − ۴ = ۲۰  x + ۱ + ۴ = ۲۰⇒ x + ۱ = ۱۶( )۲ ( )۲
y=۲

( )۲ ( )۲

⇒   {
x = ۳
x = −۵
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Pاحتمال آبی بودن را  در نظر می گیریم. احتمال آبی بودن مهره انتخابی از جعبه  برابر است با: (C)B

P (C) =  ×  +  ×  =  = ۰/۳۶
۱۵
۶

۱۵
۶

۱۵
۹

۱۵
۵

۲۲۵
۸۱
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با فرمول احتمال کل داریم:

۱۰ یا مجموع دو تاس۷ = {(۱, ۶), (۶, ۱), (۲, ۵), (۵, ۲), (۳, ۴)

, (۴,۳), (۴, ۶), (۶, ۴), (۵, ۵)} ⇒ عضو ۹

P (۱۰ یا (مجموع دو تاس۷ =  

۳۶
۹

P (۱۰ یا ۷ (مجموع دو تاس غیر از =  

۳۶
۲۷

 (  ×
۴
۱
۹
۳

 +
۱۰
۵

 ×
۹
۶

 ) +
۱۰
۴

 (  ×
۴
۳

۹
۴

 +
۱۰
۴

 ×
۹
۵

 ) =
۱۰
۳

 

۳۰
۱۱
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 درصد احتمال دارد امیر در رشته پزشکی قبول شود.

۰/۴ × ۰/۲۵ + ۰/۳۵ × ۰/۳ + ۰/۲۵ × ۰/۳۵ = ۰/۱ + ۰/۱۰۵ + ۰/۰۸۷۵ = ۰/۲۹۲۵

۲۹/۲۵

گزینه 1 248

با استفاده از فرمول احتمال کل داریم:

P = ۰/۴۵ × ۰/۲ + ۰/۲ × ۰/۲۵ + ۰/۳۵ × ۰/۳ = ۰/۲۴۵
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پرتاب دو سکه :    

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
جفت رو⎧ :  ⇒ یک سکه می اندازیم صفر 

۴
۱ دو سکه پشت

داشته باشیم

,پشت) (رو :  ⇒ دو سکه می اندازیم یکی پشت و یکی رو می خواهیم  :  

۴
۱ دو سکه پشت

داشته باشیم ۲
۱

(پشت,رو) :  ⇒ دو سکه می اندازیم یکی پشت و یکی رو می خواهیم  :  

۴
۱ دو سکه پشت

داشته باشیم ۲
۱

جفت پشت :  ⇒ یک سکه می اندازیم یک رو ظاهر شود  :  

۴
۱ دو سکه پشت

داشته باشیم ۲
۱

در کل :  ×
۴
۱

۰ +  ×
۴
۱

 +
۲
۱

 ×
۴
۱

 +
۲
۱

 ×
۴
۱

 =
۲
۱

 

۸
۳
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۱۴x + ۱۵x + ۱۶x = ۱⇒ x =
۴۵
۱

P (A) =  ×
۴۵
۱۴

 +
۱۴
۵

×
۴۵
۱۵

 +
۱۵
۶

 ×
۴۵
۱۶

 =
۱۶
۴

 =
۴۵

۵ + ۶ + ۴
 =

۴۵
۱۵

 

۳
۱
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احتمال خواسته شده را به صورت زیر مرحله به مرحله بررسی می کنیم:

P (A) = اگر مهرۀ خارج شده از ظرف اول سفید باشد × احتمال حداقل یک مهرۀ سفید
+ اگر مهره خارج شده از ظرف اول سیاه باشد × احتمال حداقل یک مهرۀ سفید

P (A) =  ×  +  ×  

۹
۶

 (
۱۰
۲)

 +   (
۵
۲) (

۵
۱) (

۵
۱)

۹
۳

 (
۱۰
۲)

 +   (
۴
۲) (

۴
۱) (

۶
۱)

=  × +  ×  =  =  =  =
۳
۲

۴۵
۱۰ + ۲۵

۳
۱

۴۵
۶ + ۲۴

۳ × ۴۵
۲ × ۳۵ + ۱ × ۳۰

۳ × ۴۵
۷۰ + ۳۰

۳ × ۴۵
۱۰۰

۲۷
۲۰
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شکل نمودار درختی مسئله به صورت زیر است:

احتمال خواسته شده عبارت است از:

P (A) =  ×  +  ×  +  ×  

۳
۱

 (
۹
۲)

۰
۳
۱

 (
۹
۲)

 (
۹
۲)

۳
۱

 (
۹
۲)

 +   (
۵
۲) (

۴
۱) (

۵
۱)

= ۰ +  +  ×  =  +  ×  =  × (۱ +  ) =  ×  =  

۳
۱

۳
۱

۳۶
۱۰ + ۲۰

۳
۱

۳
۱

۳۶
۳۰

۳
۱

۶
۵

۳
۱

۶
۱۱

۱۸
۱۱
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راه حل اول:

باتوجه به آنکه رنگ مهرۀ اولی که از جعبه خارج شده، مشاهده نشده است، مثل این است که مهره ای خارج نشده، پس احتمال خروج مهرۀ

سفید در انتخاب دوم  است.

راه حل دوم:

پیشامد سفید بودن کارت اول: 

پیشامد سیاه بودن کارت اول: 

پیشامد سفیدبودن کارت دوم: 

 =
۱۰
۶

۰/۶

B

B′

A

P (A) = P (B)P (A∣B) + P (B )P (A∣B ) =  × +  ×  

′ ′

۱۰
۶

۹
۵

۱۰
۴

۹
۶

=  = ۰/۶
۹۰
۵۴
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Aفرض کنید  پیشامد برنده شدن بهروز باشد، پس:

P A =  × ۰/۷ +  × ۰/۸ +  × ۰/۹( )
۱۸
۵

۱۸
۷

۱۸
۶

=  + +  =  =  

۱۸۰
۳۵

۱۸۰
۵۶

۱۸۰
۵۴

۱۸۰
۱۴۵

۳۶
۲۹
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در جعبۀ جدید در کل 12 لامپ وجود دارد. حال اگر لامپی از جعبۀ جدید انتخاب کنیم، احتمال اینکه به  ترتیب متعلق به جعبۀ اول و دوم باشد

برابر  و  است. همچنین احتمال معیوب بودن لامپ جعبۀ اول و دوم برابر  و  است. فرض کنید  پیشامد معیوب بودن لامپ

جعبۀ جدید باشد، پس:

 

۱۲
۵

 

۱۲
۷

 

۲۰
۴

 

۱۲
۳

A

P A =( )  ×
۱۲
۵

 +
۲۰
۴

 ×
۱۲
۷

 =
۱۲
۳

 +
۱۲
۱

 =
۴۸
۷

 

۴۸
۱۱


