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x

y نمودار تابع  به صورت زیر است، ضابطۀ این تابع را بیابید.  1f(x) = a cos bx + c

6

x

y

1

اگر نمودار تابع  به صورت زیر باشد، ضابطۀ تابع را بیابید.  2f(x) = a sin bx + c

ماکزیمم و مینیمم توابع زیر را بیابید.  3

 f(x) = |2 sin 3x − 4| g(x) = |4 cos 2x − (الف|3 (ب

1

22
x

y

π

4
نمودار تابع  به  صورت زیر است، ضابطۀ آن را بیابید.  4f(x) = a sin bx + c

( اگر دورة تناوب  برابر با  باشد، دورة تناوب تابع  را بیابید. (  5f(x) = 3 cos(mx) + 4π

5
g(x) = − cos(m + 2)xm > 0

الف) مقادیر ماکسیمم و مینیمم تابع  را به  دست آورید.  6

ب) معادلۀ مثلثاتی  را حل کرده، جواب هاي کلی آن را بنویسید.

y = 1 − 2 sin( x)
−π

3
cos 2α − sin α + 1 = 1

جواب کلی معادلۀ مثلثاتی  را بیابید.  7sin 3x + sin 5x = 0

جوابهاي کلی معادلۀ زیر را بیابید.  8

πx + πx = 0sin3 cos3

معادلات زیر را حل کنید.  9

  

 

2 cos 2x − = 03
−−

(الف√

 2 cos 3x + 1 = (ب0

1



دورة تناوب، ماکزیمم و مینیمم توابع زیر را بیابید.  10

 1) f(x) = 4 sin 5x 2) g(x) = − cos( x)
3
2

1
4

درست یا نادرست بودن جملات زیر را مشخص کنید.  11

الف) مینیمم تابع  برابر با یک است.
ب) تابع تانژانت در دامنه اش صعودي است.
y = −3 cos(πx) + 2

اگر  و  باشد حاصل  را بیابید.    12tan(α − ) = − 1
β

2
3
−−

√tan(α + ) = + 1
β

2
3
−−

√tan 2β(0 ≤ α , β ≤ )
π

2

اگر  و  باشد حاصل  را بیابید.  13sin x ⋅ sin y =
3
4

tan x ⋅ tan y = 3tan(x − y)

اگر   و  باشد حاصل  و  را بیابید.      14α + β =
π

4
tan α ⋅ tan β =

1
6

tan αtan β(0 ≤ α < β ≤ )
π

2

، آنگاه حدود  را بیابید. اگر  و   15< α <
π

3
5π

6
tan α =

2m − 1
3

m

اگر  و  آنگاه حدود  را بیابید.  16tan x = 2m − 1≤ x ≤
π

3
π

2
m

( اگر دورة تناوب تابع  برابر با  باشد، دورة تناوب تابع  را بیابید. (  17f(x) = 3cos(mx − )
π

4
π

7
g(x) = sin(mx − x + )

π

6
m > 0

x

y

3
5

3
π

3
π4

نمودار تابع  به صورت زیر است، ضابطۀ تابع را بیابید.  18f(x) = a sin bx + c

ماکزیمم و مینیمم توابع زیر را بیابید.  19

 f(x) = 3 2x − 6 g(x) = −π 4x (الف− cos2 (ب cos3 π

2
معادلۀ مثلثاتی زیر را حل کرده و جواب هاي واقع در بازة  را بیابید.  20[0, 2π]

sin x + x =cos2 1
4

معادلات مثلثاتی زیر را حل کنید.  21

 

 

 2 3x + cos 3x = 0cos2الف)

 sin 5x + cos 3x = (ب0

ماکزیمم و مینیمم توابع زیر را بیابید.  22

 f(x) = 2 x − 5 g(x) = −3 2x + (الف10 sin4 (ب sin5

معادلۀ مثلثاتی زیر را حل کنید.  23

4 x − 2( + 1) sin x + = 0sin2 2
−−

√ 2
−−

√

جواب هاي کلی معادلۀ مثلثاتی زیر را بیابید.  24

cos(4x + ) + sin 3x = 0π

4
2
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معادلات مثلثاتی زیر را حل کنید.  25

 

 

 2 x − sin x = 0sin2 2
−−

(الف√

 2 x − cos x = 0cos2 3
−−

(ب√

( اگر دورة تناوب تابع  برابر با  باشد، مینیمم و ماکزیمم تابع را بیابید. (  26f(x) = m cos(mx) + 3
π

4
m > 0

( اگر دورة تناوب تابع  برابر  باشد، ماکزیمم تابع را بیابید. (  27f(x) = sin(mx) + m4πm > 0

6

x

y

3
π5

نمودار تابع  به صورت زیر است، ضابطۀ آن را بیابید.  28f(x) = a cos bx + c

معادلۀ مثلثاتی  را حل کرده و جواب هاي بین صفر و  آن را به دست آورید.  29cos 2x − cos x + 1 = 02π

1
2
3

1 5
2

x

y اگر نمودار تابع  به صورت زیر باشد، ضابطۀ آن را بنویسید.  30f(x) = a sin bx + c

معادلات زیر را حل کنید.  31

 

 

sin 2x + 3 cos x = (الف0

4 sin( ) cos( ) = 1
x

2
x

2
(ب

، دورة تناوب و نسبت ماکزیمم تابع به مینیمم آن را بیابید. در تابع   32f(x) = cos( x) − 12
−−

√ 1
3

دورة تناوب، ماکزیمم و مینیمم توابع زیر را بیابید.  33

 f(x) = sin(2πx) − 1 g(x) = π cos( x) (الف+ 3
−−

√ (الف
π

2
π

2
دورة تناوب، ماکزیمم و مینیمم توابع زیر را بیابید.  34

f(x) = 5 sin(6x) − 7

g(x) = cos(3x) + 4
1
2

35  معادلات زیر را حل کنید.

sin x + cos x = 1 [0, 2π]
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sin 2x + cos x = 0

(x + ) =cos4 π

2
1
4

2 sin(3πx) = 3
−−

√

4 cos 2x − 8 cos x + 4 = 0

معادلات زیر را حل کنید.  36

tan 2x = 3 tan x

x − x + 1 = tan xtan3 tan2

x − 2 x − 3 = 0tan4 tan2

cos 3x = 4 xcos2

sin 3x + 2 cos 2x = 2

هریک از عبارات داده شده را برحسب  بنویسید.  37tan
x

2

1 + cos x

sin x

1 + cos x

1 − cos x

sin x

1 + sin x

معادلات زیر را حل کنید.  38

sin = sin 3x
π

2

cos 2x − cos x + 1 = 0

cos x = cos 2x

cos 2x − sin x + 1 = 1

4
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x − sin x =cos2 1
4

sin x − cos 2x = 0

tan(2x − 1) = 0

tan 3x = tan πx

معادلۀ مثلثاتی  را حل کنید.  39sin 3x = sin 2x

معادلۀ  را حل کنید.  40cos 2x + cos x + 1 = 0

، مقدار ماکزیمم آن  و مقدار مینیمم آن  باشد. ضابطۀ تابعی به فرم  را بنویسید که دورة تناوب آن   41y = a sin bx + cπ3−3

مثلثی با مساحت  سانتی متر مربع مفروض است. اگر اندازة دو ضلع آن به ترتیب  و  سانتی متر باشند، آنگاه چند مثلث با این خاصیت ها  42
می توان ساخت؟

326

با توجه به محورهاي سینوس و تانژانت، در موارد زیر مقادیر  و  را با هم مقایسه کنید:  43

الف)                      ب)  

sin αtan α

0 < α <
π

2
< α < 2π

3π

2

5
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هریک از توابع داده شده را با نمودارهاي زیر نظیر کنید.  44

الف)                ب)                پ)                ت) 

 

π-π-2 π π2 π3 π4π-3π-4

2
1

3
4

-1

y

x

π-π-2 π π2 π3 π4π-3π-4

2
1

3

-1

y

x

π-π-2 π π2 π3 π4π-3π-4

2
1

3

-1

y

x

π- 0π-3π

y

x

-1

1
2

-4 π-2 π3π π2 π4

1)

2)

3)

4)

 

y = sin πxy = 2 − cos x
1
2

y = sin 2xy = 1 − cos 2x

اگر  باشد حاصل  را بیابید.  45α + α =sin4 cos4 1
2

cot 2α

اگر  و  باشد حاصل  را بیابید.    46tan(α + β) = 3tan(α − β) = 2tan 2α

اگر  باشد، علامت عبارت هاي  و  به ترتیب از راست به چپ  47
چگونه است؟

< α < β <90∘ 180∘
A = (sin α − sin β)B = (tan α − tan β)

دورة تناوب تابع  و   برابر .................. است.  48y = | sin ax|y = | cos ax|

، آنگاه حدود  را در بازة  بیابید. اگر    49tan α ≤ −1α[0, 2π]

اگر  و  و  آنگاه حدود  را بیابید.  50sin α = 2m − 1tan α = m + 10 < α <
π

2
m

، آنگاه حدود  را در بازة  بیابید. اگر   51tan α ≥
3−−√

3
α[0, 2π]

معادلۀ مثلثاتی زیر را حل کنید.  52

x − x + 1 = tan xtan3 tan2

، آنگاه  را بیابید. اگر و  ریشه هاي معادلۀ  باشند و   53αβx − (2m + 1) tan x + 2m = 0tan2tan(α + β) = −
5
3

m

معادلۀ مثلثاتی زیر را حل کنید.  54

x + tan x = 0tan2 3
−−

√
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معادلۀ مثلثاتی زیر را حل کنید.  55

(x − ) + 2 cos( − x) = 3sin2 π

8
5π

8
معادلۀ مثلثاتی زیر را حل کنید.  56

tan x = 2 sin x3
−−

√

معادلات مثلثاتی زیر را حل کنید.  57

 

 

tan(1 + ) tan(1 − ) = 1
x

2
x

3
(الف

 2 x = sin x − 1cos2ب)

5

2
x

y

3
π4

نمودار تابع  به صورت زیر است. ضابطۀ آن را بیابید.  58f(x) = a cos bx + c

معادلات مثلثاتی زیر را حل کنید.  59

 

 

 sin(x − ) = cos 2x
2π

3
(الف

 tan(x + ) = cot( )
π

7
2π

7
(ب

معادلۀ زیر چند جواب در بازة  دارد؟  60[0, π]

cos(x + ) = cos( + π)
π

4
x

4

برد تابع  را بیابید. ([ ] جزء صحیح است)  61f(x) = [π cos 2x − ]
π

2

معادلۀ  در فاصلۀ  چند جواب دارد؟  62sin( ) + cos( ) = 0
x

2
x

2
[0, 2π]

جواب هاي کلی معادلۀ زیر را بیابید.  63

tan 4x = cot( + 4x)
π

3
جواب هاي کلی معادلۀ زیر را بیابید.  64

cos 4x cos x = sin 4x sin x +
1
2

معادلات زیر را حل کنید.  65

x + = 1cos2 3
4

sin(x + ) = −1
2π

3
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tan 2x = −
3−−√

3
معادلات زیر را حل کنید.  66

sin x cos x =
3−−√

4

(sin x − sin )(sin x + sin ) =
π

2
π

2
−1
2

هریک از عبارات داده شده را برحسب  بنویسید.  67cos 2x

x xsin2 cos2

x + 1sin2

xcos4

کدام یک از جملات زیر درست و کدام یک نادرست است؟  68

)تابع تانژانت در بازة  اکیداً صعودي است. , )
π

2
3π

2
xنقاطی به فرم   در دامنۀ تابع تانژانت قرار دارند. = kπ + , (k ∈ Z)

π

2
کدام یک از جملات زیر درست و کدام یک نادرست است؟  69

تابع تانژانت در دامنه اش صعودي است.

می توان بازه اي یافت که تابع تانژانت در آن نزولی باشد.

می توان بازه اي یافت که تابع تانژانت در آن غیرصعودي باشد.

تابع تانژانت در هر بازه که در آن تعریف شده باشد، صعودي است.

معادلات مثلثاتی زیر را حل کنید.  70

tan x = 3 cot x

2 x = 3 cos xsin2

معادلۀ مثلثاتی  را حل کنید.  712 x = sin x − 1cos2

ضابطۀ تابع مثلثاتی سینوس با دورة تناوب  و مقادیر ماکزیمم  و مینیمم  را بنویسید.  72353

) برابر  .................. است. برد تابع تانژانت (  73y = tan x

معادلۀ مثلثاتی  را حل کنید.  74sin x cos x =
2−−√

4

معادلۀ مثلثاتی  را حل کنید.  75cos 3x − cos x = 0
8
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x

y

1-
2-
3-
4-
5-

1
2
3
4
5
6
7

π
4

π
2

 

نمودار داده شده مربوط به تابعی با ضابطۀ  و یا  است. باتوجه به نمودار و تشخیص دورة تناوب  76
و مقادیر ماکزیمم و مینیمم تابع، ضابطۀ آن را بنویسید.

f(x) = a sin bx + cf(x) = a cos bx + c

x

y

4
3

اگر قسمتی از نمودار تابع  به شکل زیر باشد،  کدام است؟  77

 ( (

 ( (

f(x) = tan(ax + )π
1
2

a

 1−
3
4

2−
3
2

3
3
2

4
3
4

معادلۀ  را حل کنید.  782 sin 3x − = 02
−−

√

معادلۀ مثلثاتی مقابل را حل کنید.  79

 2 x + 9 cos x + 3 = 0sin2

معادلۀ  را حل کنید.  802 cos 3x − = 03
−−

√

در جاي خالی کلمه یا عبارت مناسب را بنویسید.  81

yدورة تناوب تابع  برابر با  ..................  است. = 8 cos( )
x

3
درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را تعیین کنید.  82

cosمعادلۀ  در بازة  دو جواب دارد. x − = 08
−−

√ 2
−−

√[−3π, π] 

معادلات زیر را حل کنید.  83

x − 3 = 0tan2

2 2x − sin 2x − 1 = 0sin2
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تفاضل طول نقاط ماکزیمم و مینیمم متوالی برابر با نصف دورة تناوب است.  1

 

 2

 3

 (الف

 (ب

 4

 5

 :می دانیم

6  الف) می دانیم در تابع  همواره داریم:  و 

  :پس

 ب) می دانیم که  است.

   

 

= 3 ⇒ T = 6 ⇒ = 6 ⇒ |b| = b =
T

2
2π

|b|

π

3
−→−
b>0 π

3

} ⇒ 2c = −2 ⇒ c = −1 → |a| = 3 a = 3
max f = |a| + c = 2
min f = −|a| + c = −4

−→−
a>0

f(x) = 3 cos( x) − 1
π

3

= 1 ⇒ T = 4 ⇒ = 4 ⇒ |b| = = b =
T

4
2π

|b|

2π

4
π

2
−→−
b>0 π

2

} ⇒ 2c = 6 ⇒ c = 3 → |a| = 3 a = −3max = |a| + c = 6
min = −|a| + c = 0

−→−
a<0

f(x) = −3 sin( x) + 3
π

2

f(x) = |2 sin 3x − 4|

−1 ≤ sin 3x ≤ 1 ⇒ −2 ≤ 2 sin 3x ≤ 2 ⇒ −2 − 4 ≤ 2 sin 3x − 4 ≤ 2 − 4

⇒ −6 ≤ 2 sin 3x − 4 ≤ −2 ⇒ 2 ≤ |2 sin 3x − 4| ≤ 6 ⇒ 2 ≤ f(x) ≤ 6 ⇒ {max f = 6
min f = 2

g(x) = |4 cos 2x − 3|

−1 ≤ cos 2x ≤ 1 ⇒ −4 ≤ 4 cos 2x ≤ 4 ⇒ −4 − 3 ≤ 4 cos 2x − 3 ≤ 4 − 3

−7 ≤ 4 cos 2x − 3 ≤ 1 ⇒ 0 ≤ |4 cos 2x − 3| ≤ 7 ⇒ 0 ≤ g(x) ≤ 7 ⇒ {min g = 0
max g = 7

= ⇒ T = 2π ⇒ = 2π ⇒ |b| = 1 b = 1
T

4
π

2
2π

|b|
−→−
b>0

} ⇒ 2c = 2 ⇒ c = 1 ⇒ |a| = 3 a = −3max = |a| + c = 4
min = −|a| + c = −2

−→−
a<0

f(x) = −3 sin x + 1

f(x) = a cos bx + c f(x) = a sin bx + c ⇒ T و=
2π

|b|

f(x) = 3 cos(mx) + 4 ⇒ T = = ⇒ m = 10
2π

m

π

5

⇒ g(x) = − cos 12x ⇒ T = =
2π

12
π

6

y = a sin bx + cMax = |a| + cMin = −|a| + c

{Max = | − 2| + 1 = 2 + 1 = 3
Min = −| − 2| + 1 = −2 + 1 = −1

cos 2a = 1 − 2 asin2

cos 2α − sin α + 1 = 1 → cos 2α − sin α = 0 → 1 − 2 α − sin α = 0sin2 → 2 α + sin α − 1 = 0sin2

− →−−−
a+c=b

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

sin α = −1 α = 2kπ −− →−−−
حالت خاص π

2

sin α = − = = sin →
c

a

1
2

π

6

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

α = 2kπ +
π

6

α = 2kπ + π − → α = 2kπ +
π

6
5π

6
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 7

 8

 

9  

 

 

 

دورة تناوب توابع  و  برابر با  و ماکزیمم آنها  و مینیمم آنها  است.  10

 

الف) نادرست - می دانیم تابع  داراي مقدار ماکزیمم  و مقدار مینیمم  است. پس داریم:  11

  

ب) نادرست
زیرا همان  طور که در شکل مشخص است تابع تانژانت در یک دورة تناوب خود صعودي است، نه در دامنه.

x

y 2
π3

π

2
π

 12

sin:نکتھ u = sin v ⇒ u = 2kπ + v , u = 2kπ + π − v

sin 3x + sin 5x = 0 ⇒ sin 5x = − sin 3x = sin(−3x)

x =
⎧

⎩⎨
5x = 2kπ − 3x ⇒ 8x = 2kπ ⇒ x = kπ

4

 5x = 2kπ + π − (−3x) = 2kπ + π + 3x ⇒ 2x = 2kπ + π ⇒ x = kπ + π

2

⎫

⎭⎬→
∪ kπ

4

:نکتھ cos u = cos v ⇒ u = 2kπ ± v, cos( + α) = − sin α
π

2

πx + πx = 0 ⇒ si πx = − πx ⇒ sin πx = − cos πxsin3 cos3 n3 cos3

⇒ cos πx = − sin πx ⇒ cos πx = cos( + πx) ⇒ πx = 2kπ ± ( + πx) 
π

2
π

2
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

πx = 2kπ + ( + πx) ⇒ 2kπ + = 0π

2
π

2 جواب ندارد

πx = 2kπ − − πx ⇒ 2πx = 2kπ − ⇒ x = k −π

2
π

2
1
4

:نکتھ cos u = cos v ⇒ u = 2kπ ± v

(الف 2 cos 2x − = 0 ⇒ cos 2x = = cos3
−−

√
3
−−

√

2
π

6
⇒ 2x = 2kπ ± ⇒ x = kπ ±

π

6
π

12

(ب 2 cos 3x + 1 = 0 ⇒ cos 3x = − = − cos = cos(π − ) 
1
2

π

3
π

3

⇒ cos 3x = cos ⇒ 3x = 2kπ ± ⇒ x = ±  
2π

3
2π

3
2kπ

3
2π

9

y = a sin bxy = a cos bxT =
2π

|b|
|a|−|a|

1) f(x) = 4 sin 5x → T = , max = 4 , min = −4
2π

5

2) g(x) = − cos( x) → T = = 8π , max = | − | = , min = −| − | = −
3
2

1
4

2π

1
4

3
2

3
2

3
2

3
2

y = a cos bx + c|a| + c−|a| + c

مقدار مینیمم = −| − 3| + 2 = −1

tan β = tan((α + ) − (α − )) =
β

2
β

2

tan(α + ) − tan(α − )
β

2
β

2

1 + tan(α + ) tan(α − )
β

2
β

2

= = =
+ 1 − ( − 1)3

−−
√ 3

−−
√

1 + ( + 1)( − 1)3
−−

√ 3
−−

√

2
1 + (3 − 1)

2
3

11
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طبق فرض  داریم:  13

 

 

با باز کردن عبارت  داریم:

  

حال طبق رابطۀ  داریم:

   

با توجه به فرض  از دو طرف تساوي تانژانت می گیریم:  14

  

با جایگذاري  داریم:

 

) را در عبارت  جاي گذاري می کنیم: پس نتیجه (

   

   

 15
با توجه به دایرة مثلثاتی مقابل داریم:

 

3
π

6
π5

3

3
3

با توجه به دایرة مثلثاتی مقابل مشخص است که اگر  باشد، نگاه تانژانت زاویۀ  بزرگ تر یا مساوي  است.  16

⇒ tan 2β = = = =
2 tan β

1 − βtan2

4
3

1 −
4
9

4
3

5
9

12
5

tan x tan y = 3

⋅ = 3 ⇒ = 3
sin x

cos x

sin y

cos y

sin x sin y

cos x ⋅ cos y

= 3 ⇒ cos x cos y =− →−−−−−−

sin x sin y=
3
4

طبق فرض
3
4

cos x cos y

1
4

cos(x − y)

cos(x − y) = cos x cos y + sin x sin y = + = 1
1
4

3
4

1 + α =tan2 1
αcos2

1 + (x − y) =tan2 1
(x − y)cos2

⇒ 1 + (x − y) = 1tan2 ⇒ tan(x − y) = 0

α + β =
π

4

tan(α + β) = tan( ) = 1 ⇒ = 1
π

4
tan α + tan β

1 − tan α ⋅ tan β

tan α ⋅ tan β =
1
6

= 1 ⇒ tan α + tan β =
tan α + tan β

1 −
1
6

5
6

⇒ tan β = − tan α (1)
5
6

1tan α tan β =
1
6

tan α( − tan α) =
5
6

1
6

m − =− →−−−−
tan α=m 5

6
m2 1

6
5m − 6 = 1 ⇒ 6 − 5m + 1 = 0 ⇒ m =−→

×6
m2 m2 5 ± 1

12

⇒ m = tan α =

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

⇒ tan β =
1
3

1
2

⇒ tan β =
1
2

1
3

tan β > tan α− →−
β>α

⇒ tan β = , tan α =
1
2

1
3

< α < ⇒ < α < π −
π

3
5π

6
π

3
π

6

< α < π − ⇒ tan α > tan α < −
π

3
π

6
3
−−

√ یا
3
−−

√

3

⇒ > < −
2m − 1

3
3
−−

√ یا
2m − 1

3

3
−−

√

3

⇒ 2m − 1 > 3 2m − 1 < −3
−−

√ یا 3
−−

√

⇒ m > m <
3 + 13

−−
√

2
یا

1 − 3
−−

√

2

≤ x ≤
π

3
π

2
x3

−−
√

12
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3
π

2
π 3

 17

 :می دانیم

تفاضل طول دو نقطۀ ماکزیمم و مینیمم متوالی برابر با نصف دورة تناوب است، پس:  18

 

 19

 زوج :نکته

 فرد :نکته

 (الف

 (ب

 20

 21

≤ x < ⇒ tan x ≥ ⇒ 2m − 1 ≥
π

3
π

2
3
−−

√ 3
−−

√

⇒ 2m ≥ 1 + ⇒ m ≥3
−−

√
1 + 3

−−
√

2

f(x) = a cos(bx + k) + c g(x) = a sin(bx + k) + c ⇒ T و=
2π

|b|

f(x) = 3 cos(mx − ) → T = = ⇒ m = 14
π

4
2π

m

π

7

⇒ g(x) = sin(14x − x + ) = sin(13x + ) → T =
π

6
π

6
2π

13

= 5 − 3 ⇒ T = 4 ⇒ = 4 ⇒ |b| = b =
T

2
2π

|b|

π

2
−→−
b>0 π

2

⇒ 2c = π ⇒ c = ⇒ |a| = − =
max f = |a| + c =

4π

3

min f = −|a| + c = − π

3

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
π

2
4π

3
π

2
5π

6

a > 0 ⇒ a = ⇒ f(x) = sin( x) +
5π

6
5π

6
π

2
π

2

n → 0 ≤ u ≤ 1 0 ≤ u ≤ 1sinn و cosn

n → −1 ≤ u ≤ 1 − 1 ≤ u ≤ 1sinn و cosn

f(x) = 3 2x − 6cos2

0 ≤ 2x ≤ 1 ⇒ 0 ≤ 3 2x ≤ 3 ⇒ −6 ≤ 3 2x − 6 ≤ 3 − 6cos2 cos2 cos2

⇒ −6 ≤ f(x) ≤ −3 ⇒ min f = −6 max f = و3−

g(x) = −π 4x −cos3 π

2

−1 ≤ 4x ≤ 1 π ≥ −π 4x ≥ −π ⇒ −π − ≤ −π 4x − ≤ π −cos3 − →−−
×(−π)

cos3 π

2
cos3 π

2
π

2

⇒ − ≤ g(x) ≤ ⇒ min g = − max g =
3π

2
π

2
3π

2
و

π

2

sin x + x = ⇒ sin x + 1 − x = ⇒ x − sin x − = 0cos2 1
4

sin2 1
4

sin2 3
4

Δ = 1 + 3 = 4 ⇒ sin x = = ,
1 ± 2

2
3
2

−1
2

sin x =
3
2

غیرقابل قبول

sin x = − = sin(− ) ⇒
1
2

π

6

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

x = 2kπ − (1)
π

6

x = 2kπ + = 2kπ + (2)
π

6
7π

6

(1) ⇒ x = 2π − =
π

6
11π

6

(2) ⇒ x =
7π

6
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 22

 زوج :نکته

 فرد :نکته

 (الف

 (ب

 23

 :نکته

24   

:نکتھ cos( + α) = − sin α 
π

2
:نکتھ cos u = cos v ⇒ u = 2kπ ± v 

(الف 2 3x + cos 3x = 0 ⇒ cos 3x(2 cos 3x + 1) = 0 ⇒ cos 3x = 0 , cos 3x =cos2 −1
2

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

cos 3x = 0 ⇒ 3x = kπ + ⇒ x = +π

2
kπ

3
π

6

cos 3x = − = − cos = cos(π − ) ⇒ cos 3x = cos ⇒ 3x = 2kπ ±
1
2

π

3
π

3
2π

3
2π

3

⇒ x = ±
2kπ

3
2π

9

(ب sin 5x + cos 3x = 0 ⇒ cos 3x = − sin 5x ⇒ cos 3x = cos( + 5x)
π

2
3x = 2kπ ± ( + 5x)

π

2

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

  3x = 2kπ + + 5x ⇒ −2x = 2kπ + ⇒ x = −kπ −π

2

π

2
π

4

3x = 2kπ − − 5x ⇒ 8x = 2kπ − ⇒ x = −π

2

π

2
kπ

4
π

16

n → 0 ≤ u ≤ 1 0 ≤ u ≤ 1sinn و cosn

n → −1 ≤ u ≤ 1 − 1 ≤ u ≤ 1sinn و cosn

f(x) = 2 x − 5sin4

0 ≤ x ≤ 1 0 ≤ 2 x ≤ 2 ⇒ 0 − 5 ≤ 2 x − 5 ≤ 2 − 5sin4 −→
×2

sin4 sin4

⇒ −5 ≤ f(x) ≤ −3 ⇒ min f = −5 max f = و3−

g(x) = −3 2x + 10sin5

−1 ≤ 2x ≤ 1 3 ≥ −3 2x ≥ −3 ⇒ −3 + 10 ≤ −3 2x + 10 ≤ 3 + 10sin5 − →−−
×(−3)

sin5 sin5

⇒ 7 ≤ g(x) ≤ 13 ⇒ min g = 7 max g = و13

sin u = sin v ⇒ u = 2kπ + u , u = 2kπ + π − v

4 x − 2( + 1) sin x + = 0 , sin x = tsin2 2
−−

√ 2
−−

√

4 − 2( + 1)t + = 0 ⇒ Δ = 4( + 1 − 16 = 4(2 + 1 + 2 ) − 16t2 2
−−

√ 2
−−

√ 2
−−

√ )2 2
−−

√ 2
−−

√ 2
−−

√

Δ = 12 + 8 − 16 = 12 − 8 = 4(3 − 2 ) = 4( − 12
−−

√ 2
−−

√ 2
−−

√ 2
−−

√ 2
−−

√ )2

t = ⇒
2( + 1) ± 2( − 1)2

−−
√ 2

−−
√

8

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

t = =
2 + 2 + 2 − 22

−−
√ 2

−−
√

8

2
−−

√

2

t = =
2 + 2 − 2 + 22

−−
√ 2

−−
√

8
1
2

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

 sin x = = sin ⇒ x = 2kπ + , x = 2kπ + π − = 2kπ +
2√

2
π

4
π

4
π

4
3π

4

 sin x = = sin ⇒ x = 2kπ + , x = 2kπ + π − = 2kπ +
1
2

π

6
π

6
π

6
5π

6

:نکتھ cos( + α) = − sin α
π

2
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 :نکته

 25

 :نکته

 :نکته

 

 

در تابع  داریم:  26

 

 27

در تابع  داریم:

 

 28
تفاضل طول دو نقطۀ ماکزیمم و مینیمم متوالی برابر با نصف دورة تناوب است، پس داریم:

 

 cos u = cos v ⇒ u = 2kπ ± v

cos(4x + ) + sin 3x = 0 ⇒ cos(4x + ) = − sin 3x = cos( + 3x)
π

4
π

4
π

2

4x + = 2kπ ± ( + 3x)
π

4
π

2

4x + = 2kπ + + 3x ⇒ x = 2kπ + − = 2kπ +
π

4
π

2
π

2
π

4
π

4

4x + = 2kπ − − 3x ⇒ 7x = 2kπ − − = 2kπ −  ⇒ x = −
π

4
π

2
π

2
π

4
3π

4
2kπ

7
3π

28

sin u = sin v ⇒ u = 2kπ + u , u = 2kπ + π − v

 cos u = cos v ⇒ u = 2kπ ± v

(الف 2 x − sin x = 0 ⇒ sin x(2 sin x − ) = 0 ⇒ sin x = 0 , sin x =sin2 2
−−

√ 2
−−

√
2
−−

√

2

sin x = 0 ⇒ , sin x = = sin ⇒x = kπ
2
−−

√

2
π

4

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

x = 2kπ +
π

4

x = 2kπ + π − =
π

4
2kπ +

3π

4

(ب 2 x − cos x = 0 ⇒ cos x(2 cos x − ) = 0 ⇒ cos x = 0 , cos x =cos2 3
−−

√ 3
−−

√
3
−−

√

2

cos x = 0 ⇒ x = kπ +
π

2

cos x = = cos ⇒ x = 2kπ ±
3
−−

√

2
π

6
π

6

y = a cos bx + c

T = , max = |a| + c , min = −|a| + c
2π

|b|

f(x) = m cos(mx) + 3 ⇒ T = = ⇒ m = 8
2π

m

π

4

f(x) = 8 cos(8x) + 3 → max = 8 + 3 = 11 , min = −8 + 3 = −5

y = a sin bx + c

T = , max = |a| + c , min = −|a| + c
2π

|b|

f(x) = sin(mx) + m ⇒ T = = 4π ⇒ m =
2π

m

1
2

f(x) = sin( x) + ⇒ max f = 1 + =
1
2

1
2

1
2

3
2

= ⇒ T = = ⇒ |b| = b =
T

2
5π

3
10π

3
2π

|b|

3
5

−→−
b>0 3

5

15
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 29

  :نکته

   :نکته

   :نکته

جوابهاي بین صفر و  عبارتند از: 

 30

31  

 

 

 

 

 32

در تابع  داریم:

 

} ⇒ 2c = −6 ⇒ c = −3 → |a| = 3max f = 0 ⇒ |a| + c = 0
min f = −6 ⇒ −|a| + c = −6

a < 0 ⇒ a = −3 ⇒ f(x) = −3 cos( x) − 3
3
5

cos 2x = 2 x − 1cos2

cos u = 0 ⇒ u = kπ +
π

2
cos u = cos v ⇒ u = 2kπ ± v

cos 2x − cos x + 1 = 0 ⇒ 2 x − 1 − cos x + 1 = 0 ⇒ 2 x − cos x = 0cos2 cos2

⇒ cos x(2 cos x − 1) = 0 ⇒ cos x = 0 , cos x =
1
2

cos x = 0 ⇒ x = kπ + ⇒ x = ,
π

2
π

2
3π

2

cos x = = cos ⇒ x = 2kπ ± ⇒ x = , 2π − =
1
2

π

3
π

3
π

3
π

3
5π

3

2π, , ,  
5π

3
π

3
3π

2
π

2

= ⇒ T = 5 ⇒ = 5 ⇒ |b| = b =
T

2
5
2

2π

|b|

2π

5
−→−
b>0 2π

5

} ⇒ 2c = 2 ⇒ c = 1 → |a| = 2 a = 2
max = |a| + c = 3
min = −|a| + c = −1

−→−
a>0

f(x) = 2 sin( x) + 1
2π

5

:نکتھ sin 2α = 2 sin α cos α , cos u = 0 ⇒ u = kπ +
π

2
:نکتھ sin u = sin v → u = 2kπ + v , u = 2kπ + π − v

(الف sin 2x + 3 cos x = 0 ⇒ 2 sin x cos x + 3 cos x = 0 ⇒ cos x(2 sin x + 3) = 0

cos x = 0 ⇒ , 2 sin x + 3 = 0 ⇒ sin x = −  x = kπ +
π

2
3
2

غ ق ق

(ب 4 sin( ) cos( ) = 1 ⇒ 2 × 2 sin( ) cos( ) = 1 ⇒ 2 sin 2( ) = 1
x

2
x

2
x

2
x

2
x

2

⇒ 2 sin x = 1 ⇒ sin x = = sin
1
2

π

6

⇒ , x = 2kπ + π − =x = 2kπ +
π

6
π

6
2kπ +

5π

6

y = a cos bx + c

T = , max = |a| + c , min = −|a| + c
2π

|b|

f(x) = cos( x) − 1 ⇒ T = = 6π2
−−

√
1
3

2π

1
3

max f = − 1 , min f = − − 12
−−

√ 2
−−

√

16
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در تابع هاي  و  داریم:  33

 

 

   34

در توابعی به فرم  و  داریم:

 

در توابعی به فرم  و  داریم:

 

 35

دو طرف معادله را به توان  می رسانیم:

 

 

چون طرفین را به توان  رساندیم، باید ریشه ها را در معادلۀ اصلی امتحان کنیم.  و  در معادله صدق نمی کند پس دو جواب دارد.

  

می دانیم:  بنابراین:

  

 

 

= = × = = −3 + 2
max f

min f

− 12
−−

√

− − 12
−−

√

1 − 2
−−

√

+ 12
−−

√

− 12
−−

√

− 12
−−

√

− 2 − 1 +2
−−

√ 2
−−

√

2 − 1
2
−−

√

y = a sin bx + cy = a cos bx + c

T = , max = |a| + c , min = −|a| + c
2π

|b|

f(x) = sin(2πx) − 1 → T = = (الف1 3
−−

√
2π

2π

max f = | | − 1 = − 1 , min f = −| | − 1 = − − 13
−−

√ 3
−−

√ 3
−−

√ 3
−−

√

g(x) = π cos( x) + → T = = (ب4
π

2
π

2
2π

π

2

max g = |π| + = , min g = −|π| + = −
π

2
3π

2
π

2
π

2

y = a sin bx + cy = a cos bx + c

T = , max = |a| + c , min = −|a| + c
2π

|b|

f(x) = 5 sin(6x) − 7 → T = =
2π

6
π

3
max f = |5| − 7 = −2 , min f = −|5| − 7 = −12

y = a sin bx + cy = a cos bx + c

T = , max = |a| + c , min = −|a| + c
2π

|b|

g(x) = cos(3x) + 4 → T =
1
2

2π

3

max g = | | + 4 = min g = −| | + 4 = − + 4 =
1
2

9
2

1
2

1
2

7
2

2

x + x + 2 sin x cos x = 1sin2 cos2

⇒ 1 + sin 2x = 1 ⇒ sin 2x = 0 ⇒ 2x = kπ ⇒ x =
kπ

2

2π
3π

2
x = , 2π

π

2
sin 2x = 2 sin x cos x

sin 2x + cos x = 0 ⇒ 2 sin x cos x + cos x = 0

⇒ cos x(2 sin x + 1) = 0
⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

1) cos x = 0 = cos ⇒ x = kπ + (k ∈ Z)π

2
π

2

2) 2 sin x + 1 = 0 ⇒ sin x = = sin(− ) ⇒ x =
−1
2

π

6

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

2kπ − (k ∈ Z)π

6

2kπ + π − (− ) = 2kπ + (k ∈ Z)π

6
7π

6

(x + ) = ⇒ (x + ) =cos4 π

2
1
4

cos2 π

2
1
2

⇒ cos(x + ) = ± ⇒
π

2

2
−−

√

2

1) cos(x + ) = + = cos( ) ⇒ x + = 2kπ ±
π

2

2
−−

√

2
π

4
π

2
π

4
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با تقسیم طرفین معادله بر  داریم:

 

 

معادلۀ داده شده را به معادله اي درجۀ  تبدیل می کنیم به کمک رابطۀ  بنابراین:

 

 

 

 

 

 36

نکته:

  

به کمک رابطۀ فوق ظاهر معادله را تغییر می دهیم:

با مرتب کردن معادلۀ داده شده داریم:

 

 

 

با جاي گذاري  در معادله داریم:

 

امکان ندارد.  

 

نکته:   
طبق نکتۀ فوق معادله را ساده می کنیم:

 

⇒ x =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

2kπ − (k ∈ Z)π

4

2kπ − (k ∈ Z)
3π

4

2) cos(x + ) = − = cos( ) ⇒ x + = 2kπ ±
π

2

2
−−

√

2
3π

4
π

2
3π

4

⇒ x = ⇒ x =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

2kπ + −
3π

4
π

2

2kπ − −
3π

4
π

2

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

2kπ + (k ∈ Z)π

4

2kπ − (k ∈ Z)
5π

4

2

sin(3πx) = = sin( )
3
−−

√

2
π

3

⇒ 3πx = ⇒ x =
⎧
⎩⎨

2kπ + π

3

2kπ + π − π

3

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

+
2kπ

3π

π

9π

+
2kπ

3π

π− π

3
3π

⇒ x =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

+ (k ∈ Z)
2k

3
1
9

+ (k ∈ Z)
2k

3
2
9

2cos 2x = 2 x − 1cos2

4 cos 2x − 8 cos x + 4 = 0 ⇒ 4(cos 2x + 1) − 8 cos x = 0

4(2 x) − 8 cos x = 0 ⇒ 8 x − 8 cos x = 0cos
2

cos
2

⇒ x − cos x = 0 ⇒ cos x(cos x − 1) = 0cos2

1) cos x = 0 = cos( ) ⇒ x = kπ + (k ∈ Z)
π

2
π

2
2) cos x − 1 = 0 ⇒ cos x = 1 = cos(0) ⇒ x = 2kπ (k ∈ Z)

tan 2x =
2 tan x

1 − xtan2

= 3 tan x
2 tan x

1 − xtan2

1) tan x = 0 = tan(0) ⇒ x = kπ (k ∈ Z)

2) tan x ≠ 0 ⇒ = 3 ⇒ = 3
2 tan x

1 − xtan2
tan x

2

1 − xtan2

⇒ 3 − 3 x = 2 ⇒ 3 x − 1 = 0 ⇒ x =tan2 tan2 tan2 1
3

⇒ tan x = ± ⇒
3
−−

√

3

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

1) tan x = = tan( ) ⇒ x = kπ + (k ∈ Z)
3√

3
π

6
π

6

2) tan x = − = tan(− ) ⇒ x = kπ − (k ∈ Z)
3√

3
π

6
π

6

x − x − tan x + 1 = 0tan3 tan2 − →−−−
tan x=t

− − t + 1 = 0 ⇒ (t − 1) − (t − 1) = 0t3 t2 t2

⇒ (t − 1)( − 1) = 0 ⇒ (t + 1) = 0t2 (t − 1)
2

⇒
⎧
⎩⎨

1) t = tan x = −1 = tan(− ) ⇒ x = kπ − (k ∈ Z)π

4
π

4

2) t = tan x = 1 = tan( ) ⇒ x = kπ + (k ∈ Z)π

4
π

4

x = mtan2

− 2m − 3 = 0 ⇒ (m + 1)(m − 3) = 0 ⇒m2

1) m = x = −1 →tan2

2) m = x = 3 ⇒ tan x = ±tan2 3
−−

√ ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

tan x = = tan( ) ⇒ x = kπ + (k ∈ Z)3
−−

√ π

3
π

3

tan x = − = tan( ) ⇒ x = kπ − (k ∈ Z)3
−−

√ −π

3
π

3

cos 3x = 4 x − 3 cos xcos3

cos 3x = 4 x ⇒ 4 x − 3 cos x = 4 xcos2 cos3 cos2
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نکته:    ، 
طبق نکتۀ فوق معادله را تغییر شکل می دهیم:

 

 

 

 

 

 

 37

نکته:   بنابراین:

  

می دانیم:   بنابراین:

 

نکته:   بنابراین:

 

 

 

 38

⇒ 4 x − 4 x − 3 cos x = 0 ⇒ cos x(4 x − 4 cos x − 3) = 0cos3 cos2 cos2

⇒ 1) cos x = 0 = cos ⇒ x = kπ + (k ∈ Z)
π

2
π

2
2) 4 x − 4 cos x − 3 = 0 ⇒ = = 8cos2 Δ

−−
√ 16 + 48 = 64

− −−−−−−−−−−
√

⇒ cos x =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

= →
4+8

8
3
2

نا ممکن است.

= ⇒ cos x = cos( ) ⇒ x = 2kπ ± (k ∈ Z)
4−8

8
−1
2

2π

3
2π

3

sin 3x = 3 sin x − 4 xsin31 − cos 2x = 2 xsin2

3 sin x − 4 x + 2 cos 2x = 2 ⇒ 3 sin x − 4 x = 2 − 2cos2x = 2(1 − cos 2x) (∗)sin3 sin3

⇒ 3 sin x − 4 x = 2 × 2 x ⇒ 4 x + 4 x − 3 sin x = 0sin3 sin2 sin3 sin2

⇒ sin x(4 x + 4 sin x − 3) = 0sin2

⇒ 1) sin x = 0 = sin(0) ⇒ x = kπ (k ∈ Z)

2) 4 x + 4 sin x − 3 = 0 ⇒ (2 sin x + 3)(2 sin x − 1) = 0 ⇒sin2
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

sin x = →
−3
2

ناممکن است.

sin x =
1
2

⇒ sin x = = sin( ) ⇒ x =
1
2

π

6

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

2kπ + (k ∈ Z)π

6

2kπ + (k ∈ Z)
5π

6

⎧
⎩⎨

1 + cos x = 2cos2 x

2

sin x = 2 sin cosx

2
x

2

= = =
1 + cos x

sin x

2cos2 x

2

2 sin cosx

2
x

2

cos x

2

sin x

2

1
tan x

2

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x =sin2 1−cos 2x

2

x =cos2 1+cos 2x

2

= = ( ) =
1 + cos x

1 − cos x

2 ( )cos2 x

2

2 ( )sin2 x

2

cot2 x

2
1

( )tan2 x

2

= 1 + sin x(sin + cos )
x

2
x

2

2

= = =
sin x

1 + sin x

2 sin cosx

2
x

2

(sin + cos )x

2
x

2
2

2

(sin +cos )
x

2
x

2
2

sin cos
x

2
x

2

2

( )( )
sin +cos

x

2
x

2

sin
x

2

sin +cos
x

2
x

2

cos
x

2

= =
2

(1 + )(1 + tan )
1

tan
x

2

x

2

2

1 + tan + + 1x

2
1

tan
x

2

= =
2

2 + tan +x

2
1

tan
x

2

2 tan x

2

+ 2 tan + 1tan2 x

2
x

2

sin = sin 3x ⇒ ⇒ 3x = 2kπ + ⇒ x = +
π

2

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

3x = 2kπ +
π

2
3x = 2kπ + π − = 2kπ +

π

2
π

2

π

2
2kπ

3
π

6

cos 2x − cos x + 1 = 0 ⇒ 2 x − 1 − cos x + 1 = 0 ⇒ 2 x − cos x = 0cos2 cos2

⇒ cos x(2 cos x − 1) = 0 ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

cos x = 0 ⇒ x = kπ +
π

2

2 cos x − 1 = 0 ⇒ cos x = = cos ⇒ x = 2kπ ±
1
2

π

3
π

3
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 با استفاده از رابطۀ  داریم:

 با فرض  داریم:

 

 39

 

 40

 می دانیم: 

 

می دانیم تابع  داراي مقدار ماکزیمم  و مقدار مینیمم  و دورة تناوب  است.  41

 

 

 یا  یا  یا 

مساحت هر مثلث برابر است با نصف حاصل ضرب دو ضلع در سینوس زاویۀ بین آن دو ضلع، پس داریم:  42

cos x = cos 2x ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

2x = 2kπ + x ⇒ x = 2kπ

2x = 2kπ − x ⇒ 3x = 2kπ ⇒ x =
2kπ

3

cos 2x − sin x + 1 = 1 ⇒ cos 2x = sin x

cos( − x) = sin x
π

2
cos 2x = cos( − x) ⇒ 2x = 2kπ ± ( − x)

π

2
π

2

2x = 2kπ + − x ⇒ 3x = 2kπ + ⇒ x = +
π

2
π

2
2kπ

3
π

6
2x = 2kπ − + x ⇒ x = 2kπ −

π

2
π

2

x − sin x = ⇒ 1 − x − sin x = ⇒ x + sin x − = 0cos2 1
4

sin2 1
4

sin2 3
4

sin x = t

+ t − = 0 ⇒ Δ = 1 − 4 × 1 × (− ) = 4 ⇒ t = = , −t2 3
4

3
4

−1 ± 2
2

1
2

3
2

sin x = − , sin x = = sin ⇒ x = 2kπ +
3
2

غ ق ق
1
2

π

6
π

6

x = 2kπ + π − ⇒ x = 2kπ +
π

6
5π

6

sin x − cos 2x = 0 ⇒ cos 2x = sin x ⇒ cos 2x = cos( − x)
π

2

⇒ 2x = 2kπ ± ( − x) ⇒
π

2

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

2x = 2kπ + − x ⇒ 3x = 2kπ + ⇒ x = +
π

2
π

2
2kπ

3
π

6

2x = 2kπ − + x ⇒ x = 2kπ −
π

2
π

2

tan(2x − 1) = 0 ⇒ tan(2x − 1) = tan 0 ⇒ 2x − 1 = kπ + 0 ⇒ 2x = 1 + kπ ⇒ x = +
1
2

kπ

2

tan 3x = tan πx ⇒ 3x = kπ + πx ⇒ 3x − πx = kπ ⇒ x(3 − π) = kπ ⇒ x =
kπ

3 − π

sin 3x = sin 2x ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

3x = 2kπ + 2x ⇒ x = 2kπ (k ∈ Z)

3x = (2k + 1)π − 2x ⇒ x = (k ∈ Z)
(2k + 1)π

5

cos 2x = 2 x − 1cos2

2 x − 1 + cos x + 1 = 0 ⇒ cos x(2 cos x + 1) = 0cos2 ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

cos x = 0 ⇒ x = 2kπ ±
π

2

cos x = − ⇒ x = 2kπ ±
1
2

2π

3

y = a sin bx + c|a| + c−|a| + c
2π

|b|

= π
2π

|b|
⇒ |b| = 2

{
|a| + c = 3
−|a| + c = −3

⇒
|a| = 3
c = 0

y = 3 sin(2x)y = −3 sin(2x)y = 3 sin(−2x)y = −3 sin(−2x)
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2 6α

 

 با توجه به اینکه زاویۀ مثلث بین صفر تا  می باشد، داریم:

 

 بنابراین دو مثلث با این خاصیت وجود دارد.

الف)    43

در دایرة مثلثاتی زیر زاویۀ  را در ناحیۀ اول در نظر می گیریم، داریم:

sin T

M( (,1 b

cos
A

α
O

N( (,0 c

 
 از روي شکل واضح است که:

ب)  

در دایرة مثلثاتی زیر زاویۀ  را در ناحیۀ چهارم در نظر می گیریم، داریم:
sin T

M( (,1 b

cos

α

O

N( (,0 c

 
  از روي شکل واضح است که:

 44
با استفاده از دورة تناوب توابع داریم:

 

؛ بنابراین: می دانیم:   45

 

 

ابتدا زاویۀ  را برحسب  و  می نویسیم:  46

S = × 2 × 6 sin α = 3 ⇒ sin α = = = sin
1
2

3
6

1
2

π

6

⇒ α = 2kπ + (1) , α = 2kπ + π − = 2kπ + (2)
π

6
π

6
5π

6

180∘

(1) k = 0 ⇒ α = , (2) k = 0 ⇒ α =
π

6
5π

6

0 < α <
π

2
α

sin α = ON = = c > 0y
N

tan α = AM = = b > 0y
M

c < b ⇒ sin α < tan α

< α < 2π
3π

2
α

sin α = = c < 0y
N

tan α = = b < 0y
M

b < c ⇒ tan α < sin α

) y = sin πx ⇒ T = = 2 ⇒ الف (4)
2π

π
نمودار

) y = sin 2x ⇒ T = = π ⇒ پ (3)
2π

2
نمودار

) y = 2 − cos x ⇒ T = = 4π ⇒ ب (2)
1
2

2π

1
2

 نمودار

) y = 1 − cos 2x ⇒ T = = π ⇒ ت (1)
2π

2
نمودار

+ = − 2a4 b4 ( + )a2 b2 2
a2b2

α + α = − 2 α α = 1 −sin4 cos4 ( α + α)sin2 cos2 2
sin2 cos2 4 α αsin2 cos2

2

= 1 − = ⇒ = ⇒ 2α = 1 (1)
(sin 2α)

2

2
1
2

2αsin2

2
1
2

sin2

1 + 2α = 1 + 2α = 1 ⇒ cot 2α = 0cot2 1

2αsin2
−→

(1)

cot2

2αα + βα − β
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 47

 48

در دایرة مثلثاتی مقابل باید زوایایی را بیابیم که تانژانت آنها کوچک تر یا مساوي  است.  49

 

4
π3

1

2
π

4
π7

2
π3

 50

 :نکته

 توجه کنید که در ناحیۀ اول سینوس و تانژانت هر دو مثبت هستند، پس داریم:

در دایرة مثلثاتی مقابل باید زوایایی را بیابیم که تانژانت آنها بزرگ تر یا مساوي  باشد، که داریم:  51

 

 

2
π

6
π

3
3

6
ππ

2
π3

+

52  :نکته 

2α = (α + β) + (α − β) tan 2α = tan((α + β) + (α − β))− →−−−−−
tan.می گیریم

از طرفین

⇒ tan 2α =
tan(α + β) + tan(α − β)

1 − tan(α + β) tan(α − β)

⇒ tan 2α = = = −1
3 + 2

1 − 3 × (+2)

5
−5

< α < β < ⇒ {90∘ 180∘ sin α > sin β ⇒ A = sin α − sin β > 0
tan β > tan α ⇒ B = tan α − tan β < 0

π

|a|

−1

tan α ≤ −1 ⇒ < α ≤ < α ≤
π

2
3π

4
یا

3π

2
7π

4

0 < α < ⇒ sin α < tan α
π

2

0 < sin α < 1 ⇒ 0 < 2m − 1 < 1 ⇒ 1 < 2m < 2 ⇒ < m < 1 (1)
1
2

tan α > 0 ⇒ m + 1 > 0 ⇒ m > −1 (2)

sin α < tan α ⇒ 2m − 1 < m + 1 ⇒ m < 2 (3)

(1) ∩ (2) ∩ (3) ⇒ < m < 1
1
2

3
−−

√

3

tan α ≥ ⇒ ≤ α < ≤ α <
3
−−

√

3
π

6
π

2
یا

7π

6
3π

2

tan u = tan v ⇒ u = kπ + v

x − x + 1 − tan x = 0 ⇒ x(tan x − 1) − (tan x − 1) = 0tan3 tan2 tan2

(tan x − 1)( x − 1) = 0 ⇒ (tan x − 1)(tan x − 1)(tan x + 1) = 0tan2

22
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 53

 و  ریشه هاي معادلۀ درجه دوم زیر هستند، پس داریم:

 54

 :نکته

55  :می دانیم 

 56

 نکته: 

⇒ (tan x − 1 (tan x + 1) = 0 ⇒ tan x = 1 , tan x = −1)2

⇒ x = kπ ±

tan x = 1 = tan ⇒ x = kπ +
π

4
π

4
 tan x = −1 = tan(− ) ⇒ x = kπ −π

4

π

4

π

4

tan αtan β

x − (2m + 1) tan x + 2m = 0tan2

tan α + tan β = S = − = − = 2m + 1
b

a

−(2m + 1)

1

tan α ⋅ tan β = P = = 2m
c

a

tan(α + β) = − ⇒ = − ⇒ = −
5
3

tan α + tan β

1 − tan α tan β

5
3

2m + 1
1 − 2m

5
3

6m + 3 = −5 + 10m ⇒ 8 = 4m ⇒ m = 2

tan u = tan v ⇒ u = kπ + v

x + tan x = 0 ⇒ tan x(tan x + ) = 0 ⇒ tan x = 0 , tan x = −  tan2 3
−−

√ 3
−−

√ 3
−−

√

tan x = 0 ⇒ = 0 ⇒ sin x = 0 ⇒
sin x

cos x
x = kπ

tan x = − = tan(− ) ⇒3
−−

√
π

3
x = kπ −

π

3

sin( − α) = cos α
π

2

(x − ) + 2 cos( − x) = 3 ⇒ (x − ) + 2 sin( − ( − x)) − 3 = 0sin2 π

8
5π

8
sin2 π

8
π

2
5π

8

⇒ (x − ) + 2 sin( − + x) − 3 = 0sin2 π

8
π

2
5π

8

⇒ (x − ) + 2 sin(x − ) − 3 = 0 , sin(x − ) = tsin2 π

8
π

8
π

8

⇒ + 2t − 3 = 0 ⇒ t = 1 , t = −3t2

 sin(x − ) = −3 , sin(x − ) = 1 ⇒ x − = 2kπ +
π

8
غ ق ق

π

8
π

8
π

2

⇒ x = 2kπ + + ⇒ x = 2kπ +
π

2
π

8
5π

8

tan x = 2 sin x ⇒ × = 2 sin x ⇒ sin x = 2 sin x cos x3
−−

√ 3
−−

√
sin x

cos x
3
−−

√

⇒ 2 sin x cos x − sin x = 0 ⇒ sin x(2 cos x − ) = 0 ⇒ sin x = 0 , cos x =  3
−−

√ 3
−−

√
3
−−

√

2

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

sin x = 0 ⇒ x = kπ

 cos x = = cos ⇒ x = 2kπ ±
3√

2
π

6
π

6

cos u = cos v → u = 2kπ ± v

23

ت دوازدهم (ریاضی)
80 سوال تشریحی مثلثا

آموزشگاه پرسا



 57

 :نکته

 :نکته

 :نکته

 

 

 58

59   

 

 

 

 

 60

  

tan( − α) = cot α
π

2
 tan u = tan v → u = kπ + v

 sin u = 1 → u = 2kπ +
π

2

(الف tan(1 + ) tan(1 − ) = 1 ⇒ tan(1 + ) =
x

2
x

3
x

2
1

tan(1 − )
x

3
⇒ tan(1 + ) = cot(1 − ) = tan( − (1 − )) ⇒ tan(1 + ) = tan( − 1 + )

x

2
x

3
π

2
x

3
x

2
π

2
x

3

⇒ 1 + = kπ + − 1 + ⇒ − = kπ + − 2 ⇒ x = 6kπ + 3π − 12x

2
π

2
x

3
x

2
x

3
π

2

(ب 2 x = sin x − 1 ⇒ 2(1 − x) = sin x − 1 ⇒ 2 − 2 x = sin x − 1cos2 sin2 sin2

⇒ 2 x + sin x − 3 = 0 , sin x = t ⇒ 2 + t − 3 = 0 ⇒ t = 1 , t = −sin2 t2 3
2

⇒ sin x = − , sin x = 1 ⇒ x = 2kπ +
3
2

غ ق ق
π

2

= − 0 ⇒ T = ⇒ = ⇒ |b| = b =
T

2
4π

3
8π

3
2π

|b|

8π

3
3
4

−→−
b>0 3

4

} ⇒ 2c = 3 ⇒ c = → |a| = a =
max f = |a| + c = 5
min f = −|a| + c = −2

3
2

7
2

−→−
a>0 7

2

f(x) = cos( x) +
7
2

3
4

3
2

:می دانیم sin( − α) = cos α , tan( − α) = cot α 
π

2
π

2
:می دانیم sin u = sin v ⇒ u = 2ku + v , u = 2kπ + π − v 

:می دانیم tan u = tan v ⇒ u = kπ + v 

(الف sin(x − ) = cos 2x ⇒ sin(x − ) = sin( − 2x)
2π

3
2π

3
π

2

x − = 2kπ + − 2x ⇒ 3x = 2kπ + + = 2kπ +
2π

3
π

2
π

2
2π

3
7π

6

⇒ x = +
2kπ

3
7π

18

x − = 2kπ + π − ( − 2x) ⇒ x = 2kπ + π − + 2x +
2π

3
π

2
π

2
2π

3

⇒ −x = 2kπ + + = 2kπ + ⇒ x = −2kπ −
π

2
2π

3
7π

6
7π

6

(ب tan(x + ) = cot( ) ⇒ tan(x + ) = tan( − ) π

7
2π

7
π

7
π

2
2π

7

⇒ tan(x + ) = tan( ) ⇒ x + = kπ +
π

7
3π

14
π

7
3π

14

⇒ x = kπ +
π

14

cos u = cos v ⇒ u = 2kπ ± vنکتھ:

24

ت دوازدهم (ریاضی)
80 سوال تشریحی مثلثا

آموزشگاه پرسا



 معادله در بازة  داراي  جواب است.

 61

 62

 

 

 63

 

نکته:   64

 65

cos(x + ) = cos( + π) ⇒ x + = 2kπ ± ( + π)
π

4
x

4
π

4
x

4

x + = 2kπ + + π ⇒ x − = 2kπ + π − ⇒ = 2kπ +
π

4
x

4
x

4
π

4
3x

4
3π

4

x = + π
8kπ

3
− →−−−

0⩽x⩽π

x = π

 x + = 2kπ − − π ⇒ = 2kπ − π − = 2kπ −
π

4
x

4
5x

4
π

4
5π

4

 x = − π x = − π = ⇒
8kπ

5
− →−−−

0⩽x⩽π 8π

5
3π

5
x =

3π

5
[0, π]2

−1 ≤ cos 2x ≤ 1 ⇒ −π ≤ π cos 2x ≤ π ⇒ −π − ≤ π cos 2x − ≤ π −
π

2
π

2
π

2

⇒ − ≤ π cos 2x − ≤ ⇒ f(x) = [π cos 2x − ] = −5, −4, ⋯ , 0, 1
3π

2
π

2
π

2
π

2

= {−5, −4, ⋯ , 0, 1}Rf

:نکتھ cos u = cos v ⇒ u = 2kπ ± v , cos( + α) = − sin α
π

2
 sin( ) + cos( ) = 0 ⇒ cos( ) = − sin( ) = cos( + )

x

2
x

2
x

2
x

2
π

2
x

2

 = 2kπ ± ( + ) ⇒
x

2
π

2
x

2

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

= 2kπ + + ⇒ 2kπ + = 0
x

2
π

2
x

2
π

2
نادرست

= 2kπ − − ⇒ x = 2kπ −
x

2
π

2
x

2
π

2
جواب

[0, 2π] ⇒جوابھای واقع در بازۀ x =
3π

2

:نکتھ tan( − α) = cot α, tan u = tan v → u = kπ + v
π

2

tan 4x = cot( + 4x) ⇒ tan 4x = tan( − ( + 4x))
π

3
π

2
π

3
⇒ tan 4x = tan( − 4x) ⇒ 4x = kπ + − 4x

π

6
π

6

⇒ 8x = kπ + ⇒ x = +
π

6
kπ

8
π

48

cos u = cos v ⇒ u = 2kπ ± v

cos 4x cos x − sin 4x sin x = ⇒ cos(4x + x) =
1
2

1
2

cos 5x = cos ⇒ 5x = 2kπ ± ⇒ x = ±
π

3
π

3
2kπ

5
π

15

x =cos2 1
4

⇒

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

cos x = = cos( ) ⇒ x = 2kπ ± (k ∈ Z)
1
2

π

3
π

3
یا

cos x = = cos(π − ) ⇒ x = 2kπ ± (π − ) = 2kπ ± (k ∈ Z)
−1
2

π

3
π

3
2π

3
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 66

دو طرف معادله را در  ضرب می کنیم:

 

 

می دانیم:  است بنابراین:

 

 

 67

می دانیم: بنابراین:

 

؛ بنابراین: می دانیم: 

  

می دانیم:  بنابراین:

  

  68

درست است؛ زیرا با توجه به شکل واضح است که تابع  در بازة  اکیداً صعودي است.

x

y 2
π3

π

2
π

نادرست است؛ زیرا می دانیم دامنۀ تابع تانژانت مجموعۀ  است.

  69

sin(x + ) = −1 = sin( )
2π

3
−π

2

⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

1) x + = 2kπ − ⇒ x = 2kπ − − ⇒ x = 2kπ − (k ∈ Z)
2π

3
π

2
π

2
2π

3
7π

6

2) x + = 2kπ + π − (− ) ⇒ x = 2kπ + − → x = 2kπ + (k ∈ Z)
2π

3
π

2
3π

2
2π

3
5π

6

tan 2x = − = tan(− ) ⇒ 2x = kπ − ⇒ x = − (k ∈ Z)
3
−−

√

3
π

6
π

6
kπ

2
π

12

2

2 sin x cos x = ⇒ sin 2x = = sin( )
3
−−

√

2

3
−−

√

2
π

3

⇒ 2x = ⇒ x =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

2kπ +
π

3
2kπ + (π − )

π

3

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

kπ + (k ∈ Z)
π

6
kπ + (k ∈ Z)

π

3

sin = 1
π

2

(sin x − 1)(sin x + 1) = ⇒ x − 1 = ⇒
−1
2

sin2 −1
2

x = ⇒sin2 1
2

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

sin x = = sin( ) ⇒ x =
2√

2
π

4

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

2kπ + (k ∈ Z)π

4

2kπ + (π − ) = 2kπ + (k ∈ Z)π

4
3π

4

sin x = − = sin( ) ⇒ x =
2√

2
−π

4

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

2kπ − (k ∈ Z)π

4

2kπ + (π + ) = 2kπ + (k ∈ Z)π

4
5π

4

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x =sin2 1−cos 2x

2

x =cos2 1+cos 2x

2

x x = ( )( ) =sin2 cos2 1 − cos 2x

2
1 + cos 2x

2
1 − (cos 2x)

2

4

x =sin2 1 − cos 2x

2

x + 1 = + 1 =sin2 1 − cos 2x

2
3 − cos 2x

2

x =cos2 1 + cos 2x

2

x = =cos4 ( )
1 + cos 2x

2

2
+ 2 cos 2x + 1(cos 2x)

2

4

tan x( , )
π

2
3π

2

D = {x ∈ R|x ≠ kπ + , k ∈ Z}
π

2
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نادرست، تابع تانژانت در دامنه اش غیریکنواست.

نادرست، تابع تانژانت در هیچ بازه اي نزولی نمی باشد.

 درست، به عنوان مثال با توجه به نمودار تانژانت اگر بازة  را در نظر بگیریم داریم:

 

 بنابراین تابع تانژانت در این بازه غیرصعودي است. توجه کنید که این بدان معنی نیست که تابع تانژانت در این بازه نزولی است زیرا براي  و  از این بازه داریم:

π
2

y

tan x1

tan x3
tan x2

π
x3x2

x1 x

 
 در کل تابع تانژانت در هر بازه اي که شامل مجانب قائم باشد، غیریکنواست.

درست، تابع تانژانت در هر بازه اي که شامل مجانب قائم نباشد یعنی بازه اي که تابع تانژانت در آن بازه تعریف شده باشد، صعودي (اکیداً صعودي) است.

  70

نکته: 

 

نکته:  

 71

 

 72

   

   

 73

 74

[0, π]

< ⇒ tan > tanx1 x2 x1 x2

x2x3

< ⇒ tan < tanx2 x3 x2 x3

tan u = tan v ⇒ u = ku + v

tan x = 3 cot x x = 3 cot x tan x = 3 ⇒ tan x = ±− →−−−
× tan x

tan2 3
−−

√

⇒ ⇒ x = kπ ±

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

tan x = = tan ⇒ x = kπ +3
−−

√ π

3
π

3

tan x = − = tan(− ) ⇒ x = kπ −3
−−

√ π

3
π

3

π

3

cos u = cos v ⇒ u = 2k ± v

2 x = 3 cos x ⇒ 2(1 − x) = 3 cos x ⇒ 2 − 2 x = 3 cos xsin2 cos2 cos2

⇒ 2 x + 3 cos x − 2 = 0 , cos x = t ⇒ 2 + 3t − 2 = 0 , Δ = 9 + 16 = 25cos2 t2

t =
−3 ± 5

4

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

t = −2 ⇒ cos x = −2 غ ق ق

t = ⇒ cos x = = cos ⇒ x = 2kπ ±
1
2

1
2

π

3
π

3

−2 x − sin x + 3 = 0sin2 ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

sin x = 1 ⇒ x = 2kπ +
π

2

sin x =
−3
2

(غ ق ق)

(k ∈ Z)

دورۀ تناوب : T =
2π

∣b∣
⇒ 3 =

2π

∣b∣
⇒∣ b ∣=

2π

3

∣a ∣= 1 , c = 4 ⇒ y = sin x + 4
2π

3
یا y = − sin x + 4

2π

3

R
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 75

      

 76

 باتوجه به نمودار  و  هردو مثبت اند پس:

 

. از روي نمودار هم دورة تناوب برابر است با  ،  هست پس دورة تناوب  برابر است با  » دورة تناوب  گزینۀ «  77

بنابراین:

 

،  به صورت  رسم شده یعنی نزولی است پس  مورد قبول است.  گه چون تابع 

 78

      

می دانیم:   79
با جاي گذاري در معادلۀ اصلی سؤال داریم:

      

           

 80

  

  81

می دانیم دورة تناوب  برابر است با: 

با توجه به نکتۀ بالا داریم:

 

  82

نادرست- معادله را ساده تر می کنیم پس 

     

sin 2x =
1
2

2
−−

√

4
⇒ sin 2x = = sin

2
−−

√

2
π

4
⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

x = kπ +
π

8

x = kπ +
3π

8

, k ∈ Z

, k ∈ Z

cos 3x − cos x = 0 ⇒ cos 3x = cos x ⇒ { 3x = 2kπ + x

3x = 2kπ − x
⇒ { (k ∈ Z)

2x = 2kπ

4x = 2kπ

(k ∈ Z)
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x = kπ

x =
kπ

2

T = f(x) = a cos bx + c
π

2

= ⇒∣ b ∣= 4
2π

∣b∣

π

2
max = 7 =∣ a ∣ +c

min = −5 = − ∣ a ∣ +c

c = = 1 ⇒ 7 =∣ a ∣ +1 ⇒∣ a ∣= 6
7 + (−5)

2
ab

f(x) = 6 cos 4x + 1

1tan xπf(x) = tan(aπx + )
π

2
T = =

π

∣aπ∣

1
|a|

T =
4
3

= ⇒∣ a ∣= ⇒ a = ±
1

∣a∣

4
3

3
4

3
4

tana = −
3
4

sin 3x = = sin
2
−−

√

2
π

4
⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

3x = 2kπ +
π

4
3x = 2kπ + π −

π

4

⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

x = +
2kπ

3
π

12

x = +
2kπ

3
π

4

(k ∈ Z)

1 − x = xcos2 sin2

2(1 − x) + 9 cos x + 3 = 0cos2 ⇒ 2 − 2 x + 9 cos x + 3 = 0cos2 ⇒ −2 x + 9 cos x + 5 = 0cos2

⇒ cos x =
−9 ± 81 − 4(−2)(5)

− −−−−−−−−−−−
√

2(−2)
⇒ cos x =

−9 ± 11
−4

→

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

cos x = 5 غ ق ق

cos x = −
1
2

ق ق ⇒ cos x = −
1
2

⇒ x = 2kπ ± 2 (k ∈ Z)
π

3

cos 3x = = cos
3
−−

√

2
π

6
⇒ 3x = 2kπ ±

π

6
⇒ x = ± (k ∈ Z)

2kπ

3
π

18

y = a cos bx + c
2π

|b|

y = 8 cos( )
x

3

= 6πدورۀ تناوب:
2π

1
3

cos x =8
−−

√ 2
−−

√ ⇒ cos x =
1
2

= cos
π

3
⇒ x = 2kπ ±

π

3
k ∈ Z
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  83

  

 

 

 

 یا

    

 

⇒

k

x

0

, −
π

3
π

3
✓ ✓

1

✗2π +
π

3
✗2π −

π

3

−1

✓ − 2π +
π

3
✓ − 2π −

π

3

x = 3tan2 ⇒ tan x = ± 3
−−

√ ⇒ , k ∈ Z

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

tan x = tan ⇒ x = kπ +
π

3
π

3
tan x = tan(− ) ⇒ x = kπ −

π

3
π

3

sin 2x = a

2 − a − 1 = 0a2 ⇒

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

a = 1 ⇒ sin 2x = 1 ⇒ 2x = 2kπ +
π

2
یا

a = −
1
2

⇒ x = kπ +
π

4

a = −
1
2

⇒ sin 2x = sin(− )
π

6
⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

2x = 2kπ −
π

6
2x = 2kπ + π +

π

6

⇒ , k ∈ Z

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

x = kπ −
π

12

x = kπ +
7π

12

29

ت دوازدهم (ریاضی)
80 سوال تشریحی مثلثا

آموزشگاه پرسا


