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.‌ سه بردار  مثال بزنید که برای آنها  ولی    1c, b,a⋅ = ⋅a ⃗  b ⃗  a ⃗  c ⃗ b ≠ c

، مقدار  را محاسبه ،  و  باشد با این خاصیت که  فرض کنید  به‌ترتیب بردارهایی به طول    2
کنید.‌

, ,c ⃗ a ⃗  b ⃗ ۱۲۳+ + =a ⃗  b ⃗  c ⃗  ۰⃗ ⋅ + ⋅ + ⋅a ⃗  b ⃗  b ⃗  c ⃗  c ⃗  a ⃗ 

اگر  و  دو بردار در فضای سه‌بعدی باشند، ثابت کنید:   3

‌

ab

a ⋅ (a× b) = ۰

اگر  دو بردار در فضای سه‌بعدی باشند، ثابت کنید اندازۀ  از رابطۀ زیر به‌ دست می‌آید. ) زاویۀ بین دو بردار  است.(‌   4

‌

b,aa× bθb,a

|a× b| = |a| |b| sin θ

فرض کنید  سه بردار بوده که در یک صفحه قرار ندارند. ثابت کنید حجم متوازی‌السطوح ساخته‌شده روی این سه بردار از رابطۀ   5

 به‌ دست می‌آید.

c, b,a

V = |a ⋅ (b× c)|

،  و  هم‌صفحه باشند.‌ مقدار  را طوری بیابید که سه بردار    6ma = ۲i+ (m+ ۱)j− ۳kb = ۲j+ kc = −i+ j+ k

‌، ثابت کنید:   اگر    7a+ b+ c = ۰⃗ a× b = b× c = c× a

سه نقطۀ  و  و  مفروضند. مساحت متوازی‌الاضلاعی که دو ضلع مجاور آن  و  باشند، چقدر   8
است؟‌

A(۱,۲,−۱)B(۳,۱,۲)C(−۱,۴,۱)AB
−→−

AC
−→−

، بردار  باشد.‌ مقدار  را طوری بیابید که تصویر قائم بردار  در امتداد بردار    9ma = (m− ۱,۲,−۱)b= (۱,۳,−۴)a′

با استفاده از نامساوی کوشی - شوارتز اثبات کنید:‌   10

‌≤ ۳( + + )(x+ y+ z)۲
x۲ y۲ z۲

، کمترین مقدار عبارت  را به‌ دست آورید.‌ اگر    11۸x+ ۱۵y+ z = ۳۱۶ + ۲۵ + ۲x۲ y۲ z۲

اگر سه نقطۀ  و  و  سه رأس یک مثلث باشند، مقدار زاویۀ  را به ‌دست آورید.   12A = j+ kB = i+ ۲j− k۳
−−
√C = i+ ۲j+ k۳

−−
√A

اگر دو بردار  و  هم طول بوده و  باشد، زاویۀ بین  و  چقدر است؟   13ab|a+ b| = |a− b| = ۱۳,
−−
√ab

اگر طول دو بردار  و  برابر بوده و زاویۀ بین آنها  باشد، ثابت کنید:‌   14

‌

abθ

|a+ b| = ۲ |a| cos
θ

۲
اگر طول دو بردار  و  برابرهم بوده و زاویۀ بین آنها  باشد، ثابت کنید:   15

‌

abθ

|a− b| = ۲ |a| sin
θ

۲
اگر  سه بردار باشد به‌طوری‌ که  ثابت کنید:   16

‌

c, b,aa+ b+ c = ۰⃗ 

a ⋅ b+ a ⋅ c+ b ⋅ c = −
+ +|a|۲ |b|۲ |c|۲

۲
اگر بردار  تصویر قائم بردار  در امتداد بردار  باشد، ثابت کنید:   17a′ab

= ba′ a ⋅ b

|b|۲

ثابت کنید  زاویۀ بین دو بردار  و  از رابطۀ زیر به‌ دست می‌آید.   18

‌

θab

cos θ =
a ⋅ b
|a| |b|

1



،  برابر فاصلۀ آنها تا نقطۀ  باشد. مکان هندسی نقاطی از صفحۀ  را به‌ دست آورید که فاصلۀ آنها از نقطۀ    19xozA(۲,۰,۱)۲
−−
√B(۱,۱,۱)

جای خالی را با عبارت مناسب پر کنید.   20

aحاصل‌ضرب داخلی دو بردار غیر صفر  و  که بر هم عمود هستند، برابر .................. است. ⃗ b ⃗ 

سه بردار  و  و  مفروض‌اند.   21= (۲,۳,۱)a ⃗ = (−۱,۱,۰)b ⃗ = (۲,۱,−۲)c ⃗ 

a+برداری عمود بر دو بردار  و  را به‌ دست آورید. ⃗  b ⃗ c ⃗ 

aحجم متوازی‌السطوحی که توسط سه بردار  و  و  تولید می‌شود را به‌ دست آورید. ⃗ b ⃗ c ⃗ 

 بوده و  باشد، مساحت مثلث بناشده توسط دو بردار  و  را به‌ دست بیاورید. اگر طول بردارهای  و  به‌ترتیب  و    22a ⃗ b ⃗ ۴۶⋅ = ۱۲a ⃗  b ⃗ a ⃗ b ⃗ 

،  و  در یک صفحه باشند. مقدار  را طوری تعیین کنید که سه بردار    23m= (۱,m,−۱۱)a ⃗ = (۲,۳,−۱)b ⃗ = (۱,−۱,۳)c ⃗ 

ثابت کنید: دو بردار غیر صفر  و  با هم موازی هستند اگر و فقط اگر  .   24a ⃗ b ⃗ × =a ⃗  b ⃗  ۰⃗ 

بردارهای  و  مفروض اند به طوری که  مقدار  را محاسبه کنید.   25a ⃗ b ⃗ | × | = ۷۲ , | | = ۲۶ , | | = ۳a ⃗  b ⃗  b ⃗  a ⃗ ⋅a ⃗  b ⃗ 

اگر  باشند آنگاه تصویر قائم  بر امتداد  را به دست آورید. )سوال   26
تکراری است(

= (−۱,−۳,۰) , = (۳,−۴,۲) , = (−۱,۱,۴)a ⃗  b ⃗  c ⃗ a ⃗ +b ⃗  c ⃗ 

برای هریک از بردارهای  و  که در زیر آمده است تصویر قائم  را در امتداد بردار  به‌ دست آورید.   27

الف( 

ب( 

ج( 

abab

b = i , a = (۲,−۱,۲)

b = (۳,۲,۱) , a = (۲,۳,۱)

b = (−۱,۲,۴) , a = (۱,۱,۰)

،  و  داده شده است را بیابید.‌ مساحت مثلثی که رئوس آن با نقاط    28A = (۳,۵,۷)B = (۵,۵,۰)C = (−۴,۰,۴)

. آیا امکان حذف در ضرب خارجی بردارها برقرار است؟‌ ،  و  مثال بزنید که برای آنها  ولی  سه بردار    29abc× = ×a ⃗  b ⃗  a ⃗  c ⃗ ≠b ⃗  c ⃗ 

اگر  سه بردار در فضای سه‌بعدی باشند، ثابت کنید:‌   30

‌

, ,c
→

b
→

a
→

a ⋅ (b+ c) = a ⋅ b+ a ⋅ c

مقدار  و  را طوری به‌ دست آورید که بردار  بر دو بردار  و  عمود باشد.‌   31mna = (m− ۲,−۳,n+ ۱)b = (۲,۳,۴)c = (−۱,۲,۱)

‌ها مفروض است. زاویۀ حادۀ  از مثلث  را طوری به‌ دست مثلث  با رئوس  و  و  روی محور    32

آورید که مساحت مثلث  باشد.

ABCA(۱,۲,۱)B = (۱,۱,۰)CyBABC

۳−−√

۲
اگر  و  باشند، مساحت متوازی‌الاضلاع ساخته‌شده روی دو بردار  و  را به‌ دست آورید.‌   33۳a+ b = (−۳,۱,۲)a− ۴b = (۰,۲,۱)ab

اگر  و  و اندازۀ تصویر قائم بردار  بر امتداد بردار  برابر  باشد، مساحت مثلث ساخته‌شده روی دو بردار  و   34

 را به‌ دست آورید.

|a| = ۳|b| = ۴ab۲۲a+ ۳b

b− ۲a

،  و  برابر  واحد مکعب باشد، حجم متوازی‌السطوح ساخته‌شده روی بردارهای اگر حجم متوازی‌السطوح ساخته‌شده روی سه بردار    35

،  و  را به‌ دست آورید.

abc۸

a− ۲b۲a+ ca− b− c

بردارهای  و  و  قطرهای وجوه مجاور یک متوازی‌السطوح هستند که همگی از یک نقطه   36
می‌گذرند، مقدار حجم آن را به‌ دست آورید.‌

a = (۱,۲,۰)b = (۲,۱,۳)c = (−۱,۴,۱)

اگر بردار  قرینۀ بردار  نسبت به بردار  بوده و  باشد، مساحت مثلث بناشده. روی دو بردار  چه مضربی   37

از  است؟‌

a′′ab = (۱,−۱,۱)a ⋅ b = ۶,aa′′

|a× b|

کدام‌یک از موارد زیر درست و کدام‌یک نادرست است؟   38

الف( اگر بردار  یک ضلع متوازی‌‌الاضلاع و بردار  یک قطر آن باشد، مساحت متوازی‌الاضلاع برابر است با:  

ب( اگر  و  قطرهای یک متوازی‌الاضلاع باشند، مساحت متوازی‌الاضلاع برابر است با:‌  

adS = |a× d|

dd ′S = d×∣∣ d ′∣∣

2
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اگر  بردارهای یکه باشند حاصل عبارت زیر را به‌ دست آورید.‌   39

‌

k, j, i

(۳j− k) ⋅ [(۲k− i) × (۲i− j)]

اگر  و  حاصل اندازۀ  را به‌ دست آورید.‌   40a ⋅ j = ۴a ⋅ k = ۵a× i

اگر  و  و  سه برابر غیر‌ صفر باشند، کدام‌یک درست است؟   41

 )الف

 )ب

abc

a× b+ c× a = ⇒ b = c۰⃗ 

a× b = ⇒ a ∥ b۰⃗ 

A

B
C D

با‌ توجه به شکل مقابل، درستی و نادرستی عبارات زیر را تعیین کنید:الف(    42

ب( 

⋅ > ⋅AD
−→−

AC
−→−

AC
−→−

AC
−→−

⋅ > ⋅AB
−→−

AC
−→−

AC
−→−

AC
−→−

، کمترین مقدار عبارت  را به‌ دست آورید.‌ اگر    43x+ ۳y− z = −۲۲
−−
√+ +x۲ y۲ z۲

،  و  سه نقطه در فضا باشند، تصویر قائم بردار  بر امتداد بردار اگر    44

 را به‌ دست آورید.‌

A = (۱,۰,−۱)B = (۱,۱,۱)C = (−۱,۱,۰)۲OA+OB

۲OC −OB

‌ها به‌ترتیب  و  بوده و  و  باشند، اندازۀ تصویر قائم بردار  روی محور  اگر زاویۀ دو بردار  و  با محور    45

ها را به‌ دست آورید.

uvx
۳π
۴

π

۳
|u| = ۲

−−
√|v| = ۲u+ vx

کسینوس زاویۀ بین دو قطر یک مستطیل به اضلاع  و  را به‌ دست آورید.‌   46۶۱۰

، بیشترین مقدار  را به‌ دست آورید. اگر    47۹ + ۳ + = ۳a۲ b۲ c۲|۳a− b+ ۲c|

اگر  زاویۀ بین دو بردار  حاده بوده و تصویر قائم و قرینۀ بردار  نسبت به بردار  به‌ترتیب  و  باشند. ثابت کنید:   48

 ‌

θb,aaba′a′′

⋅ = ⋅ θa′ a′′ |a|۲ cos۲

اگر  و  به‌ترتیب تصویر قائم و قرینۀ بردار  نسبت به بردار  باشند، درستی و نادرستی هر‌یک از موارد زیر را تعیین کنید:   49

الف(  

ب(  

پ(  

a′a′′ab

(a− b)⊥b
a ⋅ b

|b|۲

= ۱
⋅a′ a′′

a ⋅ a′

(a− ) ⋅ (a+ ) = ۰a′ a′′

z

x

y

b

a

 

در مکعب مقابل زاویۀ بین دو بردار  و  را به‌ دست آورید.‌   50a
→

b
→

A B

D C
60˚

2

5

 

در ذوزنقۀ متساوی‌الساقین مقابل حاصل  را به‌ دست آورید.‌   51⋅AB
−→−

AC
−→−

، ثابت کنید: در مثلث قائم‌الزاویۀ    52

‌

( = )ABCÂ ۹۰∘

⋅ = −AB
−→−

BC
−→−

|AB|۲

، فاصلۀ نقطۀ  تا نقطۀ دو نقطۀ  و  مفروض‌اند. اگر نقطۀ  در فضا بوده به‌طوری که    53

 را به‌ دست آورید.

A(۱,۲,−۱)B(۳,۰,۱)M⋅ = ۱۳AM
−→−

BM
−→−

M

N(۲,۱,۰)3
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دو بردار  و  مفروض‌اند. اگر  حدود  را به‌ دست آورید.   54a = (۲m− ۱,m+ ۲,۲)b = (−۱,۳,m− ۱)|a− b| > |a+ b|m

B

A

C

D E

  55

در مکعب مقابل طول یال‌ها برابر  است. حاصل عبارت‌های زیر را به‌ دست آورید:   

                        ‌ب(  ‌الف( 

۳ ۲
−−
√

⋅AB
−→−

CD
−→−

⋅AB
−→−

DE
−→−

a b

c d

 

،  و  باشد، حاصل عبارت  را به‌ دست آورید.‌  ، اگر در شکل مقابل    56|a| = ۲|b| = ۱|c| = ۳|d| = ۴b ⋅ d+ c ⋅ d− b ⋅ c

، حاصل عبارت  را به‌ اندازۀ بردارهای  و  به‌ترتیب برابر  و  است. اگر    57
دست آورید.‌

bc۳۲۲a+ b+ c = ۰⃗ a ⋅ b+ a ⋅ c+ b ⋅ c

، زاویۀ بین  و  برابر  و فرض کنید  به‌ترتیب بردارهایی به طول  باشند؛ اگر زاویۀ بین  و  برابر    58

زاویۀ بین  و  برابر  باشد، اندازۀ بردار  را به‌ دست آورید.‌

c, b,a,۲,۱۳
−−
√ab

π

۳
ac

π

۶

bc
۵π
۶

۲a− ۳b+ c

سه بردار  به طول یک واحد مفروض‌اند. در صورتی‌ که  اندازۀ بردار  را به‌ دست آورید.   59c, b,a۲a+ ۳b+ ۴c = ۰⃗ ۳a+ ۴b

 رابطۀ  برقرار است. درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید. برای دو بردار غیر صفر  و    60

الف(                        ب( 

ab|۲a− b| = |a+ b|

(۲b− a)⊥a|a| = ۲ |b|

بردار غیر‌صفر  مفروض است. درستی و نادرستی هر‌یک از عبارات زیر را تعیین کنید:   61

‌ها عمود باشد، زاویۀ آن با محور  حاده است. الف( اگر  بر محور 

‌ها زاویۀ منفرجه بسازد، زاویۀ آن با محور  حاده است.. ب( اگر  با محور 

‌هاست. ‌ها زاویۀ حاده بسازد، زاویۀ آن با  حاده و عمود بر محور  پ( اگر  با محور 

V = (|a| ,a,a− |a|)

Vzoy

Vzoy

Vyoxz

درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.   62

. الف( زاویۀ بین  و  منفرجه است، اگر و فقط اگر 

ب(  و  عمود بر‌هم‌اند، اگر و فقط اگر زاویۀ بین  و  برابر  باشد.

پ( 

، آنگاه زاویۀ بین  و  حاده است. ت( اگر 

aba ⋅ b < ۰

a+ ba− bab
π

۴
a ⋅ b = a ⋅ c ⇒ b = c

a ⋅ b = ۲ + a ⋅ cab− c

اگر بردار  در صفحۀ  بوده و  و این بردار بر بردار  عمود باشد، حاصل هر‌یک از موارد زیر را به‌ دست آورید.   63

الف(                         ب(                          پ( 

axoz|a| = ۲b = i− j+ k

a ⋅ ia ⋅ ja ⋅ k

A B

C

M

N

O

مثلث متساوی‌الاضلاع مقابل به ضلع  مفروض است. اگر  به‌ترتیب وسط اضلاع  و  باشند، حاصل  را به‌ دست   64
آورید.‌

۳
−−
√N,MBCAB⋅OM

→
BO
→

؛ مقدار  را طوری به‌ دست آورید که  باشد.‌ ،  و  فرض کنید    65a = (m,−۱,۱)b = (۱,n,۲)a ⋅ b = ۳n,m|a+ b| = ۳ ۲
−−
√

، اندازۀ تصویر قائم‌ بردار  در فرض کنید زاویۀ بین دو بردار  و  حاده بوده و  و  باشد. اگر    66

امتداد بردار  را به ‌دست آورید.‌

ab|a| = ۲|b| = ۲
−−
√= ۱۲a ⋅ b|۲a+ b|۲a

b

A

B C13

12

 

در مثلث قائم‌الزاویۀ مقابل حاصل  را به‌ دست آورید.   67⋅AB
−→−

BC
−→−

B

A

C

D

در مکعب شکل مقابل به ضلع  واحد، حاصل عبارت  را به ‌دست آورید.‌   68۲⋅ + ⋅AB
−→−

CD
−→−

AB
−→−

BC
−→−

4
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،  و  نقطه‌ای در فضا باشد به‌طوری ‌که  فاصلۀ نقطۀ  تا وسط پاره‌خط  را فرض کنید    69

به‌ دست آورید.

A(۲,−۱,۱)B(۳,۲,−۱)M⋅ =AM
−→−

BM
−→− ۷

۲
MAB

سه بردار متمایز و غیر‌ صفر  در یک صفحه مفروض‌اند. اگر  بر بردار  و  بر بردار  عمود باشد، ثابت کنید  بر بردار   70

 عمود است.

c, b,aca− bba− ca

b− c

B

A

M
C

H  

، فاصلۀ نقطۀ  تا نقطۀ  را به ،  سه رأس مثلث‌اند. اگر   ، در شکل مقابل نقاط    71
‌دست آورید.

A(۱,۲,۳)B(−۲,۴,۱)C(۲,۰,۱)|MB| = ۳ |MC|MH

، مختصات نقطۀ  را به‌ دست آورید. ،  و  نقطه‌ای روی پاره‌خط  باشد. اگر  فرض کنید    72A(−۳,۶,۲)B(۲,۱,۲)CAB|AC| = ۴ |BC|C

، اگر  و  باشد، طول قطر  را به‌ دست آورید. در متوازی‌الاضلاع    73ABCD= ۳ − + ۲BA
−→−

i ⃗  j ⃗  k ⃗ = ۲ + ۲ −BD
−→−

i ⃗  j ⃗  k ⃗ AC

ها باشد، کمترین فاصلۀ ‌ها و  قرینۀ نقطۀ  نسبت به محور  اگر  تصویر قائم نقطۀ  بر محور    74

 تا  چقدر است؟

BA = (۱,m− ۱,−۲)yDC(m+ ۲,−۱,۱)x

BD

اگر  هر‌یک از زوایای زیر چقدر است؟   75

                    پ( زاویۀ بین  و  الف( زاویۀ بین  و                     ب( زاویۀ بین  و 

ت( زاویۀ بین  و          ث( زاویۀ بین  و 

|a| = |b| = |a+ b|

abaa− bba− b

b−a− ba+ ba− b

، اگر  نقطۀ وسط  و  نقطۀ وسط  و  نقطۀ وسط  باشد، ثابت کنید:  در مثلث    76ABCMBCNACOMN+ + ۲ =OA
−→−

OB
−→−

OC
−→−

O
→

A

B C
M

 

، ثابت کنید:  در شکل مقابل اگر    77= ۴BM
−→−

MC
−→−

= +AM
−→− ۱

۵
AB
−→− ۴

۵
AC
−→−

متوازی‌الاضلاع  مفروض است. اگر  و  باشد، طول بردار  را به‌ دست آورید.   78ABCD= (۳,۲,۱)AB
−→−

= (۱,۱,−۱)AC
−→−

DB
−→−

دو بردار  و  در فضا مفروض‌اند. برداری به طول  را به‌ دست آورید که در خلاف راستای نیمساز   79

داخلی زاویۀ بین دو بردار  و  باشد.

a = (۰,۰,−۴)b = (−۲,۱,۲)۴ ۶
−−
√

ab

‌هاست. اگر  در امتداد  ‌ها و بردار  قرینۀ بردار  نسبت به محور  بردار  قرینۀ بردار  نسبت به محور    80

باشد، اندازۀ بردار  کدام است؟

a ⃗ ′(۳,−۱,−۲)a ⃗ yb ⃗ 
′

b(m ,n ,−۱)xb′a′

+ ۲a′ b′

،  و  تشکیل مثلث ندهند. مقدار  و  را چنان بیابید که نقاط    81baA(۱,۲a− ۱,−۲)B(b− ۱,a− b,۴)C(۱,۲,۱)

‌ها اختیار می‌کند. فاصلۀ نقطۀ  مقدار  طوری تغییر می‌کند که نقطۀ  در زمان  کمترین فاصلۀ خود را با محور    82

‌ها را در زمان  به‌ دست آورید. تا محور 

αM = (۱,α− ۱,α+ ۳)t۰xM

yt۰

اگر اندازۀ تصاویرقائم بردار  بر صفحات مختصات  و  و  به‌ترتیب برابر  و  و  باشد، طول بردار  را به‌ دست   83
آورید.

V ⃗ xoyxozyoz۴ ۲
−−
√۳ ۲

−−
√۴ ۳

−−
√V ⃗ 

اگر تصویرقائم نقطۀ  بر صفحۀ  برابر  و قرینۀ نقطۀ  نسبت به صفحۀ  برابر  باشد، مقدار  را طوری به‌ دست   84

آورید که طول میانۀ وارد بر ضلع  برابر  باشد.

A(m,۱,۲)yozBBxoyCm

BC۲ ۲
−−
√

z

C

D

B

A
x

y000

طول و عرض و ارتفاع مکعب مستطیل مقابل به‌ترتیب  و  و  است. حدود تغییرات  و  را طوری به‌ دست آورید که نقطۀ   85

 در وجه  قرار گیرد.

۲۳۴mn

(۲n− p− ۱,p− ۱,m+ p)ABCD

A
B

z

x yO 000
 

،  و  است. حدود تغییرات  را طوری به‌ دست آورید که نقطۀ طول و عرض و ارتفاع مکعب مستطیل مقابل به‌ترتیب    86

 روی یال  قرار گیرد.

۲۳۴m

(m+ n+ p ,n+ ۲ ,p− ۱)AB

5
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A

D

H

C

G

F

B

E ،  و  باشد،  ،  ،  ، اگر معادلات وجه‌های یک مکعب مستطیل به‌صورت    87
الف( مختصات رأس‌های این مکعب مستطیل را بنویسید.

ب( در هر‌یک از شش وجه، مختصات نقطه‌ای را مشخص کنید که بر هیچ وجه دیگری قرار نداشته باشد.
پ( مختصات سه نقطه را مشخص کنید که دقیقاً بر دو تا از وجه‌ها قرار گرفته باشند.

ت( معادلات مربوط به یال‌های  و  را بنویسید. )دقت کنید یال‌ها پاره‌خط‌اند.(

ث( روابط مشخص‌کنندۀ دو وجه  و  را بنویسید.
ج( مختصات نقطه‌ای را مشخص کنید که درون مکعب باشد.

چ( مختصات نقطه‌ای را مشخص کنید که روی یکی از وجه‌های آن و غیرواقع بر یال‌ها باشد.

x = ۱x = ۳y = ۱y = ۴z = ۲z = −۲

ABBF

ADHEEFGH

A

B

CE

D

 

اگر شکل مقابل یک مکعب باشد، درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.   88

الف( مثلث  متساوی‌الاضلاع است.

،  است. ب( زاویۀ بین  و 

،  است. پ( زاویۀ بین  و 

،  است. ت( زاویۀ بین  و 

،  است. ث( زاویۀ بین  و 

ABC

AB
−→−

BC
−→−

۶۰∘

BC
−→−

AC
−→−

۶۰∘

AB
−→−

AD
−→−

۴۵∘

AB
−→−

AE
−→−

۱۳۵∘

درستی یا نادرستی هر‌یک از عبارات زیر را مشخص کنید.   89

الف( نقطۀ  در ناحیۀ چهارم قرار دارد.

ب( نقطۀ  در ناحیۀ پنجم قرار دارد.

پ( معادلۀ  در فضا معادلۀ یک خط است.

‌هاست. ت( معادلۀ  معادلۀ خطی موازی محور 

ث( بردار  عمود بر صفحۀ  است.

‌هاست. ج( بردار  موازی محور 

A = (−۱,۵,۷)

B = (۳,۲,−۱)

z = ۳

{ y = ۵
z = ۲

x

= (۰,۰,۵)V
→

xoy

= (−۲,۰,۳)V
→

y

چهار نقطۀ  و  و  و  مفروض هستند.   90

الف( معادلات مشخص‌کنندۀ سطح محدودشده به چهارضلعی  را بنویسید.

ب( معادلات یکی از سطوحی که با سطح  هم‌مساحت و موازی هستند را بنویسید.

A(۲,۱,۳)B(−۱,۱,۳)C(۲,−۱,۳)D(−۱,−۱,۳)

ABCD

ABCD

الف( مختصات چند نقطه را مشخص کنید که در رابطۀ  صدق کنند و مکان آنها را در دستگاه مختصات تعیین نمایید.   91

ب( نمودار مربوط به معادلات  چه شکلی است و چه ارتباطی با نمودار معادلۀ  دارد؟

{x = ۰
z = ۰

{x = ۰
z = ۰

x = ۰

درستی و نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید.   92

A(۲,−۳,۰)xoyنقطۀ  روی صفحۀ  قرار دارد.

بردارهای  و  را در نظر بگیرید.   93= (۱,−۳,۲)a ⃗ = (−۲,۱,−۵)b ⃗ 

aتصویر قائم بردار  را بر امتداد بردار  به‌ دست آورید. ⃗ b ⃗ 

aبرداری عمود بر دو بردار  و  بنویسید. ⃗ b ⃗ 

 مفروض‌اند. اگر زاویه بین دو بردار  و  کمتر از  و  و اندازۀ ضرب خارجی  بردارهای  و  به طول‌های    94

 باشد، مقدار ضرب داخلی دو بردار را به دست آورید. )تکراری(

a ⃗ b ⃗ | | = ۳a ⃗ | | = ۲۶b ⃗ | × | = ۷۲a ⃗  b ⃗ a ⃗ b ⃗ 

۹۰∘

مقدار  را طوری تعیین کنید که سه بردار  در یک صفحه باشند.    95m= (۱,−۲,۳) , = (۰,m,−۱) , = (۲,−۱,۳)c ⃗  b ⃗  a ⃗ 

تصویر قائم بردار  را بر امتداد بردار  بیابید.    96= (۲ , −۱ , ۲)a ⃗ = (۱ , −۱ , ۰)b ⃗ 

. اگر زاویه بین بردارها کمتر از قائمه باشد، مقدار  را به بردارهای  و  مفروض‌اند؛ به‌طوری که  و  و    97
دست آورید.

a ⃗ b ⃗ | | = ۳a ⃗ | | = ۲۶b ⃗ | × | = ۷۲a ⃗  b ⃗ ⋅a ⃗  b ⃗ 

اگر طول و عرض و ارتفاع اتاقی  متر و  متر و  متر باشد، طول قطر اتاق که دو نقطه مقابل را به هم وصل می‌کند را به دست آورید.   98۴۵۳

ها به طول  و نقطه  در صفحه  با عرض  و ارتفاع  مفروض است، اصله وسط پاره‌خط  تا در فضای سه‌بعدی نقطه  روی محور    99
مبدا مختصات را به دست آورید.

Ax۲Byoz−۳۴AB

ثابت کنید اگر دو بردار  و  در یک راستا باشند، آنگاه تصویر قائم  بر امتداد  برابر خود  می‌شود.    100a ⃗ b ⃗ a ⃗ b ⃗ a ⃗ 

شکل کلی )نمودار( مربوط به روابط  را در فضای دوبعدی رسم کنید.   101y < − + ۱ , −۲ < y ≤ −۱x۲

ها در نقطه به مختصات  عمود باشد، به‌صورت  .................. است.  معادلۀ صفحه‌ای که بر محور    102ZA = (۰,۰,۳)

حجم متوازی‌السطوحی را به دست آوريد كه توسط سه بردار  و  و  تولید می‌شود.   103= (۱ ,۰ ,−۱)a ⃗ = (۰ ,۲ ,۲)b ⃗ = (۲ ,−۳ ,۰)c ⃗ 

مقدار  را چنان بیابید که دو بردار  و  بر هم عمود باشند.   104m= (۲ ,m ,−۱)a ⃗ = (m+ ۱ ,۳ ,۲)b ⃗ 

، معادلۀ محور .................. است. الف( در فضای سه‌بعدی، نمودار مربوط به معادلات    105

. )درست - نادرست( ب( اگر  و  دو بردار دلخواه،  عدد حقیقی و  آنگاه 

 را در فضای دو‌بعدی رسم كنيد. پ( شكل كلی )نمودار( مربوط به رابطۀ 

 را به دست آوريد. ت( طول بردار 

‌{x = ۰
z = ۰

a ⃗ b ⃗ r= rb ⃗  a ⃗ | | = |r|| |b ⃗  a ⃗ 

y = , −۱ < x ≤ ۲x۲

= (۰ ,−۳ ,۴)a ⃗ 6
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برای دو بردار غیر صفر  و  ثابت کنید دو بردار   و  برهم عمودند اگر و فقط اگر  .    106a ⃗ b ⃗ a ⃗ b ⃗ ⋅ = ۰a ⃗  b ⃗ 

اگر  و  و  سه رأس مثلث  باشند، مساحت مثلث  را با استفاده از ضرب   107
خارجی بردارها به‌ دست آورید. 
A = (۲,−۱,۳)B = (۳,۱,۴)C = (−۱,۱,۰)ABCABC

سه بردار  و  و  مفروض‌اند.   108

الف( برداری عمود بر دو بردار  و  به‌ دست آورید.

ب( حجم متوازی‌السطوحی که توسط سه بردار  و  و  تولید می‌شود را به‌ دست آورید.

= (۲,۳,۱)a ⃗ = (−۱,۱,۰)b ⃗ = (۲,۱,−۲)c ⃗ 

−۲b ⃗ c ⃗ 

a ⃗ b ⃗ c ⃗ 

. ثابت کنید: دو بردار غیر صفر  و  با هم موازی هستند، اگر و فقط اگر    109a ⃗ b ⃗ × =a ⃗  b ⃗  o ⃗ 

،  و  باشند، آنگاه تصویر قائم بردار  بر امتداد  را به‌ دست آورید. اگر    110= (۱,−۳,۴)a ⃗ = (۳,−۴,۲)b ⃗ = (−۱,۱,۴)c ⃗ a ⃗ +b ⃗  c ⃗ 

مساحت متوازی‌الاضلاعی را به دست آورید که توسط دو بردار  و  به وجود می‌آید.   111= (۳,۲,۱)a ⃗ = (۲,۰,۱)b ⃗ 

بردارهای  و  را در نظر بگیرید. تصویر قائم بردار  را بر امتداد بردار  بیابید.   112= (۲,−۱,۲)a ⃗ = (۱,−۱,۰)b ⃗ a ⃗ b ⃗ 

نقاط  و  و  را در فضا در نظر می‌گیریم، کدام‌‌یک روی خط  قرار دارند؟ چرا؟   113A = (۱,۲,۱)B = (۲,۲,۱)C = (۳,۲,−۱){y = ۲
z = ۱

الف( نمودار مربوط به معادلات  در فضای  چه شکلی است؟ . چه ارتباطی با نمودار  دارد؟   114

ب( اگر  و  باشد اندازۀ بردار  را به‌ دست آورید.

{x = ۰
z = ۰

R۲x = ۰

= (۲,−۱,۳)a ⃗ = + ۲b ⃗  i ⃗  j ⃗ + ۲a ⃗  b ⃗ 

نقاط  و  و  سه رأس مثلث  هستند. طول میانۀ  و محیط مثلث را محاسبه کنید.   115A(۱,۲,۱)B(۳,۱,۳)C(۱,۵,۴)ABCAM

، کدام نادرست است؟ اگر  و  و    116
‌

(  با  موازی است.(  بر  عمود است.

(  و  و  در یک صفحه‌اند.( 

× = ×a ⃗  b ⃗  a ⃗  c ⃗ ≠a ⃗  ۰⃗ ≠b ⃗  c ⃗ 

۱a ⃗ −b ⃗  c ⃗ ۲a ⃗ −b ⃗  c ⃗ 

۳⋅ ( × ) = ۰a ⃗  b ⃗  c ⃗ ۴a ⃗ b ⃗ c ⃗ 

  و  و  حاصل  را به دست زاویۀ بین دو بردار  و  کمتر از  درجه است. اگر   117
آورید؟

a ⃗ b ⃗ ۹۰| | = ۶a ⃗ | | = ۵b ⃗ | × ( + )| = ۱۸a ⃗  a ⃗  b ⃗ ⋅ ( + )a ⃗  a ⃗  b ⃗ 

 

در مکعب مستطیل شکل مقابل،  و  و  می‌باشد. فاصلۀ رأس  از وسط  را بیابید؟   118
‌

OC = ۴OD = ۲OA = ۵FOC

 را به دست ، بر آن ضلع عمود می‌باشد. مقدار  ، میانۀ ضلع  ،  و  و  در مثلث    119
آورید.

ABCA = (۲,−۱,۱)B = (۳,۱,۰)C = (m,۰,۲)BCm

 را بیابید؟ ، نقطۀ  می‌باشد. اگر  باشد، طول  تصویر قائم نقطۀ  بر صفحۀ    120A(−۲,۳,۵)xoyA′B(۳,−۱,۴)BA′

اگر  و  و  سه رأس مثلث  باشند، مساحت مثلث  را با استفاده از ضرب   121
خارجی بردارها به‌ دست آورید.

A = (−۱,۲,۰)B = (۱,۰,−۱)C = (۰,−۱,۱)ABCABC

بردارهای  و  مفروض‌اند:   122= (۱,۲,۳)a ⃗ = (−۲,۰,۲)b ⃗ 

aتصویر قائم بردار  بر امتداد بردار  را به‌ دست آورید. ⃗ b ⃗ 

۲طول بردار  را محاسبه کنید. −a ⃗  b ⃗ 

بردارهای  و  را در نظر بگیرید.   123= (−۲,۰,۲)a ⃗ = ۲ + ۲b ⃗  j ⃗  k ⃗ 

aزاویۀ بین دو بردار  و  را به‌ دست آورید. ⃗ b ⃗ 
7
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a+تصویر قائم بردار  را بر امتداد بردار  به‌ دست آورید. ⃗  b ⃗ b ⃗ 

درستی یا نادرستی عبارت‌های زیر را مشخص کنید.   124

 کمتر نیست. aمجموع طول‌های دو بردار  و  از طول بردار  ⃗ b ⃗ +a ⃗  b ⃗ 

ها موازی است. }خط  با محور  x = ۵
y = ۲

z

درستی یا نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید.   125

،  است. aبرای دو بردار غیر صفر  و  ⃗ b ⃗ ⋅ ( × ) = ۰a ⃗  a ⃗  b ⃗ 

درستی و نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید.   126

. ABrrAاگر  و  دو ماتریس هم‌مرتبه و  یک عدد حقیقی دلخواه و مخالف صفر باشد، به‌طوری که  آن‌گاه داریم:  = rBA = B

dAdAمکان هندسی مرکزهای همۀ دایره‌هایی در صفحه که بر خط  در نقطۀ ثابت  مماس‌اند، یک نیم‌خط عمود بر خط  در نقطۀ  است.

اگر زاویۀ بین دو بردار مخالف صفر، منفرجه باشد، آنگاه ضرب داخلی آنها یک عدد حقیقی مثبت است.

به سؤالات زیر پاسخ دهید.   127

yاگر  معادلۀ صفحه‌ای در فضای  باشد که از نقطۀ  بگذرد، مقدار عددی  چقدر است؟ = bR۳A = (۲,−۳,۴)b

x}معادلات  مربوط به کدام محور در دستگاه مختصات  است؟ = ۰
y = ۰

R۳

، نقطۀ  به عرض  و ارتفاع  روی صفحۀ  و نقطۀ  مفروض‌اند. مختصات وسط  را بیابید. R۳A۲۳yozBدر فضای  = (−۴,۶,−۳)AB

عبارت‌های زیر را کامل کنید.    128

،  و  در یک صفحه باشند، آنگاه حجم متوازی‌السطوح بناشده توسط سه بردار برابر  .................. است.  aاگر سه بردار  ⃗ b ⃗ c ⃗ 

درستی و نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید. سپس شکل صحیح عبارت نادرست را بنویسید.   129

jبرای دو بردار واحد  ,  حاصل‌ضرب خارجی  است. ⃗ i ⃗ × =i ⃗  j ⃗  ۰⃗ 

سه بردار  و  و  در نظر بگیرید.    130= ۲ + ۳ −a ⃗  i ⃗  j ⃗  k ⃗ = +b ⃗  i ⃗  k ⃗ = (۰,۲,۱)c ⃗ 

aاگر زاویه بین دو بردار  و  برابر با  باشد،  را بیابید.  ⃗ b ⃗ θcosθ

aتصویر قائم بردار  بر  را به‌ دست آورید.  ⃗ −b ⃗  c ⃗ 

سه بردار  و  و  را در نظر بگیرید:    131= ۲ + ۳ −a ⃗  i ⃗  j ⃗  k ⃗ = +b ⃗  i ⃗  k ⃗ = (۰,۲,۱)c ⃗ 

۲طول بردار  را به‌دست آورید.  −b ⃗  c ⃗ 

aمساحت متوازی‌الاضلاع  که روی دو بردار  و  ایجاد می‌شود را به‌دست آورید.  ⃗ +b ⃗  c ⃗ 

درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.    132

۵(۴−,۲,۳−)نقطه با مختصات  در ناحیه )کنج( شماره  محورهای مختصات سه‌بعدی واقع است. 

جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید.   133

، در این صورت زاویه بین دو بردار  و  برابر .................. است. aاگر برای دو بردار  و  داشته باشیم:  ⃗ b ⃗ ⋅ = | ||b|a ⃗  b ⃗  a ⃗ a ⃗ b ⃗ 

بردارهای  و  را در نظر بگیرید.   134= (۲,−۱,۲)a ⃗ = (۱,−۱,۰)b ⃗ 

aزاویه بین دو بردار  و  را به دست آورید. ⃗ b ⃗ 

‌ پیدا کنید. aبرداری عمود بر دو بردار  و  ⃗ b ⃗ 

جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید.    135

) =بردار  در فضا سه‌بعدی بر صفحۀ مختصات سه‌بعدی .................. منطبق است. ) ۲ −a ⃗  j ⃗  k ⃗ xoz,yoz,xoy

درستی و نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.    136

،  و  به‌ طول‌های واحد روی محور‌های مختصات در  داریم:  iبرای سه بردار  ⃗ j ⃗ k ⃗ R۲× =i ⃗  j ⃗  k ⃗ 

ها و نقطۀ  روی صفحۀ  به طول  و ارتفاع  در فضای سه‌بعدی مفروض‌اند.  نقطۀ  به طول  روی محور    137A۲xBxoz۱۳

ABمختصات نقاط  و  را مشخص کنید. 
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ABطول پاره‌خط  را محاسبه کنید. 

ABمختصات وسط پاره‌خط  را به دست آورید. 
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  1

:) ( اتفاق بیفتد. مثالی در مورد حالت ) ( یا ) ‌از آنجا که می‌خواهیم  باشد، بنابراین مثال‌هایی می‌توان ارائه داد که یکی از دو حالت )

  

:) مثالی در مورد حالت )

‌

حال کافی است بردار  را طوری در نظر بگیریم که ضرب داخلی آن در  برابر صفر شود.

‌

  2

 

 :فرض

  3

  4

 :فرض

  5

اثبات: می‌دانیم اندازۀ تصویر قائم بردار  بر امتداد بردار  از رابطۀ  به‌ دست می‌آید.

a

c
b

h

b c+

a ⋅ b = a ⋅ c ⇒ a ⋅ b − a ⋅ c = ۰ ⇒ a ⋅ (b − c) = ۰

|a||b − c| cos θ = ۰ ⇒ :یا
⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

|a| = ۰ ⇒ a = = (۰, ۰, ۰) (۱)۰⃗ 

|b − c| = ۰ ⇒ b − c = ۰ ⇒ b = c

cos θ = ۰ ⇒ θ = ⇒ a⊥(b − c) (۲)۹۰∘

b ≠ c۱۲۱

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

= (۰, ۰, ۰) , b = (۱, ۲, ۳) , c = (−۱, ۷, ۵) , b ≠ ca⃗ 

⇒ { ⇒ a ⋅ b = a ⋅ ca ⋅ b = ۰ + ۰ + ۰ = ۰
a ⋅ c = ۰ + ۰ + ۰ = ۰

۲

b = (۱, ۲, −۱) , c = (۳, ۲, ۴) b − c = (−۲, ۰, −۵)−→−
b≠c

ab − c

a = (۵, ۰, −۲) ⇒ { ⇒ a ⋅ b = a ⋅ c
a ⋅ b = ۵ + ۰ + ۲ = ۷
a ⋅ c = ۱۵ + ۰ − ۸ = ۷

|a| = ۲ , |b| = ۱ , |c| = ۳ a ⋅ b + b ⋅ c + c ⋅ a =?

a + b + c = = |a + |b + |c + ۲a ⋅ b + ۲a ⋅ c + ۲b ⋅ c۰⃗ − →−−
توان دوم

|a + b + c|
  

۰

۲ |۲ |۲ |۲

⇒ ۰ = ۴ + ۱ + ۹ + ۲(a ⋅ b + a ⋅ c + b ⋅ c) ⇒ a ⋅ b + a ⋅ c + b ⋅ c = −۷

۲(a ⋅ b + a ⋅ c + b ⋅ c) = −۱۴ ⇒ a ⋅ b + a ⋅ c + b ⋅ c = −۷−→
+

}:فرض
a = ( , , )a۱ a۲ a۳

b = ( , , )b۱ b۲ b۳
– ––––––––––––––––

a × b = ( − , − , − )a۲b۳ a۳b۲ a۳b۱ a۱b۳ a۱b۲ a۲b۱

⇒ a ⋅ (a × b) = ( , , ) ⋅ ( − , − , − )a۱ a۲ a۳ a۲b۳ a۳b۲ a۳b۱ a۱b۳ a۱b۲ a۲b۱

= − + − + − = ۰ ⇒ a ⋅ (a × b) = ۰a۱a۲b۳  
a۱a۳b۲– ––––––

a۲a۳b۱– ––––––– ––––––
a۲a۱b۳  

a۳a۱b۲– ––––––
a۳a۲b۱– ––––––– ––––––

{ a × b = ( − , − , − )
a = ( , , )a۱ a۲ a۳

b = ( , , )b۱ b۲ b۳
−→
×

a۲b۳ a۳b۲ a۳b۱ a۱b۳ a۱b۲ a۲b۱

= + +− →−−−−−
توان دوم اندازه

|a × b|۲ ( − )a۲b۳ a۳b۲
۲ ( − )a۳b۱ a۱b۳

۲ ( − )a۱b۲ a۲b۱
۲

= + − ۲ + + − ۲ + + − ۲a۲
۲
b۲

۳
a۲

۳
b۲

۲ a۲a۳b۲b۳ a۲
۳
b۲

۱
a۲

۱
b۲

۳ a۱a۳b۱b۳ a۲
۱
b۲

۲
a۲

۲
b۲

۱ a۱a۲b۱b۲

= ( + + )( + + ) − ( )a
۲
۱ a

۲
۲ a

۲
۳ b

۲
۱ b

۲
۲ b

۲
۳ + + + ۲ + ۲ + ۲a

۲
۱ b

۲
۱ a

۲
۲ b

۲
۲ a

۲
۳ b

۲
۳ a۲a۳ b۲ b۳ a۱a۳ b۱ b۳ a۱a۲ b۱ b۲

  
=( + + )a۱ b۱ a۲ b۲ a۳ b۳

۲ (a⋅b)۲

= − = − θ|a|۲|b|۲ (a ⋅ b)۲ |a|۲|b|۲ |a|۲|b|۲cos۲

= (۱ − θ) = θ = |a × b| = |a| |b| sin θ|a|۲|b|۲ cos۲ |a|۲|b|۲sin۲ (|a| |b| sin θ)۲ −→−
جذر

ab| | =a′
|a ⋅ b|

|b|
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مطابق شکل  اندازۀ تصویر قائم بردار  در امتداد بردار  است.
بنابراین داریم:
hab × c

‌

  6

حل دترمینان  به روش ساروس:

 سه بردار هم‌صفحه‌اند.

1
2 1

-

1 3

1 1
0

1
0 2

2 +m -

1-

2 1+m

  7

 :فرض

طرفین فرض را یک‌بار در  و بار دیگر در  ضرب خارجی می‌کنیم:

  8

 ‌مساحت متوازی‌الاضلاع

اگر  تصویر قائم بردار  در امتداد بردار  باشد، می‌دانیم:   9

زیرا:

  10

حکم:  

  11

h =
|a ⋅ (b × c)|

|b × c|

V = × h = |b × c| ⇒ V = |a ⋅ (b × c)|حجم مساحت قاعده
|a ⋅ (b × c)|

|b × c|

۳ × ۳

⇒ V = (حجم)۰

= ۰V = |a ⋅ (b × c)| = ۰ ⇒

|(۴ − m − ۱ + ۰) − (۶ + ۲ + ۰)| = ۰ ⇒ m = −۵

a + b + c = ۰⃗ 

ab

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

+ a × b + a × c = ⇒ a × b = −a × c ⇒ a × b = c × a (۱)−→
a×

a × a  
۰̄̄

a × ۰⃗ 
  

۰̄̄

b × a + + b × c = ⇒ b × c = −b × a ⇒ b × c = a × b (۲)−→
b×

b × b  
۰̄̄

b × ۰⃗ 
  

۰̄̄

a × b = b × c = c × a− →−−
(۲),(۱)

= B − A = (۲, −۱, ۳), = (−۲, ۲, ۲)AB
−→−

AC
−→−

= ×
∣

∣
∣AB
−→−

AC
−→− ∣

∣
∣

× = = i(−۲ − ۶) − j(۴ + ۶) + k(۴ − ۲) = −۸i − ۱۰j + ۲kAB
−→−

AC
−→− ∣

∣

∣
∣

i

۲
−۲

j

−۱
۲

k

۳
۲

∣

∣

∣
∣

= = = ۲−→−
اندازه

مساحت متوازی‌الاضلاع ۶۴ + ۱۰۰ + ۴
− −−−−−−−−−−
√ ۱۶۸

−−−
√ ۴۲

−−
√

= (۱, ۳, −۴)a′a = (m − ۱, ۲, −۱)b

a ⋅ =a′ | |a′
۲

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

a ⋅ = a ⋅ b = (a ⋅ b) = =a′
a ⋅ b

|b|۲

(a ⋅ b)

|b|۲

(a ⋅ b)۲

|b|۲
| |a′

۲

= b ⇒ | | = |b| =a′
a ⋅ b

|b|۲
a′

|a ⋅ b|

|b|۲

|a ⋅ b|

|b|

a ⋅ = ⇒ m − ۱ + ۶ + ۴ = ۱ + ۹ + ۱۶ ⇒ m = ۱۷a′ | |a′
۲

≤ ۳( + + )(x + y + z)۲ x۲ y ۲ z۲

‌ ⇒ |x + y + z| ≤ ×
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

‌ − |u ⋅ v| ≤ |u| |v|شوارتز :نامساوی کوشی

‌ :فرض}
u = (x, y, z)
v = (۱, ۱, ۱)

+ +x۲ y ۲ z۲
− −−−−−−−−−
√ ۳

−−
√

≤ ۳( + + )− →−−
۲ توان

(x + y + z)۲ x۲ y ۲ z۲

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

min( ) =?+ +۱۶x۲
– ––––– ––––

۲۵y ۲
– ––––– ––––

۲z۲
– –––– –––  

u = (۴x, ۵y, z) ⇒ v = (۲, ۳, :جذر تک‌تک( ۲
−−
√

۱

۲
−−
√

= ۳۸x + ۱۵y + z
  

u⋅v
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 :نامساوی کوشی - شوارتز

  12

a bθ

CB

A

 

  13

، پس: طبق فرض 

‌

  14

طبق قضیۀ کسینوس‌ها:   15

a a b-

b
θ

 

 :فرض مسئله

  16

‌

  17

|u ⋅ v| ≤ |u| |v| ⇒ ۳ ≤ ×۱۶ + ۲۵ + ۲x۲ y ۲ z۲
− −−−−−−−−−−−−−−
√ ۴ + ۹ +

۱
۲

− −−−−−−−
√

  
۳ ۳√

۲√

⇒ ≤ ≤ ۱۶ + ۲۵ + ۲
۲
−−
√

۳
−−
√

۱۶ + ۲۵ + ۲x۲ y ۲ z۲
− −−−−−−−−−−−−−−
√ − →−−

۲ توان ۲
۳

x۲ y ۲ z۲

⇒ min(۱۶ + ۲۵ + ۲ ) =x۲ y ۲ z۲ ۲
۳

A = (۰, ۱, ۱) , B = ( , ۲, −۱) , C = ( , ۲, ۱) , θ =?۳
−−
√ ۳

−−
√
⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

a = = B − A = ( , ۱, −۲)AB
−→−

۳
−−
√

b = = C − A = ( , ۱, ۰)AC
−→−

۳
−−
√

⇒ cos θ = = = = = θ =
a ⋅ b

|a| |b|

۳ + ۱ + ۰

×۳ + ۱ + ۴
− −−−−−−−
√ ۳ + ۱

− −−−−
√

۴

۲ × ۲۲
−−
√

۲
−−
√

۲
π

۴

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

|a + b| = |a + |b + ۲a ⋅ b = ۳۳
−−
√ − →−−

۲ توان
|۲ |۲

|a − b| = ۱ |a + |b − ۲a ⋅ b = ۱− →−−
۲ توان

|۲ |۲

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

|a + |b = ۲|۲ |۲

۲a ⋅ b = ۱ ⇒ a ⋅ b =
۱
۲

|a| = |b|

⇒ cos θ = ⇒ θ =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

۲|a = ۲ → |a = ۱|۲ |۲

|a cos θ =|۲
۱
۲

۱
۲

π

۳

{
|a| = |b|فرض مسئله:

+ + ۲a ⋅ b = + + ۲ |a| |b| cos θ|a + b|۲ = ===
اتحاد

|a|۲ |b|۲ |a|۲ |b|۲

⇒ = ۲ + ۲ cos θ = ۲ ( ) = ۴|a + b|۲ |a|۲ |a|۲ |a|۲ ۱ + cosθ
  

۲cos۲ θ

۲

|a|۲cos۲ θ

۲

|a + b| = ۲ |a| cos−→−
جذر θ

۲

= + − ۲ |a| |b| cos θ|a − b|۲ |a|۲ |b|۲

|a| = |b| ⇒ = ۲ − ۲ cos θ = ۲ ( )|a − b|۲ |a|۲ |a|۲ |a|۲ ۱ − cos θ
  

۲sin۲ θ

۲

⇒ = ۴ |a − b| = ۲ |a| sin|a − b|۲ |a|۲sin۲ θ

۲
−→−

جذر θ

۲

a + b + c = |a + b + c| = ۰۰⃗ − →−−
اندازه

+ + + = ۰− →−−
۲ توان

|a|۲ |b|۲ |c|۲ ۲a ⋅ b + ۲a ⋅ c + ۲b ⋅ c
  

۲(a⋅b+a⋅c+b⋅c)

⇒ a ⋅ b + a ⋅ c + b ⋅ c = −
+ +|a|۲ |b|۲ |c|۲

۲

12
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، بردار  باشد، بدیهی است: مطابق شکل با فرض  اگر تصویر قائم بردار  در امتداد بردار 

  a´
θ

a
a -a´

b

۰ < θ <
π

۲
aba′

⇒ (a − rb) ⋅ b = ۰ ⇒ a ⋅ b − r = ۰
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
∥ b ⇒ {a′

= rb (۱)a′

r > ۰
(a − )⊥b ⇒ (a − ) ⋅ b = ۰a′ a′

|b|۲‌

فرض می‌کنیم دو بردار  و  در فضای دو‌بعدی باشند. مطابق شکل ضلع سوم مثلث برابر است با:     18

a a b-

b
θ

 

‌بعدی نیز قابل تعمیم است. رابطۀ فوق در فضای 

  19

مجموع دو مقدار نامنفی برابر صفر شده، در نتیجه:

  

یعنی مکان هندسی موردنظر، نقطۀ  است.

  20

صفر یا 

    21

بردار عمود بر دو بردار  و  برابر است با:

‌‌

حجم متوازی‌السطوح تولیدشده توسط سه بردار  و  و  برابر است با:

‌

  22

‌روش اول:

‌

‌روش دوم:

 

‌مساحت مثلث برابر است با:

‌

  23

‌ :شرط در یک صفحه بودن  

  24

 

  25

   

⇒ r = = b
a ⋅ b

|b|۲
− →−−−
(۱) طبق

a′
a ⋅ b

|b|۲

a = ( , )a۱ a۲b = ( , )b۱ b۲

a − b = ( − , − )a۱ b۱ a۲ b۲

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

|a| = |b| = |a − b| =+a
۲
۱ a

۲
۲

− −−−−−
√ +b

۲
۱ b

۲
۲

− −−−−−
√ +( − )a۱ b۱

۲ ( − )a۲ b۲
۲− −−−−−−−−−−−−−−−−−−

√

= + − ۲ |a| |b| cos θ ⇒ ۲ |a| |b| cos θ = + −|a − b|۲ |a|۲ |b|۲ |a|۲ |b|۲ |a − b|۲ طبق قضیۀ کسینوس‌ها:

⇒ ۲ |a| |b| cos θ = + + + − [ + ]a۲
۱

a۲
۲

b۲
۱

b۲
۲ ( − )a۱ b۱

۲ ( − )a۲ b۲
۲

= + + + − ( + − ۲ + + − ۲ ) = ۲ + ۲a
۲
۱ a

۲
۲ b

۲
۱ b

۲
۲ a

۲
۱ b

۲
۱ a۱b۱ a

۲
۲ b

۲
۲ a۲b۲ a۱b۱ a۲b۲

⇒ |a| |b| cos θ = ⇒ cos θ =+ ba۱b۱ a۲  
a⋅b( تعریف ضرب داخلی(

a ⋅ b

|a| |b|

۳

{
M ∈ xoz ⇒ M = (x, ۰, z)
A(۲, ۰, ۱) , B(۱, ۱, ۱) , |MA| = |MB|۲

−−
√

⇒ = × ⇒ + = ۰+(x − ۲)۲ (z − ۱)۲− −−−−−−−−−−−−−−−
√ ۲

−−
√ + ۱ +(x − ۱)۲ (z − ۱)۲− −−−−−−−−−−−−−−−−−−

√ x۲ (z − ۱)۲

+ = ۰ ⇒ x = ۰ , z = ۱x۲ (z − ۱)۲

M = (۰, ۰, ۱)

⋅ = ۰a⃗  b ⃗ 

+a⃗  b ⃗ c ⃗ 

( + ) × = (۱, ۴, ۱) × (۲, ۱, −۲) = (−۹, ۴, −۷)a⃗  b ⃗  c ⃗ 

a⃗ b ⃗ c ⃗ 

V = |a ⋅ ( × )| = |(۲, ۳, ۱) ⋅ (−۲, −۲, −۳)| = | − ۱۳| = ۱۳b ⃗  c ⃗ 

cos θ = = = ⇒ θ =
⋅a⃗  b ⃗ 

| || |a⃗  b ⃗ 

۱۲
۴ × ۶

۱
۲

π

۳

= | × | = | || | sin θ = × ۴ × ۶ × = ۶Sمثلث
۱
۲
a⃗  b ⃗ 

۱
۲
a⃗  b ⃗ 

۱
۲

۳
−−
√

۲
۳
−−
√

| × + ( ⋅ = | | → | × + (۱۲ = (۴ (۶a⃗  b ⃗ |۲ a⃗  b ⃗ )۲ a⃗ |۲ b ⃗ |۲ a⃗  b ⃗ |۲ )۲ )۲ )۲ → | × | = ۱۲a⃗  b ⃗  ۳
−−
√

S = | × | = ۶
۱
۲
a⃗  b ⃗  ۳

−−
√

× = (۲, ۳, −۱) × (۱, −۱, ۳) = (۸, −۷, −۵)b ⃗  c ⃗ 

⋅ ( × ) = ۰a⃗  b ⃗  c ⃗  → (۱,m, −۱۱) ⋅ (۸, −۷, −۵) = ۸ − ۷m + ۵۵ = ۰ → m = ۹

× = ⇔ | × | = | | ⇔ | || | sin θ = ۰ →a⃗  b ⃗  o ⃗  a⃗  b ⃗  ۰⃗  a⃗  b ⃗  ← −−−−−−−
| |≠۰ , | |≠۰a⃗  b ⃗ 

sin θ = ۰ ⇔ θ = ۰ ∨ θ = π ⇔ ||a⃗  b ⃗ 

| × | = | || | sin θa⃗  b ⃗  a⃗  b ⃗  ⇒ ۷۲ = ۳ × ۲۶ × sin θ ⇒ sin θ = → cos θ = ± = ±
۱۲
۱۳

۱ − (
۱۲
۱۳

)۲
− −−−−−−−

√
۵

۱۳
⋅ = | || | cos θ = ۳ × ۲۶ × (± ) = ±۳۰a⃗  b ⃗  a⃗  b ⃗ 

۵
۱۳

13
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  26

 

  27

 :تصویر قائم بردار  در امتداد 

 )الف

 )ب

 )ج

  28

A

B
C

a b
 ‌:فرض

  29

   ) ( یا حالت ) ‌صورت مسئله حالتی را می‌خواهد که  یعنی حالت )

:) مثال حالت )

‌

:) مثال حالت )

‌

  30

 :فرض

یعنی خاصیت توزیع‌پذیری ضرب نسبت به جمع برای ضرب داخلی سه بردار برقرار است.

  31

. ‌شرط آنکه بردار  بر دو بردار غیرموازی  و  عمود باشد، آن است که 

+ = (۲, −۳, ۶) , = ( + ) =b ⃗  c ⃗  a⃗ 
⋅ ( + )a⃗  b ⃗  c ⃗ 

|( + )b ⃗  c ⃗  |۲
b ⃗  c ⃗  (۲, −۳, ۶) = (۲, −۳, ۶)

(−۱, −۳, ۰)(۲, −۳, ۶)
۴۹

۱
۷

= ba′
a ⋅ b

|b|۲
ab

{ ⇒ a ⋅ b = ۲ + ۰ + ۰ = ۲ ⇒ = b = ۲b = (۲, ۰, ۰)a = (۲, −۱, ۲)
b = i = (۱, ۰, ۰) ⇒ |b| = ۱

a′
۲
۱

{ ⇒ = b = (۳, ۲, ۱)
a = (۲, ۳, ۱) ⇒ a ⋅ b = ۶ + ۶ + ۱ = ۱۳

b = (۳, ۲, ۱) ⇒ |b| = =۹ + ۴ + ۱
− −−−−−−−
√ ۱۴

−−
√

a′
۱۳
۱۴

۱۳
۱۴

{ ⇒ = b = (−۱, ۲, ۴)
a = (۱, ۱, ۰) ⇒ a ⋅ b = −۱ + ۲ + ۰ = ۱

b = (−۱, ۲, ۴) ⇒ |b| = =۱ + ۴ + ۱۶
− −−−−−−−−
√ ۲۱

−−
√

a′
۱

۲۱
۱

۲۱

A(۳, ۵, ۷) , B(۵, ۵, ۰) , C(−۴, ۰, ۴)

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
= = B − A = (۲, ۰, −۷)a

→
AB
−→−

= = C − A = (−۷, −۵, −۳)b
→

AC
−→−

⇒ a × b =
(۲, ۰, −۷)×

(−۷, −۵, −۳)
– ––––––––––––––––––––––

a × b = (−۳۵, ۵۵, −۱۰) = ۵(−۷, ۱۱, −۲)

⇒ = |a × b| = =SABC

۱
۲

۵
۲

۴۹ + ۱۲۱ + ۴
− −−−−−−−−−−
√

۵
۲

۱۷۴
−−−
√

a × b = a × c ⇒ a × b − a × c = ⇒ a × (b − c) =۰⃗  ۰⃗ 

b ≠ c۱۲⇒ ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

a = (۱)۰⃗ 

b − c = ⇒ b = c۰⃗ 

a ∥ (b − c) (۲)
۱

⇒ ⇒ a × b = a × c

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

a = = (۰, ۰, ۰)۰⃗ 

b = (۱, ۲, ۵)
c = (۳, ۱, ۴)

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

a × b = (۰, ۰, ۰) × (۱, ۲, ۵) = (۰, ۰, ۰) = ۰⃗ 

a × c = (۰, ۰, ۰) × (۳, ۱, ۴) = (۰, ۰, ۰) = ۰⃗ 

b ≠ c

۲

{ b − c = (−۲, ۱, ۱) a = (−۴, ۲, ۲)b = (۱, ۲, ۵)
c = (۳, ۱, ۴)

−→−
b≠c

− →−−−−−−
a=۲(b−c) مثلاً

a∥(b−c): باید

⇒ ⇒ a × b = a × c

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

a × b = ⇒ a × b = (۶, ۲۲, −۱۰)(−۴, ۲, ۲)×
(۱, ۲, ۵)

a × c = ⇒ a × c = (۶, ۲۲, −۱۰)(−۴, ۲, ۲)×
(۳, ۱, ۴)

⇒ b + c = ( + , + , + )

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

= ( , , )a
→

a۱ a۲ a۳

= ( , , )b
→

b۱ b۲ b۳

= ( , , )c
→

c۱ c۲ c۳

b۱ c۱ b۲ c۲ b۳ c۳

a ⋅ (b + c) = ( , , ) ⋅ ( + , + , + )a۱ a۲ a۳ b۱ c۱ b۲ c۲ b۳ c۳

= ( + ) + ( + ) + ( + )a۱ b۱ c۱ a۲ b۲ c۲ a۳ b۳ c۳

= + + + + +a۱b۱ a۱c۱ a۲b۲ a۲c۲ a۳b۳ a۳c۳

= ( + + ) + ( + + ) = a ⋅ b + a ⋅ ca۱b۱ a۲b۲ a۳b۳ a۱c۱ a۲c۲ a۳c۳

a = (m − ۲, −۳, n + ۱)

abca ∥ (b × c)
14
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‌

  32
A

CB  

  33

 و 

  34

‌مساحت مثلث ساخته‌شده روی دو بردار  و  برابر است با نصف اندازۀ حاصل‌ضرب خارجی آن دو یعنی:

‌

: اثبات رابطۀ 

‌

  35

{ ×
b = (۲, ۳, ۴)
c = (−۱, ۲, ۱)

– ––––––––––––––––––
b × c = (−۵, −۶, ۷)

a ∥ (b × c) ⇒ = =
m − ۲
−۵

−۳
−۶

n + ۱
۷

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

= ⇒ ۲m − ۴ = −۵ ⇒ m = −− →−−−−−
اولی و دومی m − ۲

−۵
۱
۲

۱
۲

= ⇒ ۲n + ۲ = ۷ ⇒ n =− →−−−−−
دومی و سومی n + ۱

۷
۱
۲

۵
۲

A(۱, ۲, ۱) , B(۱, ۱, ۰) , C(۰, y, ۰) , =SΔ

۳
−−
√

۲

× ⇒ × = (۱ − y, −۱, ۱)
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
= A − B = (۰, ۱, ۱)BA

−→−

= C − B = (−۱, y − ۱, ۰)BC
−→− BA

−→−
BC
−→−

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

cos = = = (۱)B̂
⋅BA

−→−
BC
−→−

|BA||BC |

۰ + y − ۱ + ۰

×۲
−−
√ + ۱(y − ۱)۲− −−−−−−−−−

√

y − ۱

×۲
−−
√ + ۱(y − ۱)۲− −−−−−−−−−

√

= ⇒ × = ⇒ = ⇒ + ۲ = ۳SΔ

۳
−−
√

۲
۱
۲
∣

∣
∣BA
−→−

BC
−→− ∣

∣
∣

۳
−−
√

۲
+ ۲(۱ − y)۲− −−−−−−−−−

√ ۳
−−
√ (۱ − y)۲

⇒ = ۱ ⇒ ۱ − y = { ⇒ y = { cos =(۱ − y)۲ ۱
−۱

۰
۲
− →−−−−−−
(۱) جاگذاری در

B̂

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

−
۱
۲

۱
۲

⇒ = {B̂
→۱۲۰∘ غ ق ق حاده است. B̂ زیرا طبق فرض مسئله

۶۰∘

a − ۴b = (۰, ۲, ۱)۳a + b = (−۳, ۱, ۲)

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

|(۳a + b) × (a − ۴b)| = ۳ − ۱۲a × b + − ۴ = |−۱۳a × b| = ۱۳ |a × b|

∣

∣

∣
∣
∣
a × a  

۰¯

b × a  
−a×b

b × b  
۰¯

∣

∣

∣
∣
∣

= = ۳
×

(−۳, ۱, ۲)
(۰, ۲, ۱)

(−۳, ۳, −۶)¯ ¯¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄ ¯̄¯̄ ¯̄¯̄

− →−−
اندازه

۹ + ۹ + ۳۶
− −−−−−−−−
√ ۵۴

−−
√ ۶

−−
√

⇒ ۱۳ |a × b| = ۳ ⇒ S = |a × b| =۶
−−
√ متوازی‌الاضلاع

۳ ۶
−−
√

۱۳

|a| = ۳ , |b| = ۴ , | | = ۲a′

(۲a + ۳b)(b − ۲a)

S = |(۲a + ۳b) × (b − ۲a)| = ۲a × b − ۴ + ۳ = |۸a × b|
۱
۲

۱
۲

∣

∣

∣
∣
∣

a × a  
۰¯

b × b  
۰¯

−۶b × a
  

+۶a×b

∣

∣

∣
∣
∣

۱
۲

⇒ S = ۴ |a × b| =?

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

| | = ۲ ⇒ = ۲ |a ⋅ b| = :طبق فرض۸ a′
|a ⋅ b|

|b|
− →−−
|b|=۴

+ = |a |b ⇒ + ۶۴ = ۹ × ۱۶ ⇒ = :می‌دانیم۸۰ |a × b|۲ |a ⋅ b|۲ |۲ |۲ |a × b|۲ |a × b|۲

⇒ |a × b| = = ۴ ⇒ S = ۴ |a × b| = ۴ × ۴ = ۱۶۸۰
−−
√ ۵

−−
√ ۵

−−
√ ۵

−−
√

+ = |a |b|a × b|۲ |a ⋅ b|۲ |۲ |۲

+ = |a |b θ + |a |b θ = |a |b = |a |b|a × b|۲ |a ⋅ b|۲ |۲ |۲sin۲ |۲ |۲cos۲ |۲ |۲( θ + θ)sin۲ cos۲

  
۱

|۲ |۲
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 :فرض

،  و  برابر است با: حجم متوازی‌السطوح ساخته‌شده روی سه بردار 

‌

c

a

b

 

‌

،  و  قطرهای وجوه مجاور یک متوازی‌السطوح باشند که همگی از یک نقطه می‌گذرند، آنگاه حجم متوازی‌السطوح از رابطۀ زیر به دست می‌آید: اگر بردارهای    36

V=
1
2 a .( b +c ( =

21
2

a .( b +c ( =
1

2
3

-

1

1 4

1

4

1

1-
2 12

0 2
= (1-6+0 (- (0+12+4 (=21

‌

  37

پس مساحت مثلثی که روی دو بردار  ساخته می‌شود،  برابر  است.

b

a

aˊ

aˊ
O H

A

B

ˊ

الف( درست. زیرا:    38

A

B C

D

d
a

 
ب( نادرست. زیرا:

|a ⋅ (b × c) = ۸|

(a − ۲b)(۲a + c)(a − b − c)

(a − b − c) ⋅ =?

∣

∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

[(۲a + c) × (a − ۲b)]
  

−۴a×b+c×a−۲c×b۲a×a
  

۰̄̄

∣

∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= + − + −

∣

∣

∣
∣
∣
−۴a ⋅ (a × b)
  

۰

a ⋅ (c × a)
  

۰

۲a ⋅ (c × b)
  

+۲a⋅(b×c)

۴b ⋅ (a × b)
  

۰

b ⋅ (c × a)
  

−a⋅(b×c)

+ + − +۲b ⋅ (c × b)
  

۰

۴c ⋅ (a × b)
  

۴a⋅(b×c)

c ⋅ (c × a)
  

۰

۲c ⋅ (c × b)
  

۰

∣

∣

∣
∣
∣

= |۵a ⋅ (b × c)| = ۵ |a ⋅ (b × c)| = ۵ × ۸ = ۴۰

abc

b = (۱, −۱, ۱) , a ⋅ b = ۶ , |b| = ۳
−−
√

= b = b ⇒ (b a ) = ۲ba′
a ⋅ b

|b|۲

۶
۳

در امتداد بردار تصویر قائم a′

⇒ = | × a| = |۲b × a| = |a × b|SOHA

۱
۲
a′

۱
۲

⇒ = ۲ = ۲ |a × b|SOAB SOHA

, aa′′۲|a × b|

= ۲ = ۲ × |a × d| = |a × d|Sمتوازی‌الاضلاع SABC

۱
۲
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b

da dˊ

 

  39

i

jk

+

-

  40

 :فرض

 ‌

  41

 )الف

 )ب

چون در تمامی جملات بردار  وجود دارد، تصویر بردارهای دیگر را بر  در نظر می‌گیریم.   42
الف( نادرست زیرا:

A

B C D

D´

B´

 

‌

ب( درست زیرا:

 

  43

 ‌نامساوی کوشی - شوارتز

  44

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

d × = |(a + b) × (a − b)| = − a × b + − = |−۲a × b| = ۲ |a × b| = ۲S∣∣ d ′∣∣

∣

∣

∣
∣
∣
a × a  

۰̄̄

b × a  
−a×b

b × b  
۰̄̄

∣

∣

∣
∣
∣

d = a + b

= a − bd ′

⇒ d × = ۲S → S = d ×∣∣ d ′∣∣
۱
۲
∣∣ d ′∣∣

(۳j − k) ⋅ [ ](۲k − i) × (۲i − j)
  

۴k×i−۲k×j− +i×j۲i×i
  

۰̄̄

= (۳j − k) ⋅ [۴j + ۲i + k] = ۱۲ + ۶ + ۳ − ۴ − ۲ − = ۲j ⋅ j
 

=۱|j|۲

j ⋅ i
 

۰

j ⋅ k
 

۰

k ⋅ j
 

۰

k ⋅ i 
۰

k ⋅ k  
=۱|k|۲

= ( , , ) , a ⋅ j = ۴ , a ⋅ k = ۵a
→

a۱ a۲ a۳

⇒ { ⇒ a = ( , ۴, ۵)
a ⋅ j = ( , , ) ⋅ (۰, ۱, ۰) = ⇒ = ۴a۱ a۲ a۳ a۲ a۲

a ⋅ k = ( , , ) ⋅ (۰, ۰, ۱) = ⇒ = ۵a۱ a۲ a۳ a۳ a۳
a۱

⇒ a × i = × ⇒ a × i = (۰, ۵, −۴) |a × i| = =
( , ۴, ۵)a۱

(۱, ۰, ۰)
− →−−

اندازه
۲۵ + ۱۶
− −−−−−−
√ ۴۱

−−
√

a × b + c × a = ⇒ a × b − a × c = ⇒ a × (b − c) =۰⃗  ۰⃗  ۰⃗ 

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

a = →۰⃗  خلاف فرض

} ⇒b − c = ⇒ b = c۰⃗ 

a ∥ (b − c)
یا نادرست

a × b = ۰⃗ 

⇒ |a × b| = ۰ ⇒ |a||b| sin θ = ۰ ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

|a| = ۰ ⇒ a = ۰⃗ 

|b| = ۰ ⇒ b = ۰⃗ 
⎫
⎭⎬ خلاف فرض

sin θ = ۰ ⇒ θ = ۰ π ⇒ a ∥ b یا⇒ درست

AC
−→−

AC
−→−

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
⋅ = |A | |AC |AD

−→−
AC
−→−

D′

⋅ = |AC | |AC |AC
−→−

AC
−→−

⇒ ⋅ < ⋅AD
−→−

AC
−→−

AC
−→−

AC
−→−

⇒ ⋅ > ⋅
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
⋅ = |A | |AC |AB

−→−
AC
−→−

B′

⋅ = |AC | |AC |AC
−→−

AC
−→− AB

−→−
AC
−→−

AC
−→−

AC
−→−

⇒ v = ( , ۳, −۱)

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

= −۲x + ۳y − z۲
−−
√
  

u⋅v

min( )?+ +x۲ y ۲ z۲
  

:u=(x,y,z)جذر تک تک

۲
−−
√

: |u ⋅ v| ≤ |u| |v| ⇒ ۲ ≤ ×+ +x۲ y ۲ z۲
− −−−−−−−−−
√ ۲ + ۹ + ۱

− −−−−−−−
√

⇒ ≤ ≤ + + ⇒ min( + + ) =
۳
−−
√

۳
+ +x۲ y ۲ z۲

− −−−−−−−−−
√ − →−−

۲ توان ۱
۳

x۲ y ۲ z۲ x۲ y ۲ z۲ ۱
۳

A = (۱, ۰, −۱),B = (۱, ۱, ۱),C = (−۱, ۱, ۰)
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‌ها باشند، داریم: اگر  و  به‌ترتیب زاویۀ بردار  و  با محور    45

‌

ها عمود است و هیچ تصویر قائمی ندارد. بردار  برمحور 

 باشد، بنابراین داریم: فرض می‌کنیم  محل تلاقی قطرهای مستطیل و  زاویۀ بین  و    46

y

x

B
5

A 3
5

3-3-

5- O 00

3

5

 

‌

  47

 : نامساوی کوشی - شوارتز

  48

θ
θ

a

a´

a´
b

´
 

‌

فرض می‌کنیم تصویر قائم و قرینۀ بردار  نسبت به بردار  به‌ترتیب  و  باشند. بدیهی است چهارضلعی حاصل یک لوزی بوده، پس قطرها، نیمساز زوایا بوده و برهم عمودند و طول   49
دو ضلع مجاور برابرند.

a

b
a - a´

a + a´a´
θ
θ ´

a´́
 

الف( درست زیرا:

ب( درست زیرا:

‌

پ( درست زیرا:

= b = (−۳, ۱, −۱)
⎧

⎩
⎨ ۲OA + OB = (۳, ۱, −۱) = ==

فرض
a
→

۲OC − OB = (−۳, ۱, −۱) = ==
فرض

b
→ a′

a ⋅ b

|b|۲

−۹ + ۱ + ۱
۱۱

⇒ = − (−۳, ۱, −۱)a′
۷

۱۱
αα′uvx

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

α = , |u| = ⇒ cosα = ⇒ − = ⇒ a = −۱
۳π
۴

۲
−−
√

a

|u|

۲
−−
√

۲
a

۲
−−
√

= , |v| = ۲ ⇒ cos = ⇒ = ⇒ = ۱α′ π

۳
α′ a′

|v|

۱
۲

a′

۲
a′

u = (a, b, c), v = ( , , ), u + v = ( , b + , c + )a′ b′ c′ a + a′  
۰

b′ c′

u + vx

O
∣
∣
∣

۰
۰

θOA
−→−

OB
−→−

cos θ = = =
⋅OA

−→−
OB
−→−

|OA| |OB|

(۵, ۳) ⋅ (۵, −۳)

×۲۵ + ۹
− −−−−−
√ ۲۵ + ۹

− −−−−−
√

۲۵ − ۹
۲۵ + ۹

⇒ cos θ = =
۱۶
۳۴

۸
۱۷

⇒ v = (۱, − , ۲)

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

max =?|۳a − b + ۲c|
  

u⋅v

= ۳ u = (۳a, b, c)۹ + ۳ +a۲ b۲ c۲
  

− →−−
تک تک

۳
−−
√

۱

۳
−−
√

|u ⋅ v| ≤ |u| |v| → |۳a − b + ۲c| ≤ ×۹ + ۳ +a۲ b۲ c۲
  

۳

− −−−−−−−−−−−

⎷
 ۱ + + ۴

۱
۳

− −−−−−−−
√

⇒ |۳a − b + ۲c| ≤ × ⇒ max |۳a − b + ۲c| = ۴۳
−−
√

۴

۳
−−
√

{ | | = |a| cos θ , | | = |a|a′ a′′

⋅ = | | ⋅ | | ⋅ cos θ = |a| cos θ ⋅ |a| ⋅ cos θa′ a′′ a′ a′′

⇒ ⋅ = ⋅ θa′ a′′ |a|۲ cos۲

aba′a′′

| | = |a|a′′

(a − b) = a − ⇒ (a − )⊥b
a ⋅ b

|b|۲
a′ a′

= ۱
⋅a′ a′′

a ⋅ a′
| | | | cos θa′ a′′

|a| | | cos θa′
= ====

=|a|∣∣a
′′∣∣
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‌

فرض می‌کنیم یال مکعب به طول یک واحد باشد.   50
z

x

y

b

a

C
00
1

A
1
0
1

B
1
0
1

O 0
00

 

‌

  51

 ذوزنقۀ متساوی‌الساقین

(a − )⊥(a + ) ⇒ (a − ) ⋅ (a + ) = ۰a′ a′′ a′ a′′

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
= = O − A = (−۱, ۰, −۱)a

→
AO
−→−

= = C − B = (−۱, −۱, ۱)b
→

BC
−→−

⇒ cos θ = = = ۰ ⇒ θ =
a ⋅ b

|a| |b|

۱ + ۰ − ۱
|a| |b|

π

۲

{ = ⇒ = =D̂ ۶۰
∘

Â B̂ ۱۲۰
∘

|BC | = |AD| = ۵

A B

D C
60˚

2

5 5
120 120˚ ˚

 

‌‌

  52

B

A C
 ‌‌

  53

  54

  55

B

A

C

D E

F

G

 

 )الف

 )ب

  56

 

a b

c d

 

 مطابق شکل

‌

  57

⋅ = ⋅ ( + ) = + ⋅AB
−→−

AC
−→−

AB
−→−

AB
−→−

BC
−→−

|AB|۲ AB
−→−

BC
−→−

= ۴ + |AB| |BC | cos = ۴ + ۲ × ۵ × = ۹۶۰
∘

– –––– –––↓

هم‌مبدأ نیستند., AB
−→−

BC
−→−

۱
۲

⋅ = ⋅ ( + )AB
−→−

BC
−→−

AB
−→−

BA
−→−

AC
−→−

= ⋅ (− + )AB
−→−

AB
−→−

AC
−→−

= − ⋅ + = −AB
−→−

AB
−→−

⋅AB
−→−

AC
−→−

  
⊥AB

−→−
AC
−→−

|AB|۲

A(۱, ۲, −۱) , B(۳, ۰, ۱) , M = (x, y, z) , N(۲, ۱, ۰) , |MN | =?

⋅ = ۱۳ ⇒ (M − A) ⋅ (M − B) = ۱۳AM
−→−

BM
−→−

⇒ (x − ۱, y − ۲, z + ۱) ⋅ (x − ۳, y, z − ۱) = ۱۳

⇒ − ۴x + ۳ + − ۲y + − ۱ = ۱۳ ⇒ − ۴x + − ۲y + = ۱۱ (۱)x۲ y ۲ z۲ x۲ y ۲ z۲

|MN | = = ۴+ +(x − ۲)۲ (y − ۱)۲
z۲

− −−−−−−−−−−−−−−−−−−
√ + ۵− ۴x + − ۲y +x۲ y ۲ z۲

  
۱۱

− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

⎷
 = ====

‌(۱) طبق

{ ⇒ a ⋅ b < ۰a = (۲m − ۱,m + ۲, ۲) , b = (−۱, ۳,m − ۱)
|a − b| > |a + b|

⇒ a ⋅ b = −۲m + ۱ + ۳m + ۶ + ۲m − ۲ < ۰ ⇒ ۳m < −۵ ⇒ m < −
۵
۳

a = ۳ ⇒ ( ) = a = ۳ × = یال مکعب۶ ۲
−−
√ وجه‌ها قطر مربع ۲

−−
√ ۲

−−
√ ۲

−−
√

⋅ = ⋅ = cosAB
−→−

CD
−→−

AB
−→−

FA
−→−

|AB|
  

a

|FA|
  
a ۲√

۱۳۵
∘

‌= ۳ × ۶(− ) = −۱۸۲
−−
√

۲
−−
√

۲

⋅ = cos = ۳ × ۳ × ۰ = ۰AB
−→−

DE
−→−

|AB|
  

a

|AG|
  

a

۹۰∘ ۲
−−
√ ۲

−−
√

|a| = ۲ , |b| = ۱ , |c| = ۳ , |d| = ۴ ‌, b ⋅ d + c ⋅ d − b ⋅ c =?

⇒ a − b + d − c = ۰⃗ 

⇒ a = b + c − d |a| = |b + c − d|−→−
اندازه

= + + + ۲b ⋅ c − ۲b ⋅ d − ۲c ⋅ d− →−−
۲ توان

|a|۲ |b|۲ |c|۲ |d|۲

⇒ ۴ = ۱ + ۹ + ۱۶ + ۲(b ⋅ c − b ⋅ d − c ⋅ d) ⇒ b ⋅ c − b ⋅ d − c ⋅ d = −۱۱

b ⋅ d + c ⋅ d − b ⋅ c = ۱۱− →−−
×(−۱)

|b| = ۳ , |c| = ۲
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  58

  59

  و  

الف( یادآوری:   60

 

 :فرض

درست 
ب( نادرست. زیرا طبق )الف( داریم:

 ‌الف( درست 61

‌

ب( نادرست

پ( درست

‌

الف( درست   62

‌

ب( نادرست

زاویۀ بین دو بردار مشخص نیست.
پ( نادرست

‌

۲a + b + c = ⇒ a + b + c = −a |a + b + c| = |a|۰⃗  −→−
اندازه

+ + + =− →−−
۲ توان

|a|۲ |b|۲
 

۹

|c|۲
 

۴

۲a ⋅ b + ۲a ⋅ c + ۲b ⋅ c
  

۲(a⋅b+a⋅c+b⋅c)

|a|۲

⇒ a ⋅ b + a ⋅ c + b ⋅ c = −
۱۳
۲

|a| = ۱, |b| = ۲, |c| = , |۲a − ۳b + c| =?۳
−−
√

= ۴ + ۹ + − ۱۲ |a| |b| cos + ۴ |a| |c| cos − ۶ |b| |c| cos|۲a − ۳b + c|۲ |a|۲ |b|۲ |c|۲
π

۳
π

۶
۵π
۶

= ۴ + ۹ × ۴ + ۳ − ۱۲ × ۱ × ۲ × + ۴ × ۱ × × − ۶ × ۲ × (− ) = ۵۵
۱
۲

۳
−−
√

۳
−−
√

۲
۳
−−
√

۳
−−
√

۲

|۲a − ۳b + c| =−→−
جذر

۵۵
−−
√

|۳a + ۴b| =?|a| = |b| = |c| = ۱

۲a + ۳b + ۴c = ⇒ ۲a + ۳b = −۴c |۲a + ۳b| = |−۴c|۰⃗  −→−
اندازه

۴ + ۹ + ۱۲a ⋅ b = ۱۶ ⇒ ۱۳ + ۱۲a ⋅ b = ۱۶ ⇒ a ⋅ b =− →−−
۲ توان

|a|۲ |b|۲ |c|۲
۱
۴

= ۹ + ۱۶ + ۲۴a ⋅ b = ۹ + ۱۶ + ۲۴ × = ۳۱|۳a + ۴b|۲ |a|۲ |b|۲
۱
۴

|۳a + ۴b| =−→−
جذر

۳۱
−−
√

|a| = |b| ⇒ (a + b)⊥(a − b)

|۲a − b| = |a + b| ⇒ ((۲a − b) + (a + b))⊥((۲a − b) − (a + b))

⇒ ۳a⊥(a − ۲b) a⊥(۲b − a) یا⇒

(۲b − a)⊥a ⇒ (۲b − a) ⋅ a = ۰

⇒ ۲a ⋅ b − = ۰ ⇒ ۲ |a| |b| cos θ = ⇒ ۲ |b| cos θ = |a||a|۲ |a|۲

V⊥oz ⇒ z = ۰ ⇒ a − |a| = ۰ ⇒ |a| = a ⇒ a > ۰ ⇒ V = (+, , ۰)+
↓

oy V.حاده است با محور زاویۀ

a − |a| < ۰ ⇒ a < |a| ⇒ a < ۰ ⇒ V = (+, , −)−
↓

oy V.منفرجه است با محور زاویۀ

a > ۰ ⇒ V = ( ,+, )+
↓

oxحاده زاویه با

۰
↓
zها عمود بر محور

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

a ⋅ b = |a| |b| ⇒ a ⋅ b < ۰cos θ  
منفی

θمنفرجه

(a + b)⊥(a − b) ⇒ (a + b) ⋅ (a − b) = ۰ ⇒ − = ۰ ⇒ |a| = |b||a|۲ |b|۲

a ⋅ b = a ⋅ c ⇒ a ⋅ b − a ⋅ c = ۰ ⇒ a ⋅ (b − c) = ۰ ⇒
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

a = ۰⃗ 

b = c

a⊥(b − c)
یا
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هریک از سه حالت می‌تواند اتفاق بیفتد.
ت( درست

‌

چون ضرب داخلی دو بردار  و  مثبت شده، پس زاویۀ بین آنها حاده است.

  63

 )الف

 )ب

 )پ

( بنابراین  محل تلاقی میانه‌هاست )مرکز ثقل(.   وسط‌ الاضلاع‌اند پس  و  میانه‌های مثلث‌اند )و نیز  64

A B

C

M

N

O
P

60
30

=60˚

˚ ˚

‌

 میانه

  65

  66

با‌توجه به اعداد فیثاغورسی    67

a ⋅ b = ۲ + a ⋅ c ⇒ a ⋅ b − a ⋅ c = ۲ ⇒ a ⋅ (b − c) = ۲ > ۰

ab − c

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

a ∈ xoz ⇒ a = (x, ۰, z) , b = (۱, −۱, ۱)

|a| = ۲ ⇒ = ۲ ⇒ + = ۴ (۱)+x۲ z۲
− −−−−−
√ x۲ z۲

a ⋅ b = ۰ ⇒ x + z = ۰ ⇒ z = −x ۲ = ۴ ⇒ = ۲− →−−−−−−
(۱) جاگذاری در

x۲ x۲

⇒ x =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

⇒ z = − ⇒ a = ( , ۰, − )۲
−−
√ ۲

−−
√ ۲

−−
√ ۲

−−
√

− ⇒ z = ⇒ a = (− , ۰, )۲
−−
√ ۲

−−
√ ۲

−−
√ ۲

−−
√

a ⋅ i = ( , , ) ⋅ (۱, ۰, ۰) = ⇒ a ⋅ i = a = ±a۱ a۲ a۳ a۱ مؤلفۀ اول ۲
−−
√

a ⋅ j = a = مؤلفۀ دوم۰

a ⋅ k = a = مؤلفۀ سوم± ۲
−−
√

N ,MCNAMBPO

⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

|OM | = |AM |
۱
۳

|BO| = |BP |
۲
۳

= |AM | = |BP | = = ارتفاع مثلث متساوی‌الاضلاع=
a ۳

−−
√

۲
= ====
a= ۳√ ×۳

−−
√ ۳

−−
√

۲
۳
۲

⇒ ⋅ = |OM | |BO| cos = |AM | × |BP | × (− )OM
−→−

BO
−→−

۱۲۰∘

– ––––– ––––
↓

چون دو بردار هم‌مبدأ نیستند.

۱
۳

۲
۳

۱
۲

= × × × × (− ) = −
۱
۳

۳
۲

۲
۳

۳
۲

۱
۲

۱
۴

⇒ a ⋅ b = m − n + ۲ = ۳ ⇒ m = n + ۱ (۱)
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

a = (m, −۱, ۱)
b = (۱, n, ۲)
a ⋅ b = ۳

|a + b| = ۳ + + ۲a ⋅ b = ۱۸۲
−−
√ − →−−

۲ توان
|a|۲ |b|۲

⇒ + ۱ + ۱ + ۱ + + ۴ + ۶ = ۱۸ ⇒ + = ۵ (۲)m۲ n۲ m۲ n۲

(۱), (۲) ⇒ + = ۵ ⇒ ۲ + ۲n − ۴ = ۰(n + ۱)۲
n۲ n۲

⇒ + n − ۲ = ۰ ⇒ n = { ⇒ m = {n۲ ۱
−۲

۲
−۱

|a| = ۲ , |b| = , | | =?۲
−−
√ a′

= ۱۲a ⋅ b ⇒ ۴ + + ۴a ⋅ b = ۱۲a ⋅ b ⇒ ۱۶ + ۲ = ۸a ⋅ b|۲a + b|۲ |a|۲ |b|۲

⇒ a ⋅ b = ⇒ |a| cos θ = ⇒ = =
۹
۴

|b|
––––––

۲√

۹
۴

|a| cos θ
  

∣∣a
′ ∣∣

۹

۴ ۲
−−
√

۹ ۲
−−
√

۸

|AB| = ۵ ⇐ ۱۳, ۱۲, ۵
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A

B C13

125

 

روش اول:   68

B

A

C

D

E
 

‌

روش دوم:

‌

  69

  70

  71

 و  و  و 

B

A

M
C

H

‌

‌‌

‌

⋅ = ⋅ ( + ) = − + = −۲۵AB
−→−

BC
−→−

AB
−→−

BA
−→−

 
−AB
−→−

AC
−→−

|AB|۲ ⋅AB
−→−

AC
−→−

  
۰

⊥AB
−→−

AC
−→−

+ ⋅ = ۰ + |AB| |BC | cos⋅AB
−→−

CD
−→−

  
⊥AB

−→−
CD
−→−

ADBE CD.عمود است  بر صفحۀ

AB
−→−

BC
−→−

۱۲۰∘

– ––––– ––––
↓

ABC زیرا مثلث

متساوی‌الاضلاع بوده و

BC
−→−

و AB
−→−

هم‌مبدأ نیستند.

= a × a (− ) −۲ × ۲ × = −۴۲
−−
√ ۲

−−
√

۱
۲

= ===
a=۲

۲
−−
√ ۲

−−
√

۱
۲

⋅ + ⋅ = ⋅ ( )AB
−→−

CD
−→−

AB
−→−

BC
−→−

AB
−→−

+BC
−→−

CD
−→−

  
BD
−→−

= a × a × cos = ۲ × ۲(− ) = −۴۲
−−
√ ۱۳۵∘

– ––––– ––––
↓

هم‌مبدأ نیستند. BD
−→−

و AB
−→−

دو بردار

۲
−−
√

۲
−−
√

۲

A(۲, −۱, ۱),B(۳, ۲, −۱),M(x, y, z)

= M − A = (x − ۲, y + ۱, z − ۱), = M − B = (x − ۳, y − ۲, z + ۱)AM
−→−

BM
−→−

⋅ = ⇒ (x − ۲, y + ۱, z − ۱) ⋅ (x − ۳, y − ۲, z + ۱) =AM
−→−

BM
−→− ۷

۲
۷
۲

⇒ − ۵x + ۶ + − y − ۲ + − ۱ = ⇒ − ۵x + − y + = (۱)x۲ y ۲ z۲ ۷
۲

x۲ y ۲ z۲ ۱
۲

B,A N = ( , , ۰) ⇒ |MN | وسط=
۵
۲

۱
۲

+ +(x − )
۵
۲

۲

(y − )
۱
۲

۲

z۲

− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

⎷


⇒ |MN | = =+− ۵x + − y + zx۲ y ۲
  

(۱) طبق
۱
۲

۲ ۲۶
۴

− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

⎷


۷
−−
√

{ ⇒ c ⋅ a = b ⋅ ac⊥(a − b) ⇒ c ⋅ (a − b) = ۰ ⇒ c ⋅ a − c ⋅ b = ۰ ⇒ c ⋅ a = c ⋅ b
b⊥(a − c) ⇒ b ⋅ (a − c) = ۰ ⇒ b ⋅ a − b ⋅ c = ۰ ⇒ b ⋅ a = b ⋅ c

⇒ c ⋅ a − b ⋅ a = ۰ ⇒ (c − b) ⋅ a = ۰ ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

}a = ۰⃗ 

b = c

( غ ق ق(
( غ ق ق(

طبق فرض

a⊥(c − b) ⇒ a⊥(b − c)

|MH | =?C(۲, ۰, ۱)B(−۲, ۴, ۱)A(۱, ۲, ۳)

|BM | = ۳ |MC | ⇒ = ۳BM
−→−

MC
−→−

M − B = ۳C − ۳M ⇒ ۴M = B + ۳C = (۴, ۴, ۴)

⇒ M = (۱, ۱, ۱)

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

|MH | = =BC
−→−

AMبر
−→−

اندازۀ تصویر = =

⋅
∣

∣
∣AM
−→−

BC
−→− ∣

∣
∣

∣
∣
∣BC
−→− ∣

∣
∣

۴

۴ ۲
−−
√

۲
−−
√

۲

= M − A = (۰, −۱, −۲)AM
−→−

= C − B = (۴, −۴, ۰)BC
−→−
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  72

A C B
 

  73

C

BA

D
 

  74

  75

60˚

a b

60˚

60˚ 30˚

120˚ 30˚

-a b+
b

a a  
برای تعیین زاویۀ بین دو بردار، باید دو بردار هم‌مبدأ باشند و یا نقطۀ پایانی یکسانی داشته باشند. در غیر این صورت، مکمل آن را در نظر می‌گیریم.

                        ب(  زاویۀ بین  و  الف(  زاویۀ بین  و 

پ(  زاویۀ بین  و                  ت(  زاویۀ بین  و 

ث(  زاویۀ بین  و 

  76

B C
M

N

A

O

 

                                

  77

A

B C
M

 

                                          

  78

A(−۳, ۶, ۲) , B(۲, ۱, ۲) , |AC | = ۴ |BC |

⇒ = ۴ ⇒ C − A = ۴B − ۴CAC
−→−

CB
−→−

⇒ ۵C = A + ۴B ⇒ C = (A + ۴B) = (۵, ۱۰, ۱۰) = (۱, ۲, ۲)
۱
۵

۱
۵

= (۳, −۱, ۲) , = (۲, ۲, −۱)BA
−→−

BD
−→−

= − = (−۱, ۳, −۳)AD
−→−

BD
−→−

BA
−→−

⇒ = + = (−۱, ۳, −۳) + (−۳, ۱, −۲) = (−۴, ۴, −۵)AC
−→−

AD
−→−

AB
−→−

⇒ = =
∣

∣
∣AC
−→− ∣

∣
∣ ۱۶ + ۱۶ + ۲۵

− −−−−−−−−−−
√ ۵۷

−−
√

⇒ |BD| =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
A(۱,m − ۱, −۲) B(۰,m − ۱, ۰)− →−−−−−

y تصویرقائم بر

C(m + ۲, −۱, ۱) D(m + ۲, ۱, −۱)− →−−−−−−
x قرینه نسبت به + + ۱(m + ۲)۲ (m − ۲)۲− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√

⇒ |BD| = min |BD| = ۳۲ + ۹m۲
− −−−−−−
√ − →−−

m=۰

|a| = |b| = |a + b| ⇒ { مثلث سمت چپ متساوی‌الاضلاع
مثلث سمت راست متساوی‌الساقین

= ۱۲۰∘
ab= ۳۰∘

aa − b

= ۱۵۰∘
ba − b= ۱۲۰∘

b−a − b

= ۹۰∘
a + ba − b

⇒ O =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

AC N ⇒ N وسط=
A + C

۲

BC M ⇒ M وسط=
B + C

۲

MN O ⇒ O وسط=
N + M

۲

+
A + C

۲
B + C

۲
۲

⇒ O = =
A + B + ۲C

۴
− →−−−−−−−−−−−−−
( O به ابتدای نقاط( اضافه کردن

نمایش برداری
OO
−→− + + ۲OA

−→−
OB
−→−

OC
−→−

۴

⇒ + + ۲ = ۴ + + ۲ =OA
−→−

OB
−→−

OC
−→−

OO
−→−

− →−−−
=OO

−→−
۰
→

OA
−→−

OB
−→−

OC
−→−

۰
→

= ۴ − = ۴( − )BM
−→−

MC
−→−

− →−−−−−−−
Aنقطه‌ای در فضا

AM
−→−

AB
−→−

AC
−→−

AM
−→−

⇒ ۵ = + ۴ ⇒ = +AM
−→−

AB
−→−

AC
−→−

AM
−→− ۱

۵
AB
−→− ۴

۵
AC
−→−
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C

BA

D
 

  79

، هر مضربی از  به فرم  نیز در راستای نیمساز داخلی و بردار  دو  است. به‌ازای هر عدد حقیقی 

  80

،  و  تشکیل مثلث نمی‌دهند یعنی در یک راستا قرار دارند. بنابراین: چون سه نقطۀ    81

C
A

B

 

از آنجا که مؤلفۀ اول  صفر است باید مؤلفۀ اول  نیز صفر باشد. )هر دو در صفحۀ  قرار دارند.(

  82

طول نقطۀ مینیمم در تابع درجۀ دوم  برابر است با:   

‌ها‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌   فاصلۀ  تا محور 

؛ داریم: فرض کنید:    83

  84

= (۳, ۲, ۱) , = (۱, ۱, −۱)AB
−→−

AC
−→−

⎧

⎩
⎨ = − = (−۲, −۱, −۲)BC

−→−
AC
−→−

AB
−→−

= + = (−۳, −۲, −۱) + (−۲, −۱, −۲) = (−۵, −۳, −۳)BD
−→−

BA
−→−

BC
−→−

⇒ = = =
∣
∣
∣DB
−→− ∣

∣
∣

∣
∣
∣BD
−→− ∣

∣
∣ ۲۵ + ۹ + ۹

− −−−−−−−−
√ ۴۳

−−
√

{
a = (۰, ۰, −۴) , b = (−۲, ۱, ۲) , |a| = ۴ , |b| = ۳

= |b| + |a| = ۳ + ۴ = (−۸, ۴, −۴) = ۴(−۲, ۱, بردار در راستای نیمساز داخلی(۱− a⃗  b ⃗  a⃗  b ⃗ 

r۳a + ۴br(۳a + ۴b)ab

⇒ |r(۳a + ۴b)| = ۴ ⇒ |۴r(−۲, ۱, −۱)| = ۴ , |(−۲, ۱, −۱)| =۶
−−
√ ۶

−−
√ ۶

−−
√

⇒ |r| = ۱ ⇒ r = { ۱
−۱ →

غ‌ق‌ق
( زیرا طبق فرض بردار خلاف راستا موردنظر است.( ق ق

⇒ r(۳a + ۴b) (۸, −۴, ۴)= ====
r=−۱

⇒ = =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

= (۳, −۱, −۲) = (−۳, −۱, ۲)a⃗  − →−−−−−
yها محور

قرینه نسبت به
a′

= (m, n, −۱) = (m, −n, ۱)b ⃗  − →−−−−−
xها محور

قرینه نسبت به
b
′

||a′ b′

m

−۳
−n

−۱
۱
۲

⇒ m = − , n = ⇒ = (− ,− , ۱)
۳
۲

۱
۲

b′
۳
۲

۱
۲

⇒ + = (−۶, −۲, ۴) ⇒ + ۲ = = = ۲a′
→

۲b′
→

∣∣a′ b′∣∣ ۳۶ + ۴ + ۱۶
− −−−−−−−−−
√ ۵۶

−−
√ ۱۴

−−
√

A(۱, ۲a − ۱, −۲)B(b − ۱, a − b, ۴)C(۱, ۲, ۱)

|| ⇒ (۰, ۲a − ۳, −۳)||(b − ۲, a − b − ۲, ۳)CA
−→−

CB
−→−

CA
−→−

CB
−→−

yoz

⇒ ⇒ a =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

b − ۲ = ۰ ⇒ b = ۲

= = −۱
۲a − ۳

a − b − ۲
−۳
۳

۷
۳

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

M = (۱,α − ۱,α + ۳)

x M = = ها= تا محور فاصلۀ +y ۲ z۲
− −−−−−
√ +(α − ۱)۲ (α + ۳)۲− −−−−−−−−−−−−−−−

√ ۲ + ۴α + ۱۰α۲
  

باید مینیمم شود

− −−−−−−−−−−−

⎷


y = a + bx + cx۲x = −
b

۲a

⇒ α = − = −۱ ⇒ M = (۱, −۲, ۲)
۴

۲ × ۲

= =+x۲ z۲
− −−−−−
√ ۵

−−
√My⇒

= (x, y, z)V
→

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

xoy

xoz

yoz

بر صفحۀ
بر صفحۀ
بر صفحۀ

V ⃗ 

V ⃗ 

V ⃗ 

تصویرقائم
تصویرقائم
تصویرقائم

= (x, y, ۰)
= (x, ۰, z)
= (۰, y, z)

− →−−
اندازه

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

= ۴+x۲ y ۲
− −−−−−
√ ۲

−−
√

= ۳+x۲ z۲− −−−−−
√ ۲

−−
√

= ۴+y ۲ z۲
− −−−−−
√ ۳

−−
√

۲( + + ) = ۹۸ ⇒ + + = ۴۹ ⇒ = = ۷− →−−
+

۲ توان
x۲ y ۲ z۲ x۲ y ۲ z۲ ∣

∣
∣V
→∣

∣
∣ + +x۲ y ۲ z۲

− −−−−−−−−−
√
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A

B CM

2 2

 

 

 نقطۀ وسط  و 

  

نقطۀ  در وجه  قرار دارد؛ در نتیجه داریم:   85

z

C

D

B

A
x

y000

4
2
0

4
00

y=0

00
2

 

  معادلۀ چهارضلعی 

برای اینکه نقطۀ  روی یال  قرار گیرد؛ داریم:   86

A
B

z

x yO000

3
4
2

0
3
4

)030, , )) 30, , )2  

 :معادلۀ یال 

 

الف(   87

A

D

H

C

G

F

B

E
1
1
2

1
4
2

3
4
2

1
4
2-

3
4
2-

3
1
2-

1
1
2-

3
1
2

 

نقطۀ  بر سه وجه  و  و  قرار دارد پس مختصات  برابر است با:    

به همین ترتیب مختصات بقیه رأس‌ها به‌ دست آمده است.
ب(

  

پ( نقطۀ  فقط بر دو وجه  و  قرار دارد یعنی روی فصل مشترک آنها یعنی روی یال  قرار دارد.

و نقطۀ  فقط بر دو وجه  و  قرار دارد و نقطۀ  بر دو وجه  و  قرار دارد.
ت(

(  :معادلۀ خط     :یال  )پاره‌خط     :خط   :یال 

ث(    

            وجه  :    : وجه 

A(m, ۱, ۲) B(۰, ۱, ۲) C(۰, ۱, −۲)− →−−−−−−−
yoz تصویرقائم‌ بر

− →−−−−−−−
xoy قرینه نسبت به

M = = (۰, ۱, ۰)
B + C

۲
BC

|AM | = ۲ ⇒ = ۲۲
−−
√ + ۴m۲

− −−−−−
√ ۲

−−
√

⇒ + ۴ = ۸ ⇒ m = ±۲m۲

(۲n − p − ۱, p − ۱,m + p)ABCD

⎧
⎩⎨

y = ۰ ⇒ p − ۱ = ۰ ⇒ p = ۱
۰ ≤ x ≤ ۲
۰ ≤ z ≤ ۴

ABCD

⇒ { {۰ ≤ ۲n − p − ۱ ≤ ۲
۰ ≤ m + p ≤ ۴ −→−

p=۱ ۲ ≤ ۲n ≤ ۴ ⇒ ۱ ≤ n ≤ ۲
−۱ ≤ m ≤ ۳

(m + n + p, n + ۲, p − ۱)AB

⎧
⎩⎨

y = ۳ → n + ۲ = ۳ → n = ۱
z = ۴ → p − ۱ = ۴ → p = ۵
۰ ≤ x ≤ ۲

AB

⇒ ۰ ≤ m + n + p ≤ ۲ ⇒ ۰ ≤ m + ۶ ≤ ۲ ⇒ −۶ ≤ m ≤ −۴

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

ABCD

ADHE

CDHG

x = ۳ , EFGHوجه:
y = ۱ , BCGFوجه:
z = −۲ , ABFEوجه:

x = :وجه۱
y = :وجه۴
z = :وجه۲

AABCDADHEABEFAA

∣

∣

∣
∣

۳
۱
۲

{
x = → ( , ۲, ۱) , x = → ( , ۲, ۰) , y = → (۲, , −۱)۱

––––
۱
––––

۳
––––

۳
––––

۱
––––

۱
––––

y = → (۲, , ۱) , z = → (۲, ۳, ) , z = → (۲, ۲, )۴
––––

۴
––––

۲
––––

۲
––––

−۲
– ––– ––

−۲
– ––– ––

( , , ۱)۱
––––

۴
––––

x = ۱
––––

y = ۴
––––

FG

( , ۲, )۳
––––

۲
––––

x = ۳z = ۲(۲, , )۴
––––

−۲
– ––– ––

y = ۴
––––

z = −۲
– ––– ––

⎧
⎩⎨

y = ۴
z = ۲
۱ ≤ x ≤ ۳

BF{ ⇒y = ۴
z = ۲

BF
⎧
⎩⎨

x = ۳
z = ۲
۱ ≤ y ≤ ۴

ABAB{ ⇒x = ۳
z = ۲

AB

ADHE
⎧
⎩⎨

۱ ≤ x ≤ ۳
−۲ ≤ z ≤ ۲
y = ۱

EFGH
⎧
⎩⎨

۱ ≤ y ≤ ۴
−۲ ≤ z ≤ ۲
x = ۱
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ج(  درون مکعب قرار دارد.

چ(  روی وجه  قرار دارد که روی هیچ یالی قرار نگرفته است.

  88

الف( درست، مثلث  متساوی‌الاضلاع است چون اضلاع این مثلث، قطرهای مربع می‌باشند.

،  است. ب( غلط، زاویۀ بین  و 

پ( درست، زیرا نقاط پایانی دو بردار  و  یکسان است.
ت( درست، چون زاویۀ بین یک ضلع و یک قطر مربع است.

 ث( غلط است زیرا  بر صفحۀ سقف عمود است پس بر هر بردار واقع در آن نیز عمود است.

A

B

CE

D

الف( نادرست است زیرا  در ناحیۀ دوم است.   89

ب( درست است. زیرا:    

.) پ( نادرست. زیرا معادلۀ  معادلۀ یک صفحه است موازی صفحۀ  )یا همان صفحۀ 

ت( درست. در  یعنی  و  مقادیر ثابتی هستند و  هر مقداری می‌تواند اختیار کند. ) نامشخص است.(

‌ها بر صفحۀ شامل دو محور دیگر یعنی بر صفحۀ  عمود است. ‌ها قرار دارد و محور  ث( درست . زیرا این بردار در راستای محور 

‌ها است. ج( نادرست است. زیرا مؤلفۀ  بردار  برابر صفر است، یعنی این بردار در صفحۀ  قرار دارد پس موازی صفحۀ  و در نتیجه عمود بر محور 

  90
الف(

حدود تغییرات طول نقاط، بین  و  و حدود تغییرات عرض نقاط، بین  و  بوده و چهارضلعی  به ارتفاع  قرار دارد. بنابراین:

  

 قرار دارد. ب(  این صفحه،  واحد پایین‌تر از چهارضلعی 

  91

الف( مختصات چند نقطه که در رابطۀ  صدق کنند عبارتند از:  و مکان آن نقاط طبق

‌هاست. شکل مقابل روی محور 

x y

z

x =0

O A B

 

‌ها( است. ب( نمودار معادلۀ  یک خط )همان محور 

‌ها است. )صفحۀ  همان صفحۀ  است(.  معادلۀ صفحه‌ای شامل محور 

  92

درست - به‌طور کلی نقطۀ  روی صفحۀ  قرار دارد.

    93

تکرار سوال 668731   94
روش اول: 

‌

‌روش دوم: 

‌

(۲, ۳, ۱)

(۲, ۲, ۲)z = ۲

ABC

AB
−→−

BC
−→−

۱۲۰∘

AC
−→−

BC
−→−

AE
−→−

A = (−۱, ۵, ۷)
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x > ۰
y > ۰
z < ۰
z = ۳z = ۰xoy

{ y = ۵
z = ۲

yzxx

zzxoy

y= (−۲, ۰, ۳)V
→

xozxozy

A(۲, ۱, ۳) ,B(−۱, ۱, ۳) ,C(۲, −۱, ۳) , D(−۱, −۱, ۳)

−۱۲−۱۱ABCD۳

⎧
⎩⎨

−۱ ≤ x ≤ ۲
−۱ ≤ y ≤ ۱
z = ۳

⎧
⎩⎨

−۱ ≤ x ≤ ۲
−۱ ≤ y ≤ ۱
z = ۱

۲ABCD

{ x = ۰
z = ۰

O(۰, ۰, ۰),A(۰, ۱, ۰),B(۰, ۲, ۰)

y

{ x = ۰
z = ۰

y

x = ۰yx = ۰yoz

( , , ۰)x′ y ′xoy

= = (−۲, ۱, −۵) = (−۲, ۱, −۵) = (۱, − , )a′
→ ⋅a⃗  b ⃗ 

|b ⃗ |۲
b ⃗ 

−۲ − ۳ − ۱۰
۴ + ۱ + ۲۵

−۱
۲

۱
۲

۵
۲

× = (۱, −۳, ۲) × (−۲, ۱, −۵) = (۱۳, ۱, −۵)a⃗  b ⃗ 

| × | = | || | sin θ → sin θ = = → cos θ = ± cos θ = → ⋅ = | || | cos θ = ۳۰a⃗  b ⃗  a⃗  b ⃗ 
۷۲

۳ × ۲۶
۱۲
۱۳

۵
۱۳

− →−−
θ<۹۰ ۵

۱۳
a⃗  b ⃗  a⃗  b ⃗ 

| × + ( ⋅ = | | → + ( ⋅ = ×a⃗  b ⃗ |۲ a⃗  b ⃗ )۲ a⃗ |۲ b ⃗ |۲ ۷۲۲
a⃗  b ⃗ )۲ ۳۲ ۲۶۲
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‌

  95

‌

  96

‌

  97

  98

  و  99

مختصات وسط پاره‌خط  برابر است با 

‌

             100

‌

رسم نمودار )به‌طوری که خط‌ و خط‌‌ چین مشخص باشد.(   101

            102

‌

،  و  را می‌توان از دو رابطه زیر به دست آورد. حجم متوازی‌السطوح پدید آمده، توسط سه بردار    103

‌

‌

در این تمرین از هر دو روش حجم متوازی‌السطوح را به دست می‌آوریم.
روش اول:

‌

روش دوم:

‌

. دو بردار غیر صفر  و  برهم عمود هستند اگر و فقط اگر    104

‌

ها                         ب( درست الف( عرض‌ها یا    105

( ⋅ = ۹۰۰ → ( ⋅ ) = ±۳۰ ( ⋅ ) = ۳۰a⃗  b ⃗ )۲ a⃗  b ⃗  − →−−
θ<۹۰

a⃗  b ⃗ 

⋅ ( × ) = ۰ → (۰,m, −۱) ⋅ ((۳, −۳, −۳) = ۰b ⃗  a⃗  c ⃗ 

→ −۳m + ۳ = ۰ → m = ۱

⋅ = ۲ × ۱ + (−۱)(−۱) + ۲ × ۰ = ۳ , | | = =a⃗  b ⃗  b ⃗  + (−۱ +۱۲ )۲ ۰۲− −−−−−−−−−−−−
√ ۲

−−
√

= = (۱ , −۱ , ۰) = ( , − , ۰)a′
⋅a⃗  b ⃗ 

|b ⃗ |۲
b ⃗ 

۳
۲

۳
۲

۳
۲

| × | = | || | sin θ → ۷۲ = ۳(۲۶) sin θ → sin θ =a⃗  b ⃗  a⃗  b ⃗ 
۱۲
۱۳

cos θ = → ⋅ = | || | cos θ = ۳(۲۶) = ۳۰
۵

۱۳
a⃗  b ⃗  a⃗  b ⃗ 

۵
۱۳

= ۵+ +۳۲ ۴۲ ۵۲
− −−−−−−−−−
√ ۲

−−
√

A = (۲, ۰, ۰)b = (۰, −۳, ۴)

ABM = ( , , ) = (۱, , ۲)
۲ + ۰

۲
۰ + (−۳)

۲
۰ + ۴

۲
−۳
۲

OM = =۱ + + ۴
۹
۴

− −−−−−−−
√

۲۹
۴

−−−
√

= ra⃗  b ⃗ 

= = = = r =a′
→ ⋅a⃗  b ⃗ 

|b ⃗ |۲
b ⃗ 

(r ) ⋅b ⃗  b ⃗ 

|b ⃗ |۲
b ⃗ 

r|b ⃗ |۲

|b ⃗ |۲
b ⃗  b ⃗  a⃗ 

Z = ۳

= ( , , )a⃗  a۱ a۲ a۳= ( , , )b ⃗  b۱ b۲ b۳= ( , , )c ⃗  c۱ c۲ c۳

۱) k = | ⋅ ( × )|a⃗  b ⃗  c ⃗ 

۲) k =

∣

∣

∣
∣
∣

∣

∣

∣
∣
∣

a۱

b۱

c۱

a۲

b۲

c۲

a۳

b۳

c۳

∣

∣

∣
∣
∣

∣

∣

∣
∣
∣

( × ) = (۶ , ۴ , −۴)b ⃗  c ⃗ 

v = | ⋅ ( × )| = |(۱ , ۰ , ۱) ⋅ (۶ , ۴ , −۴)| = ۱۰a⃗  b ⃗  c ⃗ 

v = = ۱۰
∣

∣

∣
∣

∣

∣

∣
∣

۱
۰
۲

۰
۲
−۳

−۱
۲
۰

∣

∣

∣
∣

∣

∣

∣
∣

a⃗ b ⃗ ⋅ = ۰a⃗  b ⃗ 

⋅ = ۰ → ۲(m + ۱) + ۳m − ۲ = ۰ → m = ۰a⃗  b ⃗ 

y
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پ( 

‌

ت( طول هر بردار مانند  در فضای  از رابطۀ زیر به دست می‌آید:

‌

بنابراین داریم:

‌

فرض کنیم  باشد، داریم:   106

برعکس: اگر دو بردار برهم عمود باشند، یعنی زاویه بین دو بردار  باشد، داریم:

  107

‌

الف( برداری عمود بر دو بردار  و  برابر است با:   108

 ‌

‌ب( حجم متوازی‌السطوح تولیدشده توسط سه بردار  و  و  برابر است با:

 ‌

  109

     

  110

 

  111

 ‌

 ‌ ‌

تصویر قائم بردار  بر  برابر است با:   112

 ‌  ‌

، زیرا در این دو نقطه  و  می‌باشد. نقاط  و    113

ها است. ها است. معادلۀ  معادلۀ صفحۀ  که شامل محور  الف(  محور    114

‌ب(

 ‌

  115

( , , )a⃗  a۱ a۲ a۳R۳

| | =a⃗  + +a
۲
۱ a

۲
۲ a

۲
۳

− −−−−−−−−−
√

| | = = = ۵a⃗  (۰ + (−۳ + (۴)۲ )۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−
√ ۲۵

−−
√

⋅ = ۰a⃗  b ⃗ 

⋅ = ۰ → | || |cosθ = ۰ cosθ = ۰ → θ =a⃗  b ⃗  a⃗  b ⃗  − →−−−−−
| |≠۰,| |≠۰a⃗  b ⃗  π

۲
۹۰∘

θ = → cos θ = ۰ → | || |cosθ = ۰ → ⋅ = ۰
π

۲
a⃗  b ⃗  a⃗  b ⃗ 

= (۱, ۲, ۱), = (−۳, ۲, −۳) ⇒ × = (−۸, ۰, ۸) ⇒ | × | = = ۸AB
→

AC
→

AB
→

AC
→

AB
→

AC
→

۶۴ + ۰ + ۶۴
− −−−−−−−−−
√ ۲

−−
√

= | × | = ۴S
ABC
Δ

۱
۲
AB
→

AC
→

۲
−−
√

−۲b ⃗ c ⃗ 

(−۲ ) ×b ⃗  c ⃗ = (۲, −۲, ۰) × (۲, ۱, −۲) = (۴, ۴, ۶)

a⃗ b ⃗ c ⃗ 

| ⋅ ( × )|a⃗  b ⃗  c ⃗  = |(۲, ۳, ۱) ⋅ (−۲, −۲, −۳)| = ۱۳

× =a⃗  b ⃗  o ⃗ ⇔ | × | = | |a⃗  b ⃗  ۰⃗  ⇔ | || | × sin θ = ۰a⃗  b ⃗  sin θ = ۰− →−−−−−−
| |≠۰ , | |≠۰a⃗  b ⃗ 

⇔ θ = ۰ ∨ θ = π ⇔ ||a⃗  b ⃗ 

+ = (۲, −۳, ۶) ,b ⃗  c ⃗  = ( + ) = (۲, −۳, ۶)a′
→ ⋅ ( + )a⃗  b ⃗  c ⃗ 

|( + )b ⃗  c ⃗  |۲
b ⃗  c ⃗ 

۳۵
۴۹

× = (۳, ۲, ۱) × (۲, ۰, ۱)a⃗  b ⃗  = (۲, −۱, −۴)

S = ×∣
∣a⃗  b ⃗ ∣∣ = =۴ + ۱ + ۱۶

− −−−−−−−−
√ ۲۱

−−
√

ab

=a⃗ 
′ ⋅a⃗  b ⃗ 

∣
∣b
⃗ ∣
∣
۲
b ⃗ = (۱, −۱, ۰)

۲ + ۱ + ۰
۱ + ۱ + ۰

= (۱, −۱, ۰)
۳
۲

BAy = ۲z = ۱

{ x = ۰
z = ۰

yx = ۰yozy

+ ۲ = (۲, −۱, ۳) + ۲(۱, ۲, ۰)a⃗  b ⃗  = (۴, ۳, ۳)

| + ۲ | = =a⃗  b ⃗  ۱۶ + ۹ + ۹
− −−−−−−−−
√ ۳۴

−−
√
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 ‌  ‌

 ‌

 ‌ ‌‌‌‌

  116

 ‌  ‌  ‌

«‌ اشتباه و بقیۀ گزینه‌ها درست هستند. پس گزینۀ »

  117

 ‌  ‌  ‌  ‌  ‌

 ‌  ‌

 ‌  ‌  ‌ ‌‌

  118

 وسط  و 

‌  فاصلۀ  از وسط   

، ارتفاع هم می‌باشد، که مثلث متساوی‌الساقین باشد، یعنی:  داریم: زمانی، میانۀ وارد بر    119

 ‌

 ‌

 ‌  ‌  ‌

  120

 

  121

 ‌

  ‌  ‌  ‌  ‌‌

    122

تصویر قائم بردار  بر امتداد بردار  برابر است با:

 ‌  ‌  ‌

 ‌  ‌  ‌

    123

BC M وسط:

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

=xM
+xB xC

۲

=y
M

+yB yC

۲
=zM

+zB zC

۲

⇒ M

∣

∣

∣
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 ‌ ‌‌

تصویر قائم بردار  بر امتداد بردار  برابر است با:

 ‌

 ‌ ‌

    124

درست - بنابر قانون وجود مثلث:

‌

درست

‌
 

  125

درست

  126

درست

نادرست - مکان هندسی فوق، خط عمود بر خط  در نقطۀ  است.

نادرست

    127

ها محور 

نقطۀ  و مختصات وسط  برابر است با: 

.   128

 صفر

‌

.   129

نادرست، زیرا:

‌

.   130
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  131

          

‌

          

‌

  132

نادرست

  133

صفر

  134

بردار عمود بر دو بردار 

‌

  135

  136

درست 

  137
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