
فصل دوم : تبدیل های هندسی

نام و نام خانوادگی: سهیل حاج کرم

نام آزمون: 200 تست هندسه یازدهم فصل دو

)رشته ریاضی(

آموزشگاه پرسا

حل مسائل ترکیبی یا ویژگی های تبدیل هادرس دوم : کاربرد تبدیل ها

متوسط- خارج از کشور- 1386

 در یک صفحه، دو دایره به شعاع‌های متفاوت در نقطۀ  متقاطع‌اند. با استفاده از کدام تبدیل می‌توان از نقطۀ  خطی گذراند که در این دو دایره،
وترهای مساوی ایجاد کند؟

بازتاب نسبت به نقطه بازتاب نسبت به خط دوران  درجه انتقال

بارم
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۹۰

سخت- سراسری- 1394

 با استفاده از کدام تبدیل هندسی، داخل مثلث مفروض می‌توان مربعی محاط کرد که یک ضلع آن بر روی ضلع مثلث و دو رأس دیگر بر روی دو ضلع
این مثلث قرار گیرند؟

تجانس انتقال بازتاب دوران

بارم

2

1



‌‎مسائل پیدا کردن کوتاه‌ترین مسیر
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متوسط- سراسری- 1398

 نقاط  و  در صفحۀ محورهای مختصات مفروض‌ هستند و دو نقطۀ  و  همواره روی دو محور می‌لغزند. کمترین اندازۀ خط شکستۀ

، کدام است؟
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تجانس و ویژگی های آندرس اول : تبدیل های هندسی
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smart- 1398 -سخت

 در شکل زیر،  وسط  و  است. اگر  تصویر  در تجانس به مرکز  و نسبت تجانس  باشد، مقدار  کدام است؟
بارم
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حل مسائل ترکیبی یا ویژگی های تبدیل هادرس دوم : کاربرد تبدیل ها

سخت- سراسری- 1398

، که دو رأس دیگر آن بر روی هر یک از دو خط مفروض  نقطۀ  در صفحه دو خط متقاطع  و  است. در رسم مثلث متساوی‌الاضلاع به رأس 
باشد، کدام تبدیل هندسی به‌کار می‌رود؟

دوران تجانس بازتاب انتقال

بارم
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متوسط- سراسری- 1387  چند درجه است؟  و  زاویۀ  ،   در شکل مقابل،  ،
بارم
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‌‎مسائل پیدا کردن کوتاه‌ترین مسیر
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ساحل رودخانه

smart- 1398 -متوسط

 مطابق شکل دو شهر  و  مفروض‌اند. می‌خواهیم جاده‌ای از  به  بسازیم، به‌طوری که  کیلومتر از این جاده در ساحل رودخانه ساخته شود.
اندازۀ کوتاه‌ترین مسیر ممکن برای این جاده چند کیلومتر است؟

بارم
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حل مسائل ترکیبی یا ویژگی های تبدیل ها

سخت- سراسری- 1379

  خارج آنها مفروض‌ هستند. برای رسم مثلث قائم‌الزاویه متساوی‌الساقینی با رأس  که دو سر قاعدۀ آن بر روی هر دو  دو خط  و  و نقطۀ 
خط مفروض‌اند، کدام تبدیل به‌کار می‌رود؟

انتقال بازتاب و تقارن دوران تجانس

بارم
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ΔΔ′AA

ترکیب تبدیل ها و ویژگی های آندرس اول : تبدیل های هندسی

متوسط- سراسری- 1376  کدام تبدیل زیر در حالت کلی، نقطۀ ثابت ندارد؟

تجانس بازتاب انتقال دوران

بارم

9

مسائل پیدا کردن کوتاه‌ترین مسیر‌‎درس دوم : کاربرد تبدیل ها

سخت- سراسری- 1399

، کدام است؟  چهار نقطۀ  و  را در صفحۀ مختصات، در نظر بگیرید. کمترین طول خط شکستۀ 
بارم
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دوران و ویژگی های آندرس اول : تبدیل های هندسی

متوسط- سراسری- 1371  در دوران به مرکز  و زاویۀ  در صفحه، خط  و تبدیل‌یافته‌اش در  متقاطع‌اند. زاویۀ  با خط  کدام است؟
بارم
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انتقال و ویژگی های آن

smart- 1399 -متوسط

 دایرۀ  را با بردار انتقال  بر دایرۀ  تصویر می‌کنیم. اگر اندازۀ مماس مشترک داخلی این دو دایره برابر 
باشد، اندازۀ مماس مشترک خارجی این دو دایره کدام است؟

بارم

12

C(O,a − ۱)OO′
→

( , ۳ − a)C ′ O′۳

۵
−−

√۵۱۳
−−

√۱۳

5

آموزشگاه پرسا



‌‎بازتاب خطی و ویژگی‌های آن

smart- 1400 -سخت

،  و  و  ارتفاع وارد بر  می‌باشد. اگر  و  به‌ترتیب بازتاب یافتۀ نقطۀ  نسبت به  در مثلث قائم‌الزاویه 

)  و  باشند، اندازۀ  کدام است؟ )

بارم
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تجانس و ویژگی های آن
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smart- 1398 -سخت

 در شکل زیر، اگر خط  را در تجانس به مرکز  و نسبت تجانس  تصویر کنیم و آن را  بنامیم، آن گاه مساحت بین خط  و  و

خطوط  و  چقدر است؟
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مسائل پیدا کردن کوتاه‌ترین مسیر‌‎درس دوم : کاربرد تبدیل ها

 

smart- 1400 -متوسط

 مطابق شکل، می‌خواهیم بین دو شهر  و  جاده‌ای بسازیم به طوری‌ که  کیلومتر از این جاده کنار ساحل دریا ساخته شود. اندازۀ کوتاهترین
مسیر ممکن برای این جاده چند کیلومتر است؟

بارم
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بازتاب خطی و ویژگی‌های آن‌‎درس اول : تبدیل های هندسی
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d

smart- 1400 -متوسط

 مطابق شکل، مثلث  را نسبت به خط  که از وسط اضلاع  و  می‌گذرد، بازتاب می‌دهیم. اگر ناحیۀ محصور بین  و تصویر آن 

باشد، مساحت مثلث  کدام است؟

بارم
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تجانس و ویژگی های آن
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smart- 1400 -سخت

 در شکل زیر،  وسط  و  است. اگر  تصویر  در تجانس به مرکز  و نسبت تجانس  باشد، مقدار  کدام است؟
بارم

17
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حل مسائل ترکیبی یا ویژگی های تبدیل هادرس دوم : کاربرد تبدیل ها

smart- 1398 -سخت

 نقطۀ  روی ضلع  از مربع  به‌گونه‌ای قرار دارد که  و  است. از بین مثلث‌هایی که دو رأس آن  و  و رأس

دیگر آن روی قطر  باشد، حداقل محیط ممکن کدام است؟

بارم
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تجانس و ویژگی های آندرس اول : تبدیل های هندسی

متوسط- سراسری- 1372

 و  سانتی‌متر هستند. اگر سانتی‌متر باشد، فاصلۀ مرکز تجانس معکوس این دو دایره از مرکز   و  مرکز دو دایره به شعاع   
دایره به شعاع بزرگ‌تر چند سانتی‌متر است؟

بارم

19
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مسائل پیدا کردن کوتاه‌ترین مسیر‌‎درس دوم : کاربرد تبدیل ها

  1

سخت- منتآزمون- 1401

 در شکل،  مستطیل است و نقاط  و  به فاصلۀ  واحد از هم روی  حرکت می‌کنند. کمترین مقدار محیط ذوزنقه  کدام
است؟

بارم
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بازتاب خطی و ویژگی‌های آن‌‎درس اول : تبدیل های هندسی
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smart- 1400 -متوسط

 در شکل زیر، اگر  و نقطۀ  را نسبت به خط  و سپس تصویر حاصل را نسبت به خط  بازتاب دهیم، فاصلۀ  از تصویر نهایی آن
کدام است؟

بارم
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smart- 1400 -متوسط

( خط  را در نقطۀ  با زاویۀ  قطع می‌کند. در  پاره‌خط  به طول  با خط  غیرموازی و غیرقاطع بوده و امتداد پاره‌خط  )از سمت 

، نسبت  کدام است؟ ، اگر  و  و  بازتاب نسبت به 
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نگاشت و تبدیل و مفاهیم آن - طولپایی تبدیل ها

smart- 1399 -متوسط

،  و  است. اگر مثلث  تبدیل یافتۀ مثلث  تحت تبدیل طولپای   در مثلث قائم‌الزاویۀ 

باشد، مساحت مثلث  کدام است؟

بارم

23
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تجانس و ویژگی های آن

smart- 1397 -سخت

 در یک مثلث، دایرۀ محاطی داخلی را با نسبت تجانس  و به مرکز  تجانس می‌دهیم تا بر دایرۀ محیطی مثلث تصویر شود. اگر نقطۀ ثابت این

  کدام است؟ تبدیل، محل برخورد نیمسازهای داخلی مثلث باشد، اندازۀ 

بارم
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‌‎بازتاب خطی و ویژگی‌های آن

L
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متوسط- سراسری- 1373

،  و  به‌دست آوریم، نتیجۀ ترکیب این سه تقارن محوری کدام است؟  اگر قرینۀ شکل مقابل را به‌طور متوالی نسبت به محورهای 
بارم

25

L۱L۲L۳

ترکیب تبدیل ها و ویژگی های آن

متوسط- منتآزمون- 1401

 مثلث  بازتاب مثلث  نسبت به خط گذرا از نقاط  و  و مثلث  بازتاب مثلث  نسبت به خط گذرا از نقاط  و 

 تحت کدام تبدیل است؟ است. مثلث  تصویر مثلث 

 و با زاویۀ  دوران حول نقطۀ  دوران حول نقطه  و با زاویه 

بازتاب نسبت به نیمساز  بازتاب نسبت به عمود منصف 

بارم

26

BCA′ABCCBCA′B′BCA′CA′

CA′B′ABC

A۲ÂC۲Ĉ
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smart- 1400 -متوسط  کدام گزینه در مورد تبدیل، نادرست است؟

دوران، جهت شکل را حفظ می‌کند. بازتاب محوری، جهت شکل را حفظ نمی‌کند.

تجانس، شیب خط را حفظ می‌کند. انتقال لزوماً شیب خط را حفظ نمی‌کند.

بارم

27

مسائل قرینه‌یابی و هم‌محیطی‌‎درس دوم : کاربرد تبدیل ها

smart- 1398 -سخت

 در شکل زیر، طول تمامی پاره خط های کوچک برابر یک واحد و اندازۀ تمامی زاویه های حاده برابر  درجه است. می خواهیم با کمک تبدیل
هندسی مناسب مساحت این شکل را بدون تغییر در محیط تا حد ممکن افزایش دهیم. نسبت مساحت شکل جدید به شکل اولیه چقدر است؟

بارم
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‌‎مسائل پیدا کردن کوتاه‌ترین مسیر

 

A

B

DNMC

1
2

smart- 1400 -سخت

. آنگاه  )به طرف راست( چنان قرار دارند که همواره فاصلۀ آنها از یکدیگر  باشد و   با توجه به شکل مقابل، نقاط  و  روی 

کمترین مقدار  کدام است؟

بارم

29
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smart- 1400 -سخت

 شکل زیر، تقاطع دو خیابان انقلاب و حافظ به‌ترتیب با عرض‌های ثابت  و  را نشان می‌دهد. شخصی می‌خواهد از نقطۀ  به سمت دیگر خیابان

انقلاب رفته و سپس به نقطۀ  برود. طول کوتاهترین مسیر ممکن کدام است؟

بارم
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تجانس و ویژگی های آندرس اول : تبدیل های هندسی
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M

smart- 1400 -متوسط  در شکل زیر، دو دایره در نقطۀ  برهم مماس‌اند. مقدار  کدام است؟
بارم
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مسائل پیدا کردن کوتاه‌ترین مسیر‌‎درس دوم : کاربرد تبدیل ها

Δ
Δˊ

1
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2

A

B3

smart- 1399 -متوسط

، عمود بر ، اگر بخواهیم مسیر بین دو خط موازی  و   در شکل مقابل،  و  دو رأس از مستطیل به ابعاد  و  هستند. در حرکت از  به 
آن دو باشد، طول کوتاه‌ترین مسیر ممکن کدام است؟

بارم
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تجانس و ویژگی های آندرس اول : تبدیل های هندسی

متوسط- سراسری- 1371  اگر اوساط اضلاع مثلثی را به‌هم وصل کنیم، مثلثی حاصل می‌شود که با مثلث اصلی متجانس است. مرکز تجانس کدام است؟

نقطه تلاقی سه میانه مثلث اصلی نقطه همرسی سه ارتفاع مثلث اصلی

نقطه تلاقی سه عمودمنصف مثلث اصلی نقطه همرسی سه نیمساز مثلث اصلی

بارم

33
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انتقال و ویژگی های آن

سخت- سراسری- 1400

( قرار دارد،  مثلث قائم‌الزاویه  به طول وتر  واحد مفروض است. این مثلث را توسط بردار  که در جهت بردار  ) وسط وتر 

، کدام است؟ انتقال می‌دهیم. اگر مساحت محدود بین مثلث اولیه و جدید،  مساحت اولیه باشد، اندازه بردار

4 3

بارم
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→

AM
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۱
۱۶

AT
→

۱
۳

۱
۴

ترکیب تبدیل ها و ویژگی های آن

 

A B

C
d1 d2

smart- 1400 -سخت

 در شکل زیر، دو خط موازی  و  به فاصلۀ  ازهم قرار دارند. اگر مثلث  تصویر مثلث  تحت بازتاب نسبت به  و

 تصویر  تحت بازتاب نسبت به  باشد، کدام گزینه درست است؟

 انتقال‌یافتۀ  است و 

 انتقال‌یافتۀ  است و 

 انتقال‌یافتۀ  است و 

 بازتاب  نسبت به یک خط است.

بارم
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Δ

A = ۹A′′

A′′B′′C ′′
Δ

ABC
Δ

C = ۱۲C ′′

A′′B′′C ′′
Δ

ABC
Δ
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دوران و ویژگی های آن

smart- 1400 -سخت

 مثلث قائم‌الزاویۀ متساوی‌الساقین  مفروض است. اگر این مثلث را به مرکز  با زاویۀ  در جهت
مثلثاتی دوران دهیم، مساحت ناحیۀ محصور بین تصویر و مثلث اولیه کدام است؟

بارم

36

(AB = AC = ۲ , = )ABCÂ ۹۰∘
A۴۵∘

− ۱۲
−−

√۲ − ۲۲
−−

√۲ − ۱۲
−−

√۲
−−

√

مسائل پیدا کردن کوتاه‌ترین مسیر‌‎درس دوم : کاربرد تبدیل ها

متوسط- خارج از کشور- 1399

، کدام ،  و  در صفحۀ مختصات مفروض‌ هستند. کمترین اندازۀ خط شکستۀ   ،  چهار نقطۀ 
است؟

بارم

37

A(۱, ۳)B(۱۵, ۹)M(a, ۰)N(a + ۵, ۰)AMNB

۱۸۱۹۲۰۲۱

17
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تجانس و ویژگی های آندرس اول : تبدیل های هندسی

 

A B

CD

E F

smart- 1398 -متوسط

 در شکل مقابل ذوزنقۀ  با تجانس بر ذوزنقۀ  تصویر می شود. اگر  و  باشد، آنگاه مرکز و نسبت این تجانس
کدام است؟

 ، محل برخورد عمودمنصف های  و 

 ، محل برخورد امتدادهای  و 

 ، محل برخورد عمودمنصف های  و 

 ، محل برخورد امتدادهای  و 

بارم

38

ABCDCDEFAB = ۴EF = ۹

AEBFK =
۹
۴

AEBFK =
۹
۴

AEBFK =
۳
۲

AEBFK =
۳
۲

‌‎بازتاب خطی و ویژگی‌های آن

45̊

O
dˊ

A d

smart- 1398 -متوسط

  را نسبت به خط  و سپس تصویر حاصل را نسبت به خط  بازتاب می دهیم. فاصلۀ نقطۀ  از تصویر  در شکل مقابل  است. نقطۀ 
نهایی آن کدام است؟

بارم

39

OA = ۲Add ′A

۲

۲
−−

√

۲ ۲
−−

√

۴

18
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حل مسائل ترکیبی یا ویژگی های تبدیل هادرس دوم : کاربرد تبدیل ها

A B

C

D

E

α

smart- 1395 -متوسط ، زاویه‌ی  چند درجه است؟ ،  و   ،  در شکل زیر 
بارم

40

AB = ACAD = AEC B =Â ۴۰∘
A D =Ê ۷۰∘

α

۱۲۵

۱۳۵

۱۴۰

۱۱۰

بازتاب خطی و ویژگی‌های آن‌‎درس اول : تبدیل های هندسی

smart- 1400 -متوسط

 نیمساز زاویۀ  با ضلع  در  متقاطع است. رأس  را نسبت به  بازتاب می‌دهیم تا به   ،  در متوازی‌الاضلاع 

برسیم. اگر محیط  دو برابر محیط  باشد، نسبت مساحت  به مساحت  کدام است؟

بارم

41

AB > BCABCDCABNBCNM

ABCDBCMNABCDBCMN

۲
−−

√۲۳۴

19
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دوران و ویژگی های آن

A

C

D BO

 

smart- 1400 -متوسط

 وسط اضلاع لوزی مقابل را متوالیاً به هم وصل می‌کنیم، مساحت شکل حاصل  واحد مربع می‌شود. این لوزی را به مرکز  به اندازۀ  در جهت

ساعتگرد دوران می‌دهیم تا چهار ضلعی  حاصل شود، اندازۀ  کدام است؟

بارم

42

۱۰O۱۵∘

A′B′C ′D′×A′C ′ B′D′

۲۰۲۵

۴۰۴۵

smart- 1398 -متوسط

  به طول اضلاع  و  را حول رأس  دوران می‌دهیم تا بر مثلث  تصویر شود. اگر  باشد،  مثلث 

آن‌گاه طول  کدام است؟

بارم

43

ABCBC = ۱۲AC = ۲۰CA′B′C ′A = ۱۰A′

BB′

۵۶۱۰۱۲

20
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حل مسائل ترکیبی یا ویژگی های تبدیل هادرس دوم : کاربرد تبدیل ها

سخت- خارج از کشور- 1389

 دو خط متقاطع  و  و پاره‌خط  در صفحۀ آنها مفروض است. برای رسم پاره‌خطی موازی و مساوی  که دو سر آن بر روی این دو خط
باشد، کدام تبدیل هندسی به‌ کار می‌رود؟

تجانس دوران انتقال بازتاب

بارم

44

dd ′ABAB

بازتاب خطی و ویژگی‌های آن‌‎درس اول : تبدیل های هندسی

سخت- خارج از کشور- 1401

ها بر خودش منطبق ( رأس  و عرض رأس‌های  و  به‌ترتیب  و  است. اگر بازتاب نقطۀ  نسبت به محور  ، نقطۀ )  در مربع 

شود، فاصلۀ بازتاب نقطۀ  نسبت به قطر  از مبدأ مختصات چقدر است؟

بارم

45

ABCD۴, ۱ACD۱۳Cy

DAC

۵
−−

√۱۳
−−

√۱۷
−−

√۷
−−

√

سخت- سراسری- 1401

ها بر خودش  در مربع  نقطه  رأس  و طول رأس‌های  و  به‌ترتیب  و  است. اگر بازتاب نقطۀ  نسبت به محور 

منطبق شود، فاصلۀ بازتاب نقطۀ  نسبت به قطر  از مبدأ مختصات چقدر است؟

بارم

46

ABCD(۳, ۵)BCD۵٫۵۳Dx

CBD

۲٫۵۶٫۵
−−−

√۶
−−

√۲

21
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smart- 1400 -متوسط

 فاصلۀ نقطۀ  تا خط  برابر  واحد است و نقطۀ  بازتاب نقطۀ  نسبت به خط  است. اگر نقطۀ  روی خط  و  باشد، فاصلۀ

نقطۀ  از  به کدام عدد نزدیک‌تر است؟

بارم

47

Ad۸A′AdMdAM = ۱۷

AMA′

۱۲۱۳۱۴۱۵

انتقال و ویژگی های آن

smart- 1399 -سخت

،  و  ،  و  به‌ترتیب انتقال یافتۀ نقاط  ( انتقال می دهیم. اگر   مثلث  با مساحت  را با بردار  )ارتفاع وارد بر ضلع 

باشند، مساحت پنج‌ضلعی  کدام است؟ )زاویه‌های مثلث  حاده هستند.(

بارم

48

ABC۲۰AH
→

BCA′B′C ′ABC

AB CB′C ′ABC

۴۰۶۰۸۰۱۰۰

22
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smart- 1399 -سخت

 مثلث  را که در آن  است ابتدا با بردار  انتقال می‌دهیم تا مثلث  حاصل شود و سپس مثلث جدید را با بردار

 انتقال می‌دهیم تا مثلث  به دست آید. اندازۀ زاویۀ  کدام است؟

بارم

49

ABC=B̂ ۳۰∘۱
۴
AB
→

A′B′C ′

۱
۳
CB
→

A′′B′′C ′′CC ′C ′′

۳۰∘۶۰∘۱۲۰∘۱۵۰∘

تجانس و ویژگی های آن

smart- 1398 -سخت

 دو پاره خط موازی  و  به ترتیب به طول های  و  واحد و به فاصلۀ  واحد از یکدیگر، تصویر هم در دو تجانس مستقیم و معکوس

) هستند. فاصلۀ مراکز تجانس ها کدام است؟ )

بارم

50

ABA′B′۱۰۱۵۲۰

A = BA′ B′

۲۴۳۶۴۸۵۴
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دوران و ویژگی های آن

smart- 1400 -متوسط

 تبدیل  یک دوران به مرکز  است و می‌دانیم  و مثلث  متساوی‌الاضلاع است. اگر نقطۀ  با  بار دوران 

روی نقطۀ  تصویر شود، نسبت  کدام است؟

بارم

51

ROR(R(R(R(A)))) = A′AOA′A۶R

B
AB

AA′

۲
۳
۲

۳
−−

√۲
−−

√

smart- 1400 -سخت . دو پاره‌خط  و  با چه زاویه‌ای همدیگر را قطع می‌‌کنند؟  در شکل مقابل، 

      

بارم

52

AB = AC = AD = AECEBD

۳۵∘۴۰∘۷۰∘۱۱۰∘
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smart- 1400 -سخت

، نقطۀ  می‌نامیم. اگر نقطۀ  را به اندازۀ  به مرکز  نقطۀ  به فاصلۀ  از خط  قرار دارد. تصویر  را تحت بازتاب نسبت به خط 

 در جهت ساعتگرد دوران دهیم تا نقطۀ  حاصل شود، طول پاره‌خط  کدام است؟

بارم

53

A۴ ۳
−−

√dAdA′A۱۲۰∘

A′A′′AA′′

۱۲۱۶۲۴۲۸

تجانس و ویژگی های آن

smart- 1400 -سخت

 در یک مثلث، دایرۀ محیطی را با نسبت تجانس  و به مرکز  تجانس می‌دهیم تا بر دایرۀ محاطی داخلی مثلث تصویر شود. اگر نقطۀ ثابت این

تبدیل، محل برخورد عمودمنصف‌های مثلث باشد، مقدار  کدام است؟

بارم

54

kM

k

۳
۴

۳
−−

√

۲

۱
۲

۱
۴
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مسائل پیدا کردن کوتاه‌ترین مسیر‌‎درس دوم : کاربرد تبدیل ها

 

A

C D

B

smart- 1399 -سخت

 دو شهر  و  مطابق شکل زیر به فاصلۀ  کیلومتر از یکدیگر در یک طرف رودخانه‌ای قرار دارند. می‌خواهیم از  به  جاده‌ای بسازیم

به‌طوری که  کیلومتر آن کنار رودخانه باشد. اگر دو شهر  و  به‌ترتیب  و  کیلومتر از رودخانه فاصله داشته باشند، طول کوتاه‌ترین جادۀ
ممکن است؟

بارم

55

AB۱۰AB

۳AB۳۹

۱۳۱۵

۱۶۱۸

smart- 1399 -سخت

 در مثلث متساوی‌الاضلاع  به طول ضلع  واحد، نقاط  و  را به‌ترتیب روی اضلاع  و  و به‌فاصله‌های  و  واحد از رأس 

انتخاب می‌کنیم. اگر  نقطۀ دلخواهی روی ضلع  باشد، کمترین مقدار  کدام است؟

بارم

56

ABC۶MNABAC۳۴A

PBCMP + NP

۵ ۶
−−

√

۲
۳ + ۷

−−
√۵۳۱

−−
√
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نگاشت و تبدیل و مفاهیم آن - طولپایی تبدیل هادرس اول : تبدیل های هندسی

smart- 1399 -متوسط ، هر نقطه را به قرینۀ آن نسبت به مبدأ مختصات نظیر می‌کند. در این صورت کدام گزینه صحیح است؟  تناظر  در صفحۀ 

 تبدیل نیست. تبدیل است ولی طولپا نیست.

 یک تبدیل طولپا است ولی شیب خط‌ها را ثابت نگه نمی‌دارد. یک تبدیل طولپا است که شیب خط‌ها را ثابت نگه می‌دارد.

بارم

57

TP

TT

TT

مسائل پیدا کردن کوتاه‌ترین مسیر‌‎درس دوم : کاربرد تبدیل ها

A
B

C D

رودخانهکیلومتر8

smart- 1398 -سخت

 دو شهر  و  مطابق شکل به فاصله‌های  و  کیلومتری از یک رودخانه و در یک طرف آن واقع‌اند. می‌خواهیم جاده‌ای از  به  بسازیم به

طوری که  کیلومتر از این جاده در ساحل رودخانه ساخته شود. طول کوتاه‌ترین مسیر  کدام است؟

بارم

58

AB۱۲AB

۴ACDB

۵۷

۹۱۱
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سخت- منتآزمون- 1401

 در ذوزنقۀ قائم‌الزاویۀ زیر، طول قاعده‌ها برابر  و  و طول ساق قائم برابر  است. اگر  نقطه‌ای دلخواه روی ساق قائم  باشد، کمترین

مقدار محیط  کدام است؟

بارم

59

۲۷۱۲EAD

BEC
Δ

۱۵۲۱

۲۸۳۲
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حل مسائل ترکیبی یا ویژگی های تبدیل ها

سخت- منتآزمون- 1401

 نقطۀ  در صفحۀ دایرۀ  و به فاصلۀ  واحد از نقطۀ  قرار دارد.  مجانس دایرۀ  به مرکز  و نسبت  است، به‌طوری که

 و  فقط یک نقطۀ مشترک دارند. طول مماس مشترک خارجی این دو دایره کدام است؟

بارم

60

MC(O, ۳)۵OC ′CMk > ۱

CC ′

۸۱۲۱۵۲۰

‌‎مسائل پیدا کردن کوتاه‌ترین مسیر

 

سخت- منتآزمون- 1401

( رفته، بشکه‌های آب را پر کند و به نقطۀ  بازگشت نماید. هرگاه فاصلۀ  و  مطابق شکل روبه‌رو، قرار است کارگری از نقطۀ  به کنار رودخانه )

 تا رودخانه به‌ترتیب  و  متر و فاصلۀ دو نقطۀ  و  از یکدیگر  متر باشد، طول کوتاهترین مسیر برابر کدام است؟

بارم

61

AdBA

B۲۰۵۰AB۵۰

۸۵٫۸

۷۰٫۴

۷۵٫۲

۸۰٫۶
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حل مسائل ترکیبی یا ویژگی های تبدیل ها

سخت- منتآزمون- 1401

 یک مثلث متساوی‌الاضلاع در دو تجانس با نسبت‌های  و  و به مرکز تجانس محل همرسی میانه‌ها، تصویرشده است. مساحت بین این دو

تصویر، چند برابر مساحت مثلث اولیه است؟

بارم

62

−
۱
۲

۱
۲

۱
۳

۱
۵

۱
۴

۱
۶

تجانس و ویژگی های آندرس اول : تبدیل های هندسی

متوسط- منتآزمون- 1401

 یک مربع را در تجانس با نسبت  و به مرکز محل تلاقی قطرها تصویر کرده‌ایم. اگر مساحت بین دو مربع 16 باشد، قدرمطلق تفاضل محیط‌های

دو مربع کدام است؟

بارم

63

−
۵
۳

۲۴۶۸
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‌‎بازتاب خطی و ویژگی‌های آن

متوسط- منتآزمون- 1401

، تصویر رأس  تحت بازتاب نسبت به امتداد قطر  را  می‌نامیم. سپس  را نسبت به امتداد   در مستطیل  که 

بازتاب می‌دهیم تا نقطۀ  به‌دست آید. اگر  روی امتداد ضلع  واقع باشد، آنگاه مساحت مستطیل  کدام است؟

بارم

64

ABCDAD = ۱DACD′ACD′

A′A′BCABCD

۲
−−

√۳
−−

√۲۳

تجانس و ویژگی های آن

smart- 1400 -سخت

، مثلث متساوی‌الاضلاعی به ارتفاع  است. مربعی به  تبدیل‌یافتۀ مثلث متساوی‌الاضلاعی به ضلع  تحت تجانس به مرکز  و نسبت تجانس 

ضلع  تحت این تجانس به مربعی با کدام مساحت تبدیل می‌شود؟

بارم

65

۴ ۳
−−

√Ok۲
۳−−√

۲
۱
۶

۱
۸

۱
۱۲

۱
۱۶
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  10

6A B

CD

smart- 1400 -سخت

 ذوزنقۀ متساوی‌الساقین زیر به ارتفاع  واحد مفروض است. اگر دو قاعدۀ آن تصویر یکدیگر در دو تجانس مستقیم و معکوس باشند، آنگاه فاصلۀ
مراکز تجانس کدام است؟

بارم

66

۱۲

۲۲

۲۲٫۵

۲۳

۲۳٫۵

دوران و ویژگی های آن

A

B
M

CD  

smart- 1400 -سخت

 و نیز مربعی دیگر به قطر  ایجاد می‌کنیم. اگر این دو مربع در رأس  مشترک باشند، کدام گزینه صحیح  در شکل مقابل، مربعی به قطر 
است؟

مثلث  متساوی‌الساقین است.

« صحیح است. گزینه‌های » و 

بارم

67

ADBCO

AC = BD

A D = ۹۰M̂

ACD

۱۲
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smart- 1400 -سخت

 مربعی به ضلع  را به اندازۀ  حول مرکز تقارن آن دوران می‌دهیم. مساحت سطح محصور بین مربع و تصویر آن کدام است؟
بارم

68

۴ + ۲ ۲
−−

√۴۵∘

۸ + ۸ ۲
−−

√۱۶ + ۱۶ ۲
−−

√۸ + ۱۶ ۲
−−

√۱۶ + ۸ ۲
−−

√

مسائل پیدا کردن کوتاه‌ترین مسیر‌‎درس دوم : کاربرد تبدیل ها

smart- 1400 -متوسط

ها قرار دهیم که محیط مثلث  مینیمم باشد، آنگاه طول  دو نقطۀ  و  مفروض‌اند. اگر نقطۀ  را به‌گونه‌ای روی محور 

نقطۀ  کدام است؟

بارم

69

A(−۳, ۱۳)C(۵, ۳)BxABC

B

−۱
۷
۲

−۷
۱
۲

تجانس و ویژگی های آندرس اول : تبدیل های هندسی

smart- 1400 -سخت

 مثلث  را در یک تجانس معکوس بر مثلث  تصویر می‌کنیم. اگر رئوس مثلث  روی اضلاع مثلث  قرار گیرد، نسبت
تجانس کدام است؟

بارم

70

ABCA′B′C ′ABCA′B′C ′

−
۳
۲

−۲−۳−
۴
۳
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smart- 1399 -متوسط

 مساحت مثلث  در دو تجانس به مرکز  و با نسبت‌های  و  به‌ترتیب  و  برابر شده است. اگر  و  و  تصاویر

نقطۀ  در این دو تجانس باشند، آگاه بیشترین مقدار ممکن برای طول پاره‌خط  کدام است؟

بارم

71

ABCOk۱k۲۴
۲۵
۴

OA = ۴A۱A۲

AA۱A۲

۱۲۱۸۲۵۴۱

مسائل پیدا کردن کوتاه‌ترین مسیر‌‎درس دوم : کاربرد تبدیل ها

 

A

B

d

smart- 1399 -متوسط

 در شکل زیر، نقطۀ  به فاصلۀ  واحد از خط  و  واحد از نقطۀ  مفروض است. نقطۀ  را روی خط  چنان انتخاب می‌کنیم که

 کمترین مقدار ممکن را دارا باشد. اگر این مقدار مینیمم برابر  باشد، طول  کدام است؟

بارم

72

A۸٫۵d۸BMd

MA + MB۱۵MA

۱۶۱
۳۰

۲۸۹
۳۰

۲۷
۵

۴۸
۵

34

آموزشگاه پرسا



دوران و ویژگی های آندرس اول : تبدیل های هندسی

A

CD

B

 

smart- 1399 -سخت

،  و  است. اگر این مستطیل را در جهت خلاف حرکت عقربه‌های ساعت حول نقطۀ  در شکل زیر در مستطیل 

 به اندازۀ  دوران دهیم، مساحت ناحیۀ مشترک بین مستطیل  و تصویر آن تحت این دوران کدام است؟

بارم

73

ABCDBC = ۳
−−

√B C =Â ۳۰∘

A۶۰∘
ABCD

۳
−−

√

۲
۱۳

−−
√۲

تجانس و ویژگی های آن

smart- 1399 -سخت

 اگر دایرۀ  مجانس دایرۀ  در تجانس مستقیم به مرکز  و  باشد، اندازۀ وتر مشترک دو دایرۀ  و  کدام
است؟

بارم

74

( , ۳)C ′ O′C(O, ۴)MMO = ۲۰CC
′

۲٫۴۳٫۶۴٫۸۶
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دوران و ویژگی های آن

smart- 1399 -سخت

 دو خط ‌ و  مفروض‌اند. چند نقطه در صفحه شامل این دو خط وجود دارد که دوران یافتۀ خط  حول آن نقطه بر  منطبق گردد؟

بی‌شمار

بارم

75

dd ′dd ′

۱۲۴

ترکیب تبدیل ها و ویژگی های آن

O

d1 d2

 

smart- 1399 -متوسط

 بازتاب مربع را ابتدا نسبت به خط  و سپس بازتاب شکل حاصل را نسبت به خط  رسم می‌کنیم. تبدیلی که مربع اولیه را به آخرین شکل تصویر

می‌کند، چند نقطۀ ثابت تبدیل دارد؟ ) مرکز مربع است.(

بی‌شمار صفر

بارم

76

d۱d۲

O

۱۲
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انتقال و ویژگی های آن

smart- 1398 -متوسط

 در یک انتقال رأس مثلثی به مرکز ثقل آن منتقل شده است. مساحت ناحیۀ مشترک بین مثلث و تصویرش، چه کسری از مساحت مثلث اولیه است؟
بارم

77

۱
۳

۱
۴

۱
۹

۴
۹

smart- 1398 -سخت

 خط  تحت انتقال با هریک از دو بردار عمود بر هم به اندازه های  و  روی خط  تصویر می شود. طول کوتاه ترین برداری که خط  را به 
تبدیل می کند، کدام است؟

بارم

78

d۱۵۲۰d ′dd ′

۹۱۰۱۲۲۵

smart- 1398 -متوسط

 مثلث  را با بردار  انتقال می دهیم تا بر مثلث  تصویر شود. اگر  روی ضلع  و  باشد، اندازۀ مساحت

ناحیۀ مشترک بین این دو مثلث چه کسری از مساحت مثلث  است؟

بارم

79

ABCCC ′
− →−

A′B′C ′C ′ACC = ۳AC ′ C ′

A′B′C ′

۱
۳

۱
۴

۱
۹

۱
۱۶
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‌‎بازتاب خطی و ویژگی‌های آن

smart- 1397 -متوسط

 نقاط  و  در یک طرف خط  و به ترتیب به فاصلۀ  و  واحد از این خط قرار دارند. بازتاب این نقاط نسبت به خط  را  و  می‌نامیم. اگر

چهارضلعی  محیطی باشد، مساحت آن کدام است؟

بارم

80

ABd۱۴dA′B′

A BA′B′

۱۰۲۰۴۰۸۰

تجانس و ویژگی های آن

A

B

C F

E
2 4
3

96
12

smart- 1395 -سخت  با‌توجه به شکل زیر، با کدام تبدیل می‌توان مثلث  را متجانس مثلث  نمود؟

دوران حول مرکز  و به زاویه‌ی  بازتاب محوری با محور 

بازتاب نسبت‌به نقطه‌ی همرسی میانه‌های مثلث  دوران حول مرکز  و به زاویه‌ی 

بارم

81

AEFABC

ACAFAĈ

AFAB̂ABC

مسائل قرینه‌یابی و هم‌محیطی‌‎درس دوم : کاربرد تبدیل ها

 

متوسط- منتآزمون- 1401

 در شکل زیر،  مربع به‌طول ضلع  و  و  مثلث‌های متساوی‌الاضلاع هستند. اگر بخواهیم مساحت چندضلعی‌  را
بدون تغییر در تعداد اضلاع و محیط چندضلعی افزایش دهیم، مقدار این افزایش مساحت کدام است؟

بارم

82

BQRD۲ABQCBDABCDRQ

۴۴ ۳
−−

√۲

۲ ۳
−−

√
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تجانس و ویژگی های آندرس اول : تبدیل های هندسی

سخت- منتآزمون- 1401

 نقطۀ  مرکز تجانس مستقیم دو دایره به شعاع‌های  و  است. اگر فاصلۀ مراکز این دو دایره برابر  باشد، آنگاه اندازۀ شعاع دایره‌ای که با دایرۀ

بزرگ‌تر مماس خارج و مجانس آن با نسبت تجانس بزرگ‌تر از یک به مرکز نقطۀ  می‌باشد، کدام است؟

بارم

83

A۲۳۶

A

۲/۸۳/۶۴٫۲۴/۸

دوران و ویژگی های آن

متوسط- منتآزمون- 1401

 در خلاف جهت حرکت عقربه‌های ساعت حول مبدأ مختصات است. حاصل  نقطۀ  تصویر نقطۀ  تحت دوران 

 کدام است؟

صفر

بارم

84

Q(m, ۲n − ۲)P (n,m + ۲)۹۰∘

۲m − n

۲−۴−۲

تجانس و ویژگی های آن

 

A

NM

B C
600

800

smart- 1400 -متوسط
 در مثلث مقابل، مقدار زاویۀ بین مجانس‌های  و  نسبت به مرکز تجانس  و با نسبت  کدام است؟

بارم

85

ANMNCk =
۳−−√

۲
۴۰∘۲۰∘

۷۰∘۸۰∘

smart- 1400 -متوسط

 دایرۀ  و نقطۀ  مفروض‌اند. اگر  و دایرۀ  مجانس دایرۀ  به مرکز  و نسبت  باشد، آنگاه طول مماس
مشترک داخلی دو دایره کدام است؟

دو دایره متقاطع‌اند و مماس مشترک داخلی ندارند.

بارم

86

C(O, ۲)AOA = ۷( , )C ′ O′ R′CA۲

۲ ۳
−−

√ 39
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۱۳
−−

√۴

smart- 1400 -متوسط

 اگر طول خط‌المرکزین دو دایرۀ  و  برابر  باشد، فاصلۀ مرکز تجانس معکوس دو دایره تا مرکز دایرۀ کوچک‌تر کدام است؟
بارم

87

C(O, ۲)( , ۵)C ′ O′۸

۴۰
۷

۱۶
۷

۳۵
۸

۳

دوران و ویژگی های آن

smart- 1400 -متوسط

، با زاویۀ  دوران دهیم تا خط جدید، خط  را در نقطۀ  قطع  نقطۀ  به فاصلۀ  واحد از خط  مفروض‌ است. اگر خط  را حول نقطۀ 

کند، فاصلۀ  تا مرکز دوران کدام است؟

بارم

88

O۱۲ddO۶۰∘
dP

P

۸ ۳
−−

√۳
−−

√۱۶۲۴

تجانس و ویژگی های آن

smart- 1400 -متوسط

 یک مثلث متساوی‌الاضلاع را با تجانسی که مرکز آن نقطۀ همرسی میانه‌ها و به نسبت  است، تصویر می‌کنیم. اگر مساحت ناحیۀ بین مثلث و

تصویرش برابر  باشد، محیط مثلث اولیه کدام است؟

بارم

89

k =
۱
۳

۳
−−

√

۹ ۲
−−

√۳ ۲
−−

√
۹ ۲

−−
√

۲
۶ ۲

−−
√
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smart- 1400 -سخت

، دایرۀ   دو دایرۀ  و  مماس خارج‌اند. تحت یک تجانس مستقیم به مرکز  یا تحت یک تجانس معکوس به مرکز 

روی دایرۀ  تصویر می‌شود، اندازۀ  کدام است؟

بارم

90

C(O, ۳)( , ۵)C ′ O′MM ′C

C ′MM ′

۱۲۱۵۱۷۱۸

 

D

A E

B

C

7/5 6

95

4
6

smart- 1400 -متوسط  با توجه به شکل مقابل، با کدام تبدیل می‌توان مثلث  را متجانس مثلث  نمود؟

دوران به مرکز  و به زاویۀ  دوران به مرکز  و به زاویۀ 

بازتاب نسبت به نقطۀ همرسی میانه‌های مثلث  بازتاب محوری با محور 

بارم

91

ABCADE

ABAE^ABAD^

AEADE

 

A

P N

MB C

smart- 1400 -سخت

،  و  امتداد می‌دهیم تا به نقاط  و  برسیم. ،  و  را به‌اندازۀ  طول آنها از طرف نقاط   در مثلث  میانه‌های 

اگر مثلث  مجانس مثلث  باشد، نسبت تجانس کدام است؟

بارم

92

ABCAMBNCP
۳
۴

MNP,B′ A′C ′

A′B′C ′ABC

−۱−
۹
۴

−
۹
۸

−
۱۳
۸
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smart- 1400 -سخت

، تصویر هم در دو تجانس مستقیم و معکوس هستند. فاصلۀ مراکز این دو تجانس از یکدیگر کدام است؟  دو دایرۀ مماس خارج و به شعاع‌های  و 
بارم

93

۲۳

۱۵۱۲۱۰۸

smart- 1399 -متوسط

، نقطۀ  بر نقطۀ  تصویر می‌شود. طول ، نقطۀ  بر نقطۀ  و تحت تجانس به مرکز  و نسبت   تحت تجانس به مرکز  و نسبت 

پاره‌خط  چند برابر طول پاره‌خط  است؟

بارم

94

O
۳
۲

ABA−
۳
۵

BC

BCOC

۸
۷

۷
۸

۸
۹

۹
۸

انتقال و ویژگی های آن

smart- 1399 -متوسط

، نقطۀ  را با بردار  به نقطۀ  و نقطۀ  را با بردار  به نقطۀ  انتقال می‌دهیم. ، نقطۀ  را با بردار  به نقطۀ   در مثلث 

مساحت مثلث  چند برابر مساحت مثلث  است؟

بارم

95

ABCABC
→

A′BCA
→

B′CAB
→

C ′

A′B′C ′ABC

۱۲۴۹

‌‎بازتاب خطی و ویژگی‌های آن

smart- 1399 -سخت

،  واحد باشد و راستای  با محور بازتاب زاویۀ  پاره‌خط  بازتاب پاره‌خط  نسبت به خط  است. اگر فاصلۀ نقطۀ  از خط  و نقطۀ 

 درجه بسازد، مساحت چهارضلعی  کدام است؟ ) از  به محور بازتاب نزدیک‌تر است.(

بارم

96

A′B′ABdAdB۴AB

۳۰ABB′A′AB

۱۰ ۳
−−

√۲۰ ۳
−−

√۳۰ ۳
−−

√۴۰ ۳
−−

√

42

آموزشگاه پرسا



مسائل قرینه‌یابی و هم‌محیطی‌‎درس دوم : کاربرد تبدیل ها

A

E

D

B C

1000

200

150

smart- 1399 -متوسط

، مساحت آن را افزایش دهیم، مساحت شکل جدید چقدر بیشتر از مساحت شکل  اگر بدون تغییر در محیط و تعداد اضلاع چندضلعی 
)AD=8(اولیه است؟

بارم

97

ABCDE

۸۴
۱۶۲

‌‎مسائل پیدا کردن کوتاه‌ترین مسیر

 

A

رودخانه

B

smart- 1398 -متوسط

 می خواهیم از شهر  به شهر  مطابق شکل یک جاده بسازیم. قسمتی از جاده پلی است که بر رودخانه عمود است. حداقل طول مسیر چند کیلومتر
است؟ )فاصلۀ عمودی و افقی نقاط شبکۀ مقابل یک کیلومتر است. (

بارم

98

AB

۵۶۷
۸

تجانس و ویژگی های آندرس اول : تبدیل های هندسی

smart- 1398 -سخت

،  و  قرار دارند. اگر در یک تجانس معکوس و انقباضی به مرکز ،   و  از نقطۀ  به ترتیب به فاصله‌های   روی محور  ها سه نقطۀ 

، نقطۀ  بر  تصویر شود، نسبت  کدام است؟

بارم

99

xABCx = ۰۱۲۳

ABC
AB

BC

۰٫۲۰٫۶۱۱٫۵

دوران و ویژگی های آن

smart- 1398 -سخت

، نقطۀ  می نامیم. اگر نقطۀ  را حول نقطۀ  به   نقطۀ  به فاصلۀ  از خط  قرار دارد. تصویر نقطۀ  را تحت بازتاب نسبت به خط 

اندازۀ  در جهت حرکت عقربه های ساعت دوران دهیم تا نقطۀ  حاصل شود. آنگاه طول پاره خط  کدام است؟

بارم

100

A۲ ۶
−−

√dAdA′AA′

۱۲۰∘
A′′AA′′

۱۵ ۲
−−

√۱۲ ۲
−−

√۱۰ ۲
−−

√۹ ۲
−−

√
43

آموزشگاه پرسا



ترکیب تبدیل ها و ویژگی های آن

smart- 1398 -سخت

  در صفحه قرار دارند. بازتاب مثلث  نسبت به خط  را  و بازتاب  را نسبت به  دو خط موازی  و  به فاصلۀ 

،  و  و ،  و  به ترتیب تبدیل یافتۀ نقاط  ، آن‌گاه اندازۀ  کدام است؟ ) ،  می‌نامیم. اگر  خط 

،  و  هستند.( ،  و  به ترتیب تبدیل یافتۀ نقاط  نقاط 

     

بارم

101

d۱d۲۴ − mABCd۱A′B′C ′
Δ

A′B′C ′
Δ

d۲A′′B′′C ′′
Δ

A = m + ۱A′′BB′′A′B′C ′ABC

A′′B′′C ′′A′B′C ′

۵
۲

۳
۲

۱۰
۳

۷
۳

smart- 1398 -سخت

 اگر نقطۀ  محل تلاقی قطر های ذوزنقۀ  باشد، آنگاه تبدیل یافتۀ پاره خط  تحت کدام یک از تبدیل های زیر، موازی با

پاره خط  نیست؟

تجانس معکوس به مرکز  و به نسبت  بازتاب نسبت به خط 

دوران به مرکز  و زاویۀ  انتقال با بردار 

بارم

102

O(AB||CD)ABCDAB

AB

CDO۲

CD
→

OAOB

دوران و ویژگی های آن

smart- 1398 -سخت

 نقطۀ  را به مرکز  و زاویۀ  درجه دوران می‌دهیم تا بر نقطۀ  تصویر شود، سپس  را در دوران به مرکز  و زاویۀ  درجه بر

نقطۀ  تصویر می‌کنیم. کدام تبدیل نقطۀ  را بر  تصویر می‌کند؟

انتقال با بردار  انتقال با بردار 

دوران به مرکز وسط  و زاویۀ  بازتاب نسبت به خط 

بارم

103

MO۱۸۰M ′M ′O′۱۸۰

M ′′MM ′′

۲OO′
−→−

۲ OO′
−→−

OO′OO′۱۸۰∘
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‌‎بازتاب خطی و ویژگی‌های آن

smart- 1398 -متوسط

، تبدیل بازتاب نسبت به خط  باشد به طوری ، خط  را در نقطه ای بجز  و  با زاویه  درجه قطع نموده است. اگر   پاره خط  به طول 

، آن گاه اندازۀ مساحت چهارضلعی  کدام است؟ که  و 

بارم

104

AB۴LAB۴۵SL

S(A) = A′S(B) = B′A BA′ B′

۸۸ ۲
−−

√۱۶۱۶ ۲
−−

√

smart- 1398 -متوسط

می سازد و نقطۀ  روی خط  واقع است. اگر  بازتاب نقطۀ  نسبت به خط  باشد، شعاع  پاره خط  به طول  با خط ، زاویه 

کوچک ترین دایرۀ محاطی خارجی مثلث  کدام است؟

بارم

105

AB۴ ۲
−−

√d۴۵∘
AdB′Bd

ABB′

۲
−−

√۲۲ ۲
−−

√۴
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تجانس و ویژگی های آن

smart- 1397 -سخت

، دایرۀ   دو دایرۀ  و  مماس خارج‌اند. تحت یک تجانس مستقیم به مرکز  یا تحت یک تجانس معکوس به مرکز 

روی دایرۀ  تصویر می‌شود. اندازۀ  کدام است؟

بارم

106

C(O, ۲)( , ۴)C
′
O

′MM ′C

C ′MM ′

۵۶۸۱۰

ترکیب تبدیل ها و ویژگی های آن

1 1 1A

C

B
d1 d2 d 3

smart- 1397 -سخت

، مثلث  را ابتدا نسبت به  بازتاب داده تا  به‌دست آید و سپس  ،  و   مطابق شکل با فرض موازی بودن خطوط 

را نسبت به  بازتاب می‌دهیم  تا  حاصل شود و در نهایت  را نسبت به  بازتاب می‌دهیم، تا  حاصل شود.

اگر فاصلۀ رأس  تا خط  برابر  باشد آنگاه طول  کدام است؟

بارم

107

d۱d۲d۳ABCd۳A′B′C ′A′B′C ′

d۲A′′B′′C ′′A′′B′′C ′′d۱A′′′B′′′C ′′′

Ad۱۱AA
′′′

۴

۳

۲

۱
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انتقال و ویژگی های آن

P
d

A B C D

smart- 1397 -سخت

،  و  قطع کند،  ،  دو دایره با شعاع‌های یکسان، در نقطۀ  مماس برون‌اند. اگر خط قاطعی به موازات خط‌ المرکزین، دو دایره را در نقاط 
آن‌گاه کدام گزینه صحیح است؟

هر سه گزینه صحیح است.

بارم

108

PABCD

A C = B DP̂ P̂A C =P̂ ۹۰∘

B D =P̂ ۹۰∘

‌‎بازتاب خطی و ویژگی‌های آن

αA

B

C

smart- 1397 -متوسط

 فرض کنید  نشانگر بازتاب نسبت به یک خط ثابت باشد. اگر مثلث روبه‌رو را تحت این بازتاب به گونه‌ای تصویر کنیم که

، آن‌گاه کدام گزینه تصویر مثلث  تحت بازتاب  را به درستی نشان می‌دهد؟

S

B

C

αA( (

S

B

C

αA( ( S

B

C

α A( (
S

B

C

α A( (

بارم

109

S

S(C) = B,S(B) = CABCS(AB < AC)
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نگاشت و تبدیل و مفاهیم آن - طولپایی تبدیل ها

smart- 1397 -متوسط

  تحت تبدیل طولپای  باشد، مساحت مثلث   تبدیل یافته  ،  و  است. اگر مثلث   در مثلث 

 کدام است؟

بارم

110

ABC= B = ۳Â
۳
۲

ĈBC = ۱۲A′B′C ′A CB
Δ

T

A′B′C ′

۳۶ ۲
−−

√۱۸ ۲
−−

√۳۶ ۳
−−

√۱۸ ۳
−−

√

دوران و ویژگی های آن

سخت- خارج از کشور- 1396

، تحت دوران  در جهت مثلثاتی حول مبدأ مختصات دایرۀ  است. اندازۀ مماس مشترک ، به مرکز  و شعاع   دوران‌یافتۀ دایرۀ 

داخلی این دو دایره، کدام است؟

بارم

111

C(−۲, ۳)
۵
۲

۳π
۲

C ′

۱۲
−−

√۳
−−

√۲
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مسائل پیدا کردن کوتاه‌ترین مسیر‌‎درس دوم : کاربرد تبدیل ها

متوسط- سراسری- 1389

 از بین مثلث‌هایی که در ضلع ثابت  مشترک و مساحت هر یک از آنان  واحد مربع باشد، کمترین مقدار محیط کدام است؟
بارم

112

AB = ۱۶۴۸

۳۸۳۴۳۶۳۲

تجانس و ویژگی های آندرس اول : تبدیل های هندسی

متوسط- منتآزمون- 1401

، خطی موازی با  رسم می‌کنیم تا  را در  نقاط  و  به‌ترتیب مجانس نقاط  و  به مرکز  و با نسبت  هستند. از نقطۀ 

نقطه‌ای مانند  قطع کند. مساحت متوازی‌الاضلاع  چند برابر مساحت مثلث  است؟ ) ،  و  در یک راستا قرار ندارند(

بارم

113

A′B′ABOk = ۴BOAA′B′

CABCA′OABOAB

۶۸۱۰۱۲
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حل مسائل ترکیبی یا ویژگی های تبدیل هادرس دوم : کاربرد تبدیل ها

متوسط- منتآزمون- 1401

 یک دایره را در تجانسی با نسبت تجانس  و به مرکز تجانس مرکز دایره تصویر کرده‌ایم. اگر مساحت بین دایره و تصویرش  باشد، محیط
دایرۀ اولیه چقدر است؟

بارم

114

۰٫۶۱۶

۱۲۱۰۱۲ π−−√۱۰ π−−√

دوران و ویژگی های آندرس اول : تبدیل های هندسی

متوسط- منتآزمون- 1401

 مربع  و نقطۀ  به فاصلۀ  واحد از رأس  در صفحه مفروض هستند. نقطۀ  را ابتدا نسبت به ضلع  و سپس نسبت به قطر 

بازتاب می‌دهیم. اگر  نقطۀ حاصل از دو تبدیل متوالی باشد، آن‌گاه اندازۀ  کدام است؟ ) خارج مربع قرار دارد.(

بارم

115

ABCDM۲AMADAC

M ′MM ′M

۲۴۲
−−

√۲ ۲
−−

√
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ترکیب تبدیل ها و ویژگی های آن

سخت- منتآزمون- 1401  5 تبدیل زیر را در صفحۀ مختصات درنظر بگیرید. در کدام گزینه، ترکیب  تبدیل داده‌شده، همانی است؟

ها ها                                ب( بازتاب نسبت به محور  الف( بازتاب نسبت به محور 

                                  د( بازتاب نسبت به خط  ج( بازتاب نسبت به خط 

هـ( دوران  حول مبدأ مختصات در جهت پادساعتگرد

)الف( و )د( و )هـ( )الف( و )ب( و )د( )ب( و )ج( و )د( )ب( و )د( و )هـ(

بارم

116

۳

xy

y = xy = −x

۹۰∘
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تجانس و ویژگی های آن

 

متوسط- منتآزمون- 1401

ها را در ، محور  ( و نسبت تجانس  تصویر می‌کنیم و آن را  می‌نامیم. اگر   در شکل زیر، خط  را در تجانس به مرکز مبدأ مختصات )نقطۀ 

  و محورهای  و  کدام است؟   و  نقطه‌ای به عرض  قطع کند و  از نقطه  عبور کند، مساحت ناحیۀ محصور بین خطوط 

بارم

117

ℓO
۵
۳

ℓ′ℓy

۳ℓ′P (۳, ۴)ℓℓ′xy

۲۰

۲۲

۲۴

۲۶

مسائل پیدا کردن کوتاه‌ترین مسیر‌‎درس دوم : کاربرد تبدیل ها

smart- 1400 -سخت

، ضلع  را به نسبت  و  تقسیم کرده و به رأس  نزدیک‌تر است. اگر  در مثلث قائم‌الزاویۀ  نقطۀ 

 بوده و نقطۀ  روی وتر متغیر باشد، کمترین محیط مثلث  کدام است؟

بارم

118

( = ) ABCÂ ۹۰∘
MAB = ۱۰۲۳B

=B̂ ۳۰∘
NAMN

۶ + ۲ ۱۹
−−

√۴ + ۲ ۱۹
−−

√۶ + ۴ ۵
−−

√۶ + ۲ ۷
−−

√
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smart- 1400 -سخت

 دو نقطۀ ثابت  و  به فاصلۀ  واحد ازهم و در یک طرف خط  قرار دارند. اگر مطابق شکل زیر، فاصلۀ نقاط  و  از خط  به‌ترتیب  و 

باشد، طول کوتاه‌ترین مسیر شکستۀ  کدام است؟ )نقاط  و  روی خط  به فاصلۀ  واحد هستند(

بارم

119

AB۱۳dABd۱۱۶

AQPBPQd۲

۱۹۲ + ۳۰۰
− −−

√

۲ + ۳۸۹
− −−

√۱۵

بازتاب خطی و ویژگی‌های آن‌‎درس اول : تبدیل های هندسی

smart- 1400 -متوسط

 دو خط  و  بازتاب یکدیگر نسبت به خط  هستند. نقطۀ ثابت این بازتاب را  بنامید. فاصلۀ بازتاب  نسبت به نیمساز ناحیۀ

دوم و چهارم مختصات از نقطۀ  کدام است؟

بارم

120

x + y = ۶y = ۲xdAA

M(۱, ۱۰)

۳۷
−−

√۱۳۱۰۸۵
−−

√
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smart- 1400 -سخت

 در مثلث قائم‌الزاویۀ  با فرض اینکه  و طول وتر  باشد، بازتاب پای ارتفاع وارد بر وتر نسبت به دو ضلع قائم را  و

 نامیده‌ایم. طول پاره‌خط  کدام است؟

بارم

121

( = )Â ۹۰∘
=Ĉ ۳۰∘۴ ۳

−−
√M

NMN

۶ ۳
−−

√۴ ۳
−−

√۶۱۲ ۳
−−

√
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تجانس و ویژگی های آن

smart- 1400 -متوسط

 خط  را در تجانسی به مرکز مبدأ مختصات و نسبت  تصویر می‌کنیم. مساحت محصور بین این خط و تبدیل‌یافته‌اش و
محورهای مختصات کدام است؟

بارم

122

۲x + ۳y = ۶k = ۲

۹۱۲۳۱۵

smart- 1400 -سخت

،  دو دایرۀ متخارج  و  تحت یک تجانس، متجانس مستقیم یکدیگرند. اگر فاصلۀ مرکز تجانس تا نزدیک‌ترین نقطۀ دایرۀ 

برابر باشد، فاصلۀ نزدیک‌ترین نقاط این دو دایره از یکدیگر کدام است؟

بارم

123

C(O, ۱)( , ۴)C ′ O′C

۴

۱۵۸۱۲۱۰
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دوران و ویژگی های آن

smart- 1400 -متوسط

 مربع  مفروض‌ است. نخست بازتاب مربع را نسبت به عمودمنصف  و سپس بازتاب شکل حاصل را نسبت به قطر  رسم می‌کنیم.
تبدیلی که مربع اولیه را به شکل نهایی تصویر می‌کند، کدام تبدیل است؟

دوران  دوران  انتقال به اندازۀ قطر مربع انتقال به اندازۀ ضلع مربع

بارم

124

ABCDABBD

۹۰∘۱۸۰∘

تجانس و ویژگی های آن

 
CB

A

A

BC

G

smart- 1400 -متوسط

،  و  باشند. اگر مثلث  مجانس مثلث  به مرکز  ،  و  به‌ترتیب وسط اضلاع   فرض کنید مطابق شکل 
باشد، آنگاه نسبت تجانس کدام است؟

بارم

125

ABCB′C ′A′C ′A′B′A′B′C ′ABCG

۲−۲۳
−۳

smart- 1400 -متوسط

 دایرۀ  را در تجانسی با نسبت  بر دایرۀ  تصویر می‌کنیم. اگر  و  مماس داخل و فاصلۀ مراکز آنها برابر  باشد، مساحت ناحیۀ محدود
بین دو دایره چقدر است؟

بارم

126

C۴C ′CC ′۱۲

۳۲۰π۱۶۰π۲۴۰π۲۷۰π

smart- 1400 -متوسط

، برابر  است، مساحت مربع اولیه  مساحت سطح محصور بین یک مربع و تبدیل‌یافتۀ آن تحت تجانس به مرکز یکی از رأس‌های مربع و نسبت 

کدام است؟

بارم

127

۴
۳

۱۴

۲۰۱۸
۵۶
۳

۱۰/۵
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smart- 1400 -متوسط

 مربع  را با تجانسی که مرکز آن محل تلاقی قطرها و نسبت تجانس آن  است، تصویر می‌کنیم. اگر مساحت بین مربع و تصویرش

برابر  باشد، محیط مربع  کدام است؟

بارم

128

ABCD
۳−−√

۲
۴ABCD

۸۱۶۱۲۱۸

 

A B

CD

E F

smart- 1400 -متوسط

 در شکل مقابل، ذوزنقۀ  با تجانس بر ذوزنقۀ  تصویر می‌شود. اگر  و  باشد، مرکز و نسبت تجانس کدام
است؟

 ، محل تلاقی امتدادهای  و 

 ، محل تلاقی امتدادهای  و 

 ، محل تلاقی عمودمنصف‌های  و 

 ، محل تلاقی عمودمنصف‌های  و 

بارم

129

ABCDCDEFAB = ۸EF = ۱۸

AEBFk =
۳
۲

AEBFk =
۹
۴

AEBFk =
۳
۲

AEBFk =
۹
۴

ترکیب تبدیل ها و ویژگی های آن

smart- 1399 -متوسط

، نقطۀ  می‌نامیم. نقطۀ  را حول نقطۀ  به اندازۀ  نقطۀ  به فاصلۀ  از خط  قرار دارد. تصویر نقطۀ  را تحت بازتاب نسبت به خط 

 دوران می‌دهیم تا نقطۀ  حاصل شود. طول پاره‌خط  کدام است؟

بارم

130

A۲ ۶
−−

√dAdA′AA′

۱۲۰∘
A′′AA′′

۱۲ ۲
−−

√۱۶ ۲
−−

√۴ ۶
−−

√۱۶
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مسائل پیدا کردن کوتاه‌ترین مسیر‌‎درس دوم : کاربرد تبدیل ها

y

x

A

B

1

smart- 1399 -متوسط

 مطابق شکل دو روستا در نقاط  و  در صفحۀ مختصات مفروض‌اند. می‌خواهیم جاده‌ای از  به  بسازیم به‌طوری که یک واحد از

ها( قرار داشته باشد. اندازۀ کوتاه‌ترین مسیر ممکن برای این جاده چقدر است؟ آن در ساحل رودخانه )محور 

بارم

131

A(۱, ۶)B(۸, ۲)AB

x‌

۹۱۰۱۱
۱۲

تجانس و ویژگی های آندرس اول : تبدیل های هندسی

O1
O2 O

 

smart- 1399 -متوسط

 دایرۀ  را تحت تجانس به مرکز  و نسبت  به دایرۀ  تصویر کرده‌ایم. اگر  باشد، مساحت قسمت

هاشورخورده کدام است؟

بارم

132

C( , )O۱ R۱O
۱
۳

( , )C ′ O۲ R۲= ۲O۱O۲

۲π۴π۸π
۱۲π

smart- 1399 -متوسط

 دو دایرۀ متخارج با نسبت  مجانس یکدیگرند. اگر فاصلۀ مرکز تجانس از مرکز دایرۀ کوچک‌تر  باشد، طول خط‌المرکزین این دو دایره کدام

است؟

بارم

133

۳
۵

۶

۴۶۸۱۰

smart- 1398 -متوسط

 دایرۀ  و نقطۀ  به فاصلۀ  از مرکز آن مفروض اند. این دایره را در تجانس به مرکز  و نسبت تجانس  بر دایرۀ  تصویر

می‌کنیم. وضعیت دو دایرۀ  و  نسبت به هم چگونه است؟

بارم
C(O, ۳)M۶M

۱
۳

C ′

CC ′58
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مماس برون مماس درون متقاطع متخارج 134

حل مسائل ترکیبی یا ویژگی های تبدیل هادرس دوم : کاربرد تبدیل ها

smart- 1399 -متوسط
A

B

C

DE

150̊
2 6

 

 زمینی به‌شکل زیر داریم، می‌خواهیم به‌کمک تبدیل هندسی مناسب بدون تغییر در طول اضلاع و محیط شکل، مساحت زمین را افزایش دهیم. میزان
افزایش مساحت این زمین کدام است؟

بارم

135

۶۱۲۶ ۳
−−

√۱۲ ۳
−−

√

ترکیب تبدیل ها و ویژگی های آندرس اول : تبدیل های هندسی

smart- 1398 -متوسط

 طول ضلع مربع  برابر  است.  نقطه ای دلخواه روی  و  وسط  است. بازتاب  نسبت به خط  را  و بازتاب

 نسبت به خط  را  می نامیم. مساحت چهارضلعی  کدام است؟

بارم

136

ABCD۲MADNCDMNABM ′N ′

M ′N ′CDM ′′N ′′MNN ′′M ′′

۱۲۳۴

انتقال و ویژگی های آن

smart- 1398 -متوسط

 شش ضلعی منتظم  را با بردار  انتقال می دهیم. مساحت ناحیۀ مشترک بین شش ضلعی و تصویرش چه کسری از مساحت شش 
ضلعی منتظم است؟

بارم

137

ABCDEFCD
−→−

۱
۲

۱
۳

۱
۴

۱
۶

دوران و ویژگی های آن

smart- 1398 -متوسط

 نقطۀ  درون زاویه ای به اندازۀ  درجه قرار دارد. اگر فاصلۀ  تا رأس زاویه برابر یک واحد و  و  تصاویر نقطۀ  در بازتاب نسبت به

اضلاع زاویه باشند، آن گاه طول پاره خط  کدام است؟

بارم

138

A۴۵AA′A′′A

A′A′′

۱۲
−−

√۲۲ ۲
−−

√
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‌‎بازتاب خطی و ویژگی‌های آن

smart- 1398 -متوسط

، نقطۀ  روی خط  و  باشد، فاصلۀ نقطۀ  از  کدام   در بازتاب نسبت به خط  است. اگر   نقطۀ تصویر نقطۀ 
است؟

بارم

139

A′ALA = ۱۶A′OLOA = ۱۰AOA′

۴٫۸۶۷٫۲۹٫۶

تجانس و ویژگی های آن

smart- 1397 -متوسط

 دایره‌ای به شعاع  واحد و مربعی به ضلع  واحد مفروض‌اند. فاصلۀ مرکز دایره تا محل برخورد قطرهای مربع برابر  واحد است. اگر مجانس
این مربع در یک تجانس معکوس درون دایره محاط شود، آن‌گاه فاصلۀ مرکز تجانس تا مرکز دایره کدام است؟

بارم

140

۲
−−

√۱۶

۲۴۶۱۲

انتقال و ویژگی های آن

smart- 1397 -متوسط

 مثلث  را با بردار  انتقال می‌دهیم تا بر مثلث  تصویر شود. اگر  روی ضلع  و  باشد، اندازۀ مساحت ناحیۀ

مشترک بین این دو مثلث چه کسری از مساحت مثلث  است؟

بارم

141

ABCAA′
−→−

A′B′C ′A′AB= ۲
AA′

BA′

A′B′C ′

۱
۲

۱
۳

۱
۴

۱
۹
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‌‎بازتاب خطی و ویژگی‌های آن

smart- 1397 -متوسط

 مثلث قائم‌الزاویۀ  را نسبت به یک خط ثابت بازتاب می‌دهیم. طوری که رأس‌های  و  نقاط ثابت این تبدیل باشند. اگر

، آن‌گاه فاصلۀ  و  کدام است؟ ) بازتاب یافتۀ  است.(  و 

بارم

142

( = ) ABCÂ ۹۰∘
BC

AB = ۲
−−

√AC = ۴AA′A′A

۴ ۲
−−

√

۳

۸
۳

۴
۳

۲ ۳
−−

√

۳

ترکیب تبدیل ها و ویژگی های آن

L L

L

ˊ

ˊ́
 

smart- 1398 -متوسط

،  و  مطابق شکل در صفحه مفروض اند. با کدام تبدیل می توان پاره خطی به طول  سانتی متر رسم کرد به طوری که دو سر آن روی  سه خط 

 و  و موازی  باشد؟

دوران انتقال بازتاب
هیچ کدام

بارم

143

LL′L′′۵

LL′L′′

تجانس و ویژگی های آن

smart- 1398 -متوسط

 یک مثلث متساوی الاضلاع را با تجانسی که مرکز آن نقطۀ همرسی میانه ها و به نسبت  است، تصویر می کنیم. اگر مساحت ناحیۀ بین مثلث

و تصویرش برابر  باشد آن گاه محیط مثلث اولیه کدام است؟

بارم

144

K =
۱
۲

۳ ۳
−−

√

۶۶ ۶
−−

√۱۲۱۲ ۲
−−

√
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ترکیب تبدیل ها و ویژگی های آن

smart- 1398 -متوسط  عکس کدام گزاره همواره برقرار است؟

اگر دو شکل متجانس باشند، آنگاه متشابه اند.

اگر تبدیلی شیب خطوط را حفظ کند، آن گاه جهت شکل را حفظ می کند.

اگر تبدیلی طولپا باشند، آنگاه اندازۀ زاویه ها را حفظ می کند.

اگر تبدیلی همانی باشد، آنگاه تمام نقاط صفحه، نقطۀ ثابت آن تبدیل هستند.

بارم

145

تجانس و ویژگی های آن

سخت- خارج از کشور- 1397
، کدام است؟ ، تحت تجانس به مرکز  و نسبت تجانس   معادلۀ تصویر خط 

بارم

146

۲y + x = ۶(۲, ۱)O′۳
۲

y + ۲x = ۲۲y + x = ۷۲y + x = ۹۳y + x = ۹

انتقال و ویژگی های آن

smart- 1399 -متوسط

 مربع  به طول ضلع  مفروض است. مربع را با بردار  انتقال می دهیم تا مربع  به دست آید. اگر نقطۀ  روی ضلع 

قرار داشته باشد و  ، اندازۀ پاره‌خط   کدام است؟

بارم

147

ABCD۴v
→

A′B′C ′D′A′BC

C = ۱A′DD′

۲ ۳
−−

√۴ ۲
−−

√۲ ۶
−−

√۵
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ترکیب تبدیل ها و ویژگی های آن

smart- 1397 -متوسط

،  خط  را تحت انتقال با برداری به طول  که راستای آن با خط  زاویۀ  می‌سازد، تصویر می‌کنیم تا خط  به دست آید. اگر تصویر خط 

، خط  باشد، آنگاه فاصلۀ  و  کدام است؟ تحت بازتاب نسبت به محور 

بارم

148

d۲d۳۰∘
d ′d ′

dd ′′d ′′d ′

۱۲۳
−−

√
۳
۲

تجانس و ویژگی های آن

متوسط- سراسری- 1387

و سه راس از مثلث قائم الزاویه‌اند.مساحت مجانس این مثلث به مرکز تجانس مبدا مختصات و نسبت تجانس  ،  نقاط

کدام است؟

بارم

149

(۵, ۳)(۷, ۱)(۱, −۱)−
۱
۲

۲۳۴۶

نگاشت و تبدیل و مفاهیم آن - طولپایی تبدیل ها

متوسط- منتآزمون- 1402

 ذوزنقۀ قائم‌الزاویۀ  تحت تبدیل  که طولپا است به چهارضلعی  تبدیل شده است. اگر در ذوزنقۀ  به مساحت 

واحد مربع، قاعدۀ کوچک  واحد کوتاه‌تر از قاعدۀ بزرگ و  واحد بلندتر از ارتفاع وارد بر قاعده‌ها باشد، محیط چهارضلعی  کدام
است؟

بارم

150

ABCDTA′B′C ′D′ABCD۲۱

۴۲A′B′C ′D′

۱۶۱۸۲۰۲۲
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انتقال و ویژگی های آن

متوسط- منتآزمون- 1402

 یک مثلث به مساحت  را تحت برداری که ابتدای آن یک رأس مثلث و انتهای آن محل همرسی میانه‌های مثلث است، انتقال می‌دهیم. مساحت
ناحیۀ مشترک بین مثلث و تصویرش تحت این انتقال کدام است؟

بارم

151

۷۲

۶۸۹۱۸

تجانس و ویژگی های آن

متوسط- منتآزمون- 1402

، مربعی به طول قطر  است. مثلث متساوی‌الاضلاعی به طول ضلع   تبدیل‌یافتۀ مربعی به طول ضلع  تحت تجانس به مرکز  و نسبت 
تحت این تجانس به مثلثی با کدام مساحت تبدیل می‌شود؟

بارم

152

۲ ۲
−−

√Ok۲
−−

√۴

۳
−−

√

۲

۳
−−

√

۴
۳
−−

√۲ ۳
−−

√

‌‎بازتاب خطی و ویژگی‌های آن

متوسط- منتآزمون- 1402

 نقاط  و  به‌ترتیب به فاصله‌های  و  از خط  مفروض‌اند. اگر نقاط  و  به‌ترتیب بازتاب نقاط  و  نسبت به خط  بوده و چهارضلعی

 محیطی باشد، مساحت این چهارضلعی کدام است؟

بارم

153

AB۴۹dA′B′ABd

A BA′B′

۱۲۰۱۳۲۱۴۴۱۵۶
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حل مسائل ترکیبی یا ویژگی های تبدیل هادرس دوم : کاربرد تبدیل ها

متوسط- منتآزمون- 1402

 در شکل زیر می‌دانیم پاره‌خطی وجود دارد که دو سر آن روی دو دایره بوده و وسط آن منطبق بر نقطۀ  است. با کدام تبدیل می‌توان این پاره‌خط
را رسم کرد؟ 

A

‌

تجانس مستقیم بازتاب انتقال دوران

بارم

154

A
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‌‎مسائل پیدا کردن کوتاه‌ترین مسیر

سخت- منتآزمون- 1402

 مطابق شکل، رودخانه‌ای موازی با قسمتی از ساحل یک دریا و به فاصلۀ  کیلومتر از آن قرار دارد. می‌خواهیم جاده‌ای از  به  بسازیم، به‌طوری

که  کیلومتر آن در ساحل دریا باشد و در ادامه جاده‌ای از  به  بسازیم به طوری‌که  کیلومتر آن در ساحل رودخانه باشد. با توجه به اندازه‌های

روی شکل، کمترین طول این جاده که از  به  و سپس به  می‌رود، چند کیلومتر است؟ 

بارم

155

۱۴AB

۲BC۲

ABC

۳۲۳۴۳۶۳۸
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‌‎مسائل قرینه‌یابی و هم‌محیطی

سخت- منتآزمون- 1402

 دور زمینی مطابق شکل حصارکشی شده است. با جابه‌جایی حصارهای  و  بدون آنکه طول آنها تغییر کند، مساحت زمین را افزایش
می‌دهیم. مقدار مساحت زمین چقدر می‌شود؟ 

‌

بارم

156

BCCD

۸ + ۱۴ ۲
−−

√۱۴ + ۸ ۲
−−

√۱۶ + ۱۴ ۲
−−

√۱۴ + ۱۶ ۲
−−

√

تجانس و ویژگی های آندرس اول : تبدیل های هندسی

متوسط- منتآزمون- 1402

 دو دایرۀ  و  با طول خط‌‌المرکزین  به مرکز  متجانس مستقیم و به مرکز  متجانس معکوس یکدیگرند. فاصلۀ

 و  از هم چقدر است؟

بارم

157

C(O, ۲)( , ۴)C ′ O′O = ۹O′AB

AB

۱۰۱۲۱۵۱۸
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مسائل پیدا کردن کوتاه‌ترین مسیر‌‎درس دوم : کاربرد تبدیل ها

متوسط- منتآزمون- 1402

 یک رودخانه و دو نقطۀ  و  مطابق شکل مفروض‌اند. می‌خواهیم از نقطۀ  به نقطۀ  برویم به‌طوری که برای عبور از رودخانه باید از پل عمود
بر لبۀ رودخانه استفاده کنیم. طول کوتاه‌ترین مسیر ممکن کدام است؟ )فاصلۀ بین نقاط شبکه‌ای یک واحد است(.

رودخانه

B

A

‌

بارم

158

ABAB

+ ۲۱۳۶
− −−

√۸ + ۲۲
−−

√۱۲۱۱

68

آموزشگاه پرسا



متوسط- منتآزمون- 1402

 در شکل زیر، نقطۀ  را روی خط  طوری به دست می‌آوریم که  کمترین مقدار را داشته باشد. طول  چقدر است؟
بارم

159

MdAM + BMAM

۵۶۴۳

تجانس و ویژگی های آندرس اول : تبدیل های هندسی

متوسط- منتآزمون- 1402

، به مرکز محل همرسی میانه‌ها و با نسبت‌های  و  مجانس رأس‌های  را به دست  در مثلث متساوی‌الاضلاع  به طول ضلع 

می‌آوریم تا به‌ترتیب مثلث‌های  و  پدید آیند. حاصل  چند برابر  است؟

بارم

160

ABC۸
۱
۲

−
۱
۲

C,B,A

A′B′C ′A′′B′′C ′′+ +A′A′′ B′B′′ C ′C ′′۳
−−

√

۱۲۱۶۸۶

69

آموزشگاه پرسا



متوسط- منتآزمون- 1402

 اگر  مجانس  در تجانس به مرکز  و با نسبت  و  مجانس  در تجانس به مرکز  و با نسبت  باشد، نسبت  کدام است؟

صفر

بارم

161

A′AO۳O′OA−۲
A′O′

AO

۱۴۵

 

متوسط- منتآزمون- 1402

 در شکل  است. خط  را در تجانس مستقیم به مرکز  و با نسبت تجانس  تصویر می‌کنیم و آن را  می‌نامیم. اگر مساحت

،  واحد مربع باشد، نسبت تجانس کدام است؟ بین خط‌های  و  و خطوط  و 

بارم

162

۲OA = OB = ۴lOkl′

ll′dd ′۸

۵
−−

√

۶
−−

√

۲
−−

√

۳
−−

√
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دوران و ویژگی های آن

سخت- منتآزمون- 1402

، نقطه  وسط ضلع  است.  بازتاب  نسبت به خط  و  در مثلث  با طول اضلاع 

همچنین  بازتاب  نسبت به خط  است. طول پاره‌خط  کدام است؟

بارم

163

ABCBC = ۴,AC = ۲ ,AB = ۲۳
−−

√MABM ′MBC

M ′′M ′ACMM ′′

۱۰
−−

√۱۳
−−

√۱۵
−−

√۱۷
−−

√

انتقال و ویژگی های آن

 

متوسط- منتآزمون- 1402

 قرار دارد. اگر نقطۀ  بازتاب نقطۀ  نسبت به  در شکل، فاصلۀ دو خط موازی  و  برابر  واحد است. نقطۀ  به فاصلۀ  واحد از خط 

خط  و نقطۀ  بازتاب نقطۀ  نسبت به خط  باشد، فاصلۀ  کدام است؟

بارم

164

d۱d۲kA
k

۲
d۱A′A

d۲A′′A′d۱AA′′

k۲k

۳k۴k
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ترکیب تبدیل ها و ویژگی های آن

سخت- منتآزمون- 1402

 نقطۀ  را در تجانس به مرکز ‌ و نسبت تجانس  تصویر می‌کنیم، سپس نقطۀ حاصل را در تجانس به مرکز  و

نسبت تجانس  تصویر می‌کنیم. اگر نقطۀ نهایی  باشد، مقدار مثبت  کدام است؟

بارم

165

A(x, ۲)M(۲, −۱)۳N(−۳, ۱)

۲
۳

B(۳,y)x

۱۹
۳

۱۳
۳

۷
۳

۱
۳

دوران و ویژگی های آن

متوسط- منتآزمون- 1402

ها بازتاب   خط  بازتاب داده و بار دیگر نسبت به محور   نقطه  در صفحه مختصات قرار دارد. نقطۀ  را یک بار نسبت به

می‌دهیم و تصاویر را به‌ترتیب  و  می‌نامیم. اگر  دوران یافته نقطه  حول نقطه  به اندازه  درجه در جهت مثلثاتی باشد، طول پاره‌خط

 کدام است؟

بارم

166

A(−۳, ۴)Ay = xy

BCDBC۱۲۰

BD

۱۰ ۲
−−

√۵ ۶
−−

√۱۰۸ ۳
−−

√
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ترکیب تبدیل ها و ویژگی های آن

متوسط- منتآزمون- 1401  حاصل دو بازتاب محوری متوالی نسبت به دو خط متقاطع غیرمتعامد، یک .................. است که شیب خط را .................. .

دوران - حفظ نمی‌کند انتقال - حفظ می‌کند دوران - حفظ می‌کند انتقال - حفظ نمی‌کند

بارم

167

انتقال و ویژگی های آن

متوسط- منتآزمون- 1401

 مثلثی را با بردار انتقالی موازی با یکی از اضلاع و با اندازۀ نصف آن ضلع انتقال می‌دهیم. مساحت ناحیۀ مشترک بین مثلث و تصویر آن، چه کسری از
مساحت مثلث است؟

بارم

168

۱
۴

۲
−−

√

۲

۱
۲

۳
−−

√

۲
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دوران و ویژگی های آن

smart- 1400 -متوسط

 حاصل می‌شود. اگر فاصلۀ مرکز دایره تا وتر  برابر ، نقطۀ   نقطۀ  روی دایرۀ  قرار دارد. با دورانی به مرکز  و زاویۀ 

 باشد، مساحت قطاع  کدام است؟

بارم

169

AC(O,R)O۶۰∘
A′AA′

۳ ۳
−−

√AOA′

۲π۳π۴π۶π

‌‎بازتاب خطی و ویژگی‌های آن

 

smart- 1400 -متوسط

، یکی از اضلاع را حذف کرده و بقیۀ شکل را نسبت به ضلع فوق، بازتاب می‌دهیم. حداقل مقدار محیط شش‌ضلعی  در چهارضلعی 
به‌دست‌آمده کدام است؟

بارم

170

ABCD

۷۸

۸۶

۹۲

۹۶
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دوران و ویژگی های آن

smart- 1400 -متوسط

 یک دوازده‌ضلعی منتظم را حول مرکز آن،  درجه دوران می‌دهیم تا بر خودش منطبق شود.  کدام‌یک از اعداد زیر می‌تواند باشد؟
بارم

171

αα

۱۵۴۵۷۵۹۰

smart- 1400 -متوسط

 دایرۀ  را به مرکز نقطۀ دلخواه  )که واقع بر دایرۀ  نیست( و زاویۀ  دوران می‌دهیم، تا بر دایرۀ  منطبق

شود. اگر فاصلۀ نقطۀ  تا مرکز دایرۀ اولیۀ  باشد، نسبت طول مماس مشترک خارجی به طول مماس مشترک داخلی دو دایره کدام است؟

بارم

172

C(O, ۲ + m)AC۹۰∘
( , ۳m − ۲)C ′ O′

A۴ ۳
−−

√

۲
−−

√۳
−−

√۲۶
−−

√
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ترکیب تبدیل ها و ویژگی های آن

300

d

d

A

O

smart- 1400 -متوسط

 دو خط  و  با زاویۀ  در نقطۀ  متقاطع هستند. بازتاب نقطۀ  را نسبت به  نقطۀ  و همچنین بازتاب نقطۀ  را نسبت به خط  نقطۀ

 می‌نامیم. طول پاره‌خط  کدام است؟ 

بارم

173

dd ′۳۰∘
OAdA′A′d ′

A′′AA′′(OA = ۴ )۳
−−

√

۶ ۳
−−

√۶

۴۴ ۳
−−

√

تجانس و ویژگی های آن

 

smart- 1400 -متوسط

، تصویر شود، مساحت بین  مربعی به مرکز  نمایش داده‌ شده است. اگر طول قطر مربع  باشد و این مربع با تجانسی به مرکز  و نسبت 

مربع  و مجانس آن کدام است؟

بارم

174

O۶ ۲
−−

√O
۱
۳

ABCD

۲۴

۳۲

۴۸

۶۴
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مسائل پیدا کردن کوتاه‌ترین مسیر‌‎درس دوم : کاربرد تبدیل ها

 

D

C

M

A

B

متوسط- خارج از کشور- 1398

، اندازه‌های  و  هستند. نقطۀ  روی ساق قائم  متحرک است. کمترین مقدار  در ذوزنقۀ قائم‌الزاویۀ 

، کدام است؟

بارم

175

ABCDCB = CD = ۶AD = ۲MCD

MA + MB

۱۰

۱۰٫۵

۱۱

۱۱٫۵

تجانس و ویژگی های آندرس اول : تبدیل های هندسی

 
6
6-

4

d

x

y

O

smart- 1400 -متوسط

 در شکل زیر، خط  را در تجانس به مرکز مبدأ مختصات و نسبت تجانس  بر خط  تصویر می‌کنیم. مساحت محصور بین دو خط  و

 و محورهای مختصات کدام است؟

بارم

176

d+ ۱۶
−−

√
− −−−−−

√d ′d

d ′

۲
−−

√

۲

۳
−−

√

۶
−−

√

77

آموزشگاه پرسا



smart- 1400 -متوسط

 مربعی به ضلع  واحد و دایره‌ای به قطر  واحد مفروض‌اند. فاصلۀ مرکز دایره تا محل تلاقی قطرهای مربع برابر  واحد است. اگر متجانس
این مربع در یک تجانس معکوس داخل دایرۀ محاط شود، آنگاه فاصلۀ مرکز تجانس تا مرکز دایره کدام است؟

بارم

177

۲
−−

√۸۲۰

۱۲۱۴۱۶۱۸

smart- 1400 -متوسط

 دایرۀ  و نقطۀ  به فاصلۀ  واحد از مرکز آن مفروض است. این دایره را در تجانس به مرکز  و نسبت تجانس  بر دایرۀ 

تصویر می‌کنیم. وضعیت این دو دایره چگونه است؟

متقاطع مماس داخل متخارج متداخل

بارم

178

C(O, ۹)M۱۲M
۲
۳

C ′

smart- 1399 -متوسط

 تصویر مثلث متساوی‌الاضلاعی به ضلع  واحد را در تجانسی به مرکز یکی از رأس‌های آن و نسبت  به‌دست می‌آوریم. فاصلۀ نقاط
همرسی میانه‌های دو مثلث کدام است؟

بارم

179

۲ ۳
−−

√k = −۲

۳۴۵۶
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smart- 1399 -متوسط

 اگر  مجانس مربع  تحت تجانس به مرکز  و نسبت  و  مجانس  تحت تجانس به‌مرکز

 و نسبت  باشد، مساحت سطح محصور بین  و  ، چند برابر مساحت  است؟

بارم

180

A′B′C ′D′ABCDAk = ۲A′′B′′C ′′D′′A′B′C ′D′

Ck = −
۱
۲

A′B′C ′D′A′′B′′C ′′D′′ABCD

۱۲۳۴

ترکیب تبدیل ها و ویژگی های آن

smart- 1399 -متوسط

 دو خط عمود برهم  و  مفروض‌اند. نقاط صفحه را ابتدا نسبت به خط  و سپس تصاویر آن‌ها را نسبت به  بازتاب می‌دهیم. اگر ترکیب این دو
بازتاب را یک تبدیل فرض کنیم، کدام گزاره درمورد این تبدیل همواره درست است؟

این تبدیل، شیب خطوط و جهت اشکل را حفظ نمی‌کند. این تبدیل، شیب خطوط و جهت اشکال را حفظ می‌کند.

این تبدیل، جهت اشکال را حفظ کرده ولی شیب خطوط را حفظ نمی‌کند. این تبدیل، شیب خطوط را حفظ کرده ولی جهت اشکال را حفظ نمی‌کند.

بارم

181

dd ′dd ′

مسائل پیدا کردن کوتاه‌ترین مسیر‌‎درس دوم : کاربرد تبدیل ها

A B4

8 CD

5

 

smart- 1399 -متوسط  در ذوزنقۀ شکل زیر، اگر  نقطۀ دلخواهی از ساق قائم باشد، کمترین مقدار  کدام است؟
بارم

182

MMB + MC

۱۲٫۵۱۳

۱۳٫۵۱۴
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دوران و ویژگی های آندرس اول : تبدیل های هندسی

smart- 1399 -متوسط

 مثلث قائم‌الزاویۀ  را که در آن طول اضلاع قائمه برابر  و  است، به مرکز  و به اندازه  در جهت

حرکت عقربه‌های ساعت دوران می‌دهیم. اگر  تصویر نقطۀ  در این دوران باشد، طول  کدام است؟

بارم

183

( = )ABCÂ ۹۰۰
AB = ۲AC = ۴C۹۰۰

B′BBB′

۲ ۵
−−

√۲ ۱۰
−−

√۵ ۲
−−

√۵

80

آموزشگاه پرسا



A

B

B´

گزینه 4  

 اگر دایرۀ کوچک‌تر را نسبت به نقطۀ  )نقطۀ تقاطع دو دایرۀ کوچک و بزرگ( بازتاب دهیم، دایرۀ خط‌چین به‌دست می‌آید. واضح است که 

 که در دو زیرا نقطۀ  بازتاب نقطۀ  نسبت به مرکز  است. از طرفی،  وتری از دایرۀ بزرگ‌تر است. بنابراین از نقطۀ  خطی گذشته )خط 

دایرۀ بزرگ و کوچک، وترهای مساوی جدا کرده است )وتر  در دایرۀ کوچک = وتر  در دایرۀ بزرگ(. پس گزینۀ  )یعنی بازتاب نسبت به

نقطۀ  ( ما را به مقصود رسانده است.

 

1

AAB = AB′

B′BAAB′ABB′

ABAB′(۴)

A

گزینه 4  

مطابق شکل، روی ضلع  و خارج آن، مربع  را بنا می‌کنیم. پاره‌خط‌های  و  ضلع  را در نقاط  و  قطع می‌کند. اگر از نقاط  و  عمودهایی بر ضلع

 وارد کنیم، نقاط تقاطع  و  با اضلاع دیگر مثلث به‌دست می‌آید. به‌راحتی می‌توان نشان داد که مربع  همان مربع موردنظر است، زیرا داریم:

‌

، این مربع را تصویر کنیم. ‌پس کافیست مربعی روی ضلع  بنا کرده، سپس به مرکز  و نسبت تجانس 

، کافیست ارتفاع  را رسم کرده و از قضیۀ تالس )مشابه بالا( استفاده کنید. توجه: برای یافتن مقدار نسبت تجانس 
 

2

BCBCDEADAEBCMNMN

BCPQMNPQ

⇒ MNPQ

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

BE||PN : =PN

BE

AP

AB

AN

AE

CD||QM : = =
QM

CD

AQ

AC

AM

AD

MN ||DE : = =MN

DE

AN

AE

AM

AD

باهم برابرند.  اضلاع 

BCAk =
ha

a = ha

KAH

ها بازتاب می‌کنیم: ها و سپس نقطۀ حاصل را نسبت به محور   را ابتدا نسبت به محور  باید مسیر کوتاه را به‌دست آوریم.  گزینه 3  

ها است. : قرینۀ  نسبت به محور 

ها است. : قرینۀ  نسبت به محور 

M

N

A

B

x

y

+

+

( 9 11, (

( 3 5, (A ( 3 5, (
+

_1

A ( 3 5, (_2
+

_

‌کمترین اندازۀ خط شکسته  برابر می‌شود با:

   

3

Ayx

A۱Ay

A۲A۱x

AMNB

|AMNB| = | B|A۲ = ( − + ( −x
B

x
A۲

)۲ y
B

y
A۲

)۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√ = (۹ + ۳ + (۱۱ + ۵)۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−

√ = = ۲۰۱۴۴ + ۲۵۶
− −−−−−−−

√
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گزینه 3  

Aاز  خطی موازی  رسم می کنیم تا  را در  قطع کند.

B

M
O

Á C
3x

x
Mˊ

 

4

MAA′BA′M ′

فرض : = → =
OC

OM

۱
۲

OC

CM

۱
۳

: O ||M = = → {M CM ′
Δ

A′ M ′ − →−−−−−
 تالس جزء به کل OC

OM

OA′

MM ′

۱
۳

O = xA′

M = ۳xM ′

: M ||A = → =ABA′
Δ

M ′ A′ − →−−−−−
تالس جزء به کل BM

BA

MM ′

AA′

۱
۲

۳x
OA + x

→ OA + x = ۶x → OA = ۵x

|K| = = = K = −
OA′

OA

x

۵x
۱
۵

− →−−−−−−−
تجانس معکوس است ۱

۵

گزینه 4  

 متساوي‌الاضلاع است.

، خط  را در نقطۀ  قطع می‌کند. ، خط  را در نقطۀ  قطع مي‌کند. همچنین دوران خط  به مرکز  و زاویۀ    به مرکز  و زاويۀ  دوران خط 

5

ABC ⇒ = , AB = AC ⇒ (B) = CÂ ۶۰∘
R

۶۰
A

dA۶۰d ′Cd ′A(− )۶۰∘
dB

نقطۀ  دوران‌يافتۀ نقطۀ  حول نقطۀ  است. )زاويۀ دوران  ( گزینه 4  

نقطۀ  دوران‌يافتۀ نقطۀ  حول نقطۀ  است. )زاويۀ دوران  (

  است. (. بنابراين، زاويۀ بين  و  برابر  است. بنابراين  پس پاره‌خط  دوران‌يافتۀ  حول نقطۀ  است )زاويۀ دوران 

6
CBA۵۰∘

DEA۵۰∘

CDBEA۵۰∘
BECD۵۰∘

α = ۱۳۰∘

گزینه 2  

4
6

B

A

B 1624

2

4
M N

H

A

‌ 7 اندازۀ مسیر 

: + H =HA′ B′
Δ

A′H ۲ B′۲ A′B′۲

→ + = → = ۶۷۶ → = ۲۶۱۰۲ ۲۴۲
A′B′۲ A′B′۲ A′B′

AMNB = AM + BN + MN

‌→ ( M + M ) + MN = + MN = ۲۶ + ۱۶ = ۴۲A′ B′ A′B′

A

B
C

 

. با دوران  حول نقطۀ  خطوط  و  مسأله را حل‌شده فرض می‌کنیم. مطابق شکل، مثلث  قائم‌الزاویه متساوی‌الساقین است  گزینه 2  

 دوران می‌دهیم تا با برخورد با خطوط  و  نقاط  و  حاصل شود.

8

(∠A = )ABC۹۰∘
AC = AB۹۰∘

AΔ

Δ′ΔΔ′BC

در دوران تبدیل‌یافته، مرکز دوران حول خودش، خودش می‌شود. در بازتاب )تقارن محوری(، تبدیل‌یافته هر نقطه روی محور بازتاب، برخود آن نقطه تصویر می‌شود. در گزینه 2  
تجانس، متجانس مرکز تجانس خودش می‌شود. ولی در انتقال، تبدیل هیچ نقطه‌ای از صفحه بر خودش منطبق نمی‌شود.

9
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الف( اگر فرض کنیم  و  در یک‌ طرف خط  قرار داشته باشند، آنگاه برای محاسبۀ کمترین طول خط شکسته  داریم: گزینه 1  
 

1( (A 10,

( (M 4,a

( (N 0,a

2( (A 10,a 1_

9( (B 9, _

9( (B 5, _

x= a
     

عبارت بالا به‌ازای  حداقل می‌گردد. اما به‌ازای این مقدار  نقاط  و  در دو طرف خط  واقع می‌شوند که با فرض اولیه در تناقض است.

ب( اگر فرض کنیم  و  در دو طرف خط  قرار داشته باشند، آنگاه برای محاسبۀ کمترین طول خط شکستۀ  داریم:
 

( (M 4,a

( (N 0,a

9( (B 9, _

9( (B 5, _

1( (A 10,

x= a
 

    

10

ABx = aAMNB

AM + MN + NB = ( M + M ) + MNA
′

B
′

= + MNA
′
B

′
= + ۴A

′
B

′

= + ۴(۲a − ۱۰ +)۲ ۱۵۲− −−−−−−−−−−−−−
√

a = ۵aABx = ۵

ABx = aAMNB

AM + MN + NB = (AM + M ) + MNB
′

= A + MN = A + ۴B
′

B
′

= + ۴(۹ − ۱ + (−۵ − ۱۰)۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√ = + ۴+۸۲ ۱۵۲
− −−−−−−

√ = ۱۷ + ۴ = ۲۱

گزینه 2  

(، در نقطۀ  زاویه‌ی  را برابر  ساخته طوری که برای دوران خط  حول نقطۀ  ابتدا از  به  عمود کرده )پای عمود 

  دوران‌یافتۀ  به اندازۀ  حول  است(  نیمساز زاویۀ  است. پس:   سپس در  خط  را بر  عمود می‌کنیم. )

 

d
H

O

H´

P
68°

d´

11

dOOdHOOHH ′۶۸∘

O = OHH ′H ′d ′OH ′d ′d۶۸∘
OOPO

∠OPH = =
−۱۸۰∘ ۶۸∘

۲
۵۶∘

انتقال طولپاست پس شعاع‌های دو دایره برابرند: گزینه 3  

 شعاع دو دایره 

r 1

M
O O´

r 1
T´

T

12

r = ۳ − ۲ = ۱۳ − a = a − ۱ ⇒ ۲a = ۴ ⇒ a = ۲ ⇒

T = ۳ ⇒ MT = M =T ′ T ′ ۳
۲

M O : OT = r = ۱ , MT =T
Δ ۳

۲

⇒ O = + = ⇒ OM =M ۲ ۱۲
( )

۳
۲

۲ ۱۳
۴

۱۳
−−

√

۲

⇒ O = ۲ × =O′
۱۳
−−

√

۲
۱۳
−−

√

83



=  طول مماس مشترک خارجی = O =O −O
′۲

(r − r)۲
− −−−−−−−−−−−−

√ O′ ۱۳
−−

√

گزینه 3  

750

150

150
750

750150

N

A

H

H

M
C

H
B

6  

از سال قبل می‌دانیم که در مثلث قائم‌الزاویه که یک زاویۀ آن  باشد، ارتفاع وارد بر وتر  است. پس:

‌

13

= , = → =Â ۹۰∘
B̂ ۱۵∘

Ĉ ۷۵∘

}→ A = A
AB H → AH = Aنسبت به بازتاب H ′ H ′

AC H → AH = Aنسبت به بازتاب H ′′ H ′′ H ′ H ′′

۱۵∘۱
۴

→ = ۲AH = BC = ۳H
′
H

′′
− →−−−−−

AH= BC
۱
۴

H
′
H

′′ ۱
۲

گزینه 2  

‌مطابق شکل  مجانس  به مرکز  و نسبت تجانس  می باشد.

. توجه کنیم که  می باشد و پس 

داریم:

 

O
dˊ

d

Á

A

B Bˊ

 بین دو خط

14

A′B′ABO۱ + ۲
−−

√
− −−−−−

√

> ۱۱ + ۲
−−

√
− −−−−−

√> ABA′B′

= × × =S
AOB

Δ

۱
۲

۱
۲

۱
۲

−−

√
۱
۴

۱
۲

−−

√

= ( ⇒ = (۱ + ) × × ⇒ = × ( + ۱)

S
OA′ B′
Δ

SAOB

۱ + ۲
−−

√
− −−−−−

√ )۲ S
OA′ B′
Δ ۲

−−
√

۱
۴

۱
۲

−−

√ S
OA′ B′
Δ

۱
۴

۱

۲
−−

√

S = ( + ۱) − × =
۱
۴

۱

۲
−−

√

۱
۴

۱

۲
−−

√

۱
۴

گزینه 2  

مطابق شکل،  را نسبت به ساحل دریا، بازتاب می‌دهیم تا به نقطۀ  برسیم. داریم:

 

A

B

3
2

B

DC

A

2

M 12 8
1

ساحل دریا

15

AA′

: = +A′M
△

B′ A′B′۲
A′M ۲ B′M ۲ → = + → = ۱۶۹ → = ۱۳A′B′۲ ۵۲ ۱۲۲

A′B′۲
A′B′

⇒ ABCD = AC + + DB = ۸ + ۱۳ = کوتاهترین مسیر ۲۱ CD 
۸

− →−−−−−−−−
=AC+DBA′B′

کوتاهترین مسیر
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گزینه 4  

 چون  و  وسط‌ اضلاع هستند، بنابراین با توجه به شکل داریم:
‌

‌

 

A

B C

d

B C

A

D E
H

( روی ضلع  قرار می‌گیرد. ‌در بازتاب  و  نسبت به  نقاط  و  به‌دست می‌آید و بازتاب  )نقطۀ 
پس:

 

16

DE

DE ∥ BC , DE = ⇒ AH = H
BC

۲
A′

BCdB′C ′AA′BC

= ۶ , A E ≅ E → = ۳SAD EA′ D
△

A′D
△

S
A ED

△

A E ∼ A C → = (D
△

B
△

S
A ED

△

S
A CB

△

DE

BC
)۲ = → = ۴ = ۴(۳) = ۱۲

۱
۴

S
A CB

△ SADE

ابتدا از نقطۀ  خطی به موازات  رسم می‌کنیم تا پاره‌خط  را در نقطۀ  قطع کند. طبق فرض مسئله داریم: گزینه 2  
 

A

M

B
A

C

O

N

3x

4yyx

  

  

حال، طبق تعریف تجانس داریم:

‌

17

MOA′BCN

= ⇒ OC = x , OM = ۳x , CM = ۴x
OC

OM

۱
۳

: MN ||OMNC
Δ

A′ ⇒ = =
OA′

MN

OC

CM

۱
۴

⇒ {O = yA′

MN = ۴y

: A ||MNA BA′
Δ

A′ ⇒ = =
MN

AA′

BM

AB

۱
۲

⇒ = ⇒ =
MN

AA′

۱
۲

۴y
OA + y

۱
۲

⇒ OA + y = ۸y ⇒ OA = ۷y

|k| = = = k = −
OA′

OA

y

۷y
۱
۷

− →−−−−−
تجانس معکوس ۱

۷

اگر رأس دیگر مثلث را  فرض کنیم، برای یافتن نقطۀ  به‌طوری‌که محیط مثلث  حداقل باشد، باید کمترین مقدار  را پیدا کنیم. )مقدار گزینه 3  

 مشخص است.( برای این کار از روش هرون کمک می‌گیریم.

Aنقطۀ  را نسبت به  بازتاب داده و  می نامیم. نقطۀ  محل برخورد  با  است. B

CD

P

P
M

5

5 7

با توجه به شکل داریم:

‌

18

MMPBMPM + BM

PB = ۷

PACP ′MBP ′AC

PM + BM = M + BM = BP ′ P ′

B : = + ⇒ B = ۱۳A
Δ
P ′ P ′B۲ AP ′۲

  
۵

AB۲
  

۱۲

P ′

= + = ۲۰PBM محیط مثلث PM + BM
  

۱۳

PB 
۷

  مرکز تجانس معکوس دو دایره نقطه تلاقی مماس مشترک داخلی دو دایره با خط‌المرکزین می‌باشد، داریم: گزینه 2  

M
O O´

19

M

= = ⇒ = ⇒ MO = = ۷٫۵
MO

MO′

R

R′

۵
۳

MO

۱۲ − MO

۵
۳

۶۰
۸
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گزینه 3  

 برای پیدا کردن کمترین مقدار محیط ذوزنقه،  را با بردار  انتقال می‌دهیم تا  به‌دست آید. سپس  را نسبت به  بازتاب می‌دهیم

تا  حاصل شود. محل تلاقی  با  را  می‌نامیم و با بردار  انتقال می‌دهیم تا  ایجاد شود.

 

‌مسیر  کوتاهترین مسیر است و داریم:

‌

20

CNM
→

C ′DAB

D′C ′D′ABMCC ′
→

N

DMNC

: = D + D = + = ⇒ = ۱۷DD′C ′
Δ

D′C ′۲ D′۲ C ′۲ ۸۲ ۱۵۲ ۱۷۲
D′C ′

DCNM = DC + CN + MN + DM = ۱۶ + M + ۱ + M = ۱۷ + = ۱۷ + ۱۷ = محیط ذوزنقه۳۴ C ′ D′ D′C ′

با توجه به شکل  بازتاب  نسبت به خط  و  بازتاب  نسبت به خط  می‌باشد. با توجه به شکل داریم: گزینه 2  
پس:

A

O

D

L

α α
β
β

A

H

A

H

 

 

پس مثلث  یک مثلث قائم‌الزاویه است. درنتیجه:

‌

21

A′ADA′′A′L

H = α + β = → A = ۲( ) =ÔH ′ ۴۵∘
ÔA′′ α + β

  
۴۵∘

۹۰∘

AOA′′

OA = O = ۱ → A =A′′ A′′ ۲
−−

√

چون بازتاب طولپاست، بنابراین: گزینه 3  

     

)مثلث  متساوی‌الاضلاع است(

 

22

PB = P PB = P = B = ۱۶B′ − →−−−
=P̂ ۶۰∘

B′ B′

PBB′

→ PA = PB − AB = ۱۰ → = =
PA

PB
′

۱۰
۱۶

۵
۸

گزینه 1  

A

B C
H 6  

می‌دانیم اگر در مثلث قائم‌الزاویه یکی از زوایا  درجه باشد، آنگاه طول ارتفاع وارد بر وتر، یک چهارم طول وتر است.

 ارتفاع روبه‌رو به 

23

+ + = → + ۵ + =Â B̂ Ĉ ۱۸۰∘ ۹۰∘
Ĉ Ĉ ۱۸۰∘

→ = , = ۵ = ۵ × =Ĉ ۱۵∘
B̂ Ĉ ۱۵∘ ۷۵∘

۱۵

AH = = × ۶ =
BC

۴
۱
۴

۳
۲

۱۵∘
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‌

‌چون تبدیل طولپا است بنابراین مثلث  با مثلث  هم‌نهشت است.

‌

= × AH × BC = × × ۶ =S
ABC

Δ

۱
۲

۱
۲

۳
۲

۹
۲

A′B′C ′ABC

= =S
A′B′C ′

Δ S
ABC

Δ

۹
۲

در هر تجانس تنها نقطه ثابت، مرکز تجانس می‌باشد. بنابراین مرکز دایره‌ محاطی داخلی مثلث، مرکز تجانس می‌باشد. به این ترتیب مرکز دو دایره بر هم منطبق است و گزینه 2  

این تنها در مثلث متساوی‌الاضلاع ممکن می‌باشد. همچنین  برابر است با نسبت شعاع‌های دو دایره.
داریم:

30˚

O

H

R
r

A

B C

 مرکز تجانس
24

k

O : K = = = = ۲
R

r

۱
sin ۳۰∘

۱
۱
۲

گزینه 4  

، جای مثلث و مربع تعویض می‌شود. در قرینۀ شکل نسبت به خط 

، جای مربع و دایره عوض می‌شود. در قرینۀ این شکل نسبت به خط 

، جای مثلث و مربع تعویض می‌شود. در قرینۀ شکل نسبت به خط 

25

L۱

L۲

L۳

گزینه 2  

ترکیب دو بازتاب با محورهای متقاطع، یک دوران نسبت به محل برخورد دو محور یعنی نقطه  و با زاویه‌ای مساوی با دوبرابر زاویه بین

دو محور یعنی  می‌باشد.

 

26

C

۲Ĉ

گزینه 3  
ویژگی

نوع تبدیل

   ‌جهت حفظ می‌شود.    ‌  شیب حفظ می‌شود.   

    بازتاب محوری
    انتقال

    دوران

  تجانس

‌تذکر: مطابق کتاب درسی، منظور از جهت، ساعتگرد یا پادساعتگرد می‌باشد.

27××

✓✓

×✓

✓✓

گزینه 3  
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به کمک تبدیل بازتاب می توان بدون تغییر محیطی مساحت شکل را در دو مرحله افزایش داد.

 ‌
28

→
 مثلث متساوی الاضلاع۶ شکل اولیه از

هم نهشت تشکیل شده است.

− →−−−
۱ مرحلۀ مثلث متساوی الاضلاع۱۲

هم نهشت هستند.

⇒ = = ۴− →−−−
۲ مرحلۀ مثلث متساوی الاضلاع۲۴

هم نهشت هستند.

مساحت شکل جدید

مساحت شکل اولیه

۲۴
۶

 )به طرف راست( مطابق شکل و به اندازۀ  واحد بر نقطۀ  تصویر می‌کنیم. قرینۀ  را نسبت به  نقطۀ  می‌نامیم. خط ابتدا نقطۀ  را با برداری موازی  گزینه 2  

 را رسم می‌کنیم تا  را در نقطه‌ای مانند  قطع کند، حال  را به‌اندازۀ  واحد روی خط  جدا می‌کنیم. داریم:

A

B

D
NMC

1
2

1

HA

A4

4
 

 

 
29

ACD۴A′A′CDA′′

BA′′CDNMN۴CD

= B + →A′′B۲ H ۲ A′′H ۲ A′′B۲ = + → B = ۵۳۲ ۴۲
A′′ − →−−−−−

N=AMA′

N= NA′′ A′

⇒ min(AM + MN + NB) = (AM + NB) +MN = B + MN = ۵ + ۴ = ۹A′′

ابتدا بازتاب  نسبت به خط  را  می‌نامیم.  خط  را در  قطع می‌کند. طول کوتاهترین مسیر برابر  خواهد بود. گزینه 2   30ADA′BA′DCAC + CB

  میانه وارد بر وتر است. 

. بنابراین: 

 

 

 

 کوتاه‌ترین مسیر

ACAH = H C = CB →A′ − →−−−
تالس

HC∥AB

A′

AC = C = BCA′

A B : ( )A = ABH ′
△

۳۰∘ ضلع مقابل به H ′ ۱
۲

→ ۵ = AB → AB = ۱۰
۱
۲

A B( ) : = A + AA′
△

فیثاغورس A′B۲ B۲ A′۲
→ = + → B = ۲۶A′B۲ ۱۰۲ ۲۴۲

A′

: AC + CB = B = ۲۶A′

نقطۀ  مرکز تجانس معکوس دو دایرۀ مماس خارج است. )مرکز تجانس همواره روی خط‌المرکزین و یا امتداد آن قرار دارد( حال، بنابر تعریف تجانس داریم: گزینه 3  

5

3

2 +8x

6x

M
A

B

B

A

 

 

‌

31

M

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

|k| = =
MA′

AM

۶x
۵

|k| = =
MB′

BM

۲x + ۸
۳

⇒ =
۶x
۵

۲x + ۸
۳

⇒ ۱۸x = ۱۰x + ۴۰ ⇒ x = ۵

نقطۀ  را به اندازۀ فاصلۀ بین  و  روی  به بالا منتقل می‌کنیم تا  به دست می‌آید. از  به  وصل می‌کنیم تا  را در  قطع کند. مسیر  گزینه 4  
کوتاهترین مسیر ممکن است و طول آن برابر است با:

Δ
Δˊ

1

2

2

A

B3
1
1
1

2

3 C

M

N
B΄

 

طول مسیر 
32

BΔΔ′BCB′AB′ΔMAMNB

AMNB = AM + MN + NB
MB′

= A + MN = + ۱ = ۵ + ۱ = ۶B′ +۳۲ ۴۲
− −−−−−

√

گزینه 2  

 است را به‌هم وصل کرده و  که متناظر  است را نیز  چون نقاط  و  و اوساط اضلاع هستند، پس  که متناظر 
به‌هم وصل کرده این دو )میانه ها( همدیگر را در نقطه‌ای قطع می‌کنند که مرکز تجانس است. پس مرکز تجانس نقطۀ همرسی سه

میانه مثلث و نسبت تجانس  است.

C
A´

B´

A

B

C
G

´
33

A′B′C ′A′AB′B

−
۱
۲

= − , = − , = −GA′
− →− ۱

۲
GA
−→−

GB′
− →− ۱

۲
GB
−→−

GC ′
− →− ۱

۲
GC
−→−

گزینه 1  

 

   

  

‌در هر مثلث قائم‌الزاویه، طول میانۀ وارد بر وتر، نصف طول وتر است. بنابراین:

34

∼NTF
Δ

ABC
Δ

→ = ( = نسبت مساحت)  نسبت تشابه )۲ ۲( ‌نسبت میانه‌های نظیر

→ = ( =

S
NFT

Δ

S
ABC

Δ

TM

AM
)۲ ۱

۱۶
→ =

TM

AM

۱
۴
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        =
TM

BC

۲

۱
۴

=− →−−
BC=۸ TM

۴
۱
۴

→ TM = ۱ → AT = AM − TM = ۴ − ۱ = ۳

دقت کنید پس از رسم  متوجه می‌شویم که شیب اضلاع با شیب اضلاع  یکسان است، پس نمی‌تواند بازتاب باشد. گزینه 1  

همچنین با توجه به شکل زیر، ترکیب دو بازتاب با محورهای موازی و به فاصلۀ  از یکدیگر یک انتقال به اندازۀ برداری به طول  می‌باشد.‌

‌بنابراین، چون فاصلۀ  و  برابر  است، پس: 

35

A′′B′′C ′′
Δ

ABC

D۲D

A = ۲(x + y)A′′

d۱d۲۳cmA = B = C = ۶A′′ B′′ C ′′

. بنابراین داریم: مثلث  قائم‌الزاویۀ متساوی‌الساقین بوده و  گزینه 2  

 

‌از آن‌جا که دوران تبدیلی طولپاست، داریم:

450
450

450
450

450450

450 450

450

2

2

2 H O

H

CA =900

B

B

C

 

. اگر  را به  وصل کنیم دو مثلث  و  بنابر وتر و یک ضلع قائمه هم‌نهشت بوده و درنتیجه: 

 

36

ABCAB = AC = ۲

BC = AB = ۲۲
−−

√ ۲
−−

√ ⇒ BH = =
BC

۲
۲
−−

√

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

A = AB = AC = A = ۲B′ C ′

= BC ⇒ = BH = CH = =B′C ′ B′H ′ C ′H ′ ۲
−−

√

A = AH = = = (۱)H ′ A − BB۲ H ۲− −−−−−−−−−
√ ۴ − ۲

− −−−−
√ ۲

−−
√

⇒ OH = H = A − AH = ۲ − (۲)B′ B′ ۲
−−

√

AOA OH ′AHOO = OHH ′

⇒ A ABC = = ۲ = ۲ × AH ⋅ OHB′C ′ و تصویرش سطح محصور بین مثلث SAHOH ′ S
AHO

Δ

۱
۲

(۲ − ) = ۲ − ۲= ======
(۲),(۱) طبق

۲
−−

√ ۲
−−

√ ۲
−−

√

ها بازتاب داده تا به نقطۀ  برسیم، سپس نقطۀ  را با بردار  انتقال می‌دهیم تا به نقطۀ  برسیم. داریم: ابتدا نقطۀ  را نسبت به محور  گزینه 3  

_

1( (A 3,

15( (B 9,10( (B 9,

1( (A 3,

( (M 0,a ( (N 0+a ,5

 

  ‌

37 : توجه

Ax‌A′BNM
→

B′

AMNB = AM + MN + NBکمترین اندازۀ خط شکسته = (AM + NB) + MN

= ( M + M ) + MNA′ B′ = + MN = ۱۵ + ۵ = ۲۰A′B′

| | = = ۱۵A′B′ (۱۰ − ۱ + (۹ − (−۳))۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−

√

دو پاره خط  و  همراستا و متجانس یکدیگرند. پس مرکز تجانس در امتداد آن هاست، در مورد دو پاره خط  و  نیز همین موضوع برقرار است، پس گزینه 4  
مرکز تجانس، نقطۀ برخورد امتداد این دو ضلع است. از طرفی دو شکل متجانس همواره متشابه هستند. بنابراین:

A B

CD

E F
 

‌حال با توجه به این که با این تجانس  بر  تصویر می شود، می توان نوشت:

‌

38

ADDEBCCF

=
AB

CD

CD

EF
⇒ =

۴
CD

CD

۹
⇒ CD = ۶

ABCD

K = = =
CD

AB

۶
۴

۳
۲

89



گزینه 3  

،  می باشد.  مطابق شکل بازتاب  نسبت به  و بازتاب  نسبت به 

 

α α

A

Aˊ

Aˊ́

H

Hˊ

d

dˊO
β
β

از طرفی داریم:

39

A،dA′A′d ′A′′

‌H = α + β = ⇒ A = ۲(α + β) = ۲ × =ÔH ′ ۴۵∘
ÔA′′ ۴۵∘ ۹۰∘

OA = O = O = ۲ ⇒ A = ۲A′ A′′ A′′ ۲
−−

√

، دوران یافته‌ی مثلث  به مرکز  و زاویه‌ی  است. پس زاویه‌ی حاده‌ی بین  و  برابر  است و داریم: در‌واقع مثلث  گزینه 3   40ACDABEA۴۰∘
BECD۴۰∘

α = − =۱۸۰∘ ۴۰∘ ۱۴۰∘

مطابق شکل، بازتاب‌یافتۀ نقطۀ  نسبت به نیمساز  نقطۀ  است که روی ضلع  قرار دارد. می‌دانیم  یک لوزی است. فرض کنیم: گزینه 3  

 

   و    

طبق فرض داریم:

  

‌بنابراین  و  پس:

‌

41

BCNMCDBCMN

AN = DM = kaBC = BN = CM = MN = a

}
ABCD = ۲a + (۲k + ۲)a = (۲k + ۴)aمحیط
BCMN = ۴aمحیط

→ (۲k + ۴)a = ۲(۴a) ⇒ k = ۲

AN = ۲aAB = ۳a

= = = ۳
SABCD

SBCMN

AB

MC

۳a
a

می‌دانیم از به‌هم وصل کردن وسط اضلاع یک چهارضلعی محدب، یک چهارضلعی پدید می‌آید که مساحت آن نصف مساحت چهار ضلعی اولیه است. گزینه 3  
در اینجا از به‌هم وصل کردن وسط اضلاع لوزی، یک مستطیل پدید می‌آید و داریم:

A

C

D BO

 

 

از طرفی، می‌دانیم تبدیل دوران، تبدیلی طولپاست )ایزومتری است( و در تبدیل دوران، مساحت شکل اولیه با مساحت دوران یافته، برابر است. به این‌ترتیب، خواهیم داشت:

  ‌

42

= ۱۰S
مستطیل

⇒ = ۲ × ۱۰ = ۲۰S
ABCD لوزی

= = AC ⋅ BD = ۲۰S
A′B′C ′D′ لوزی

S
ABCD لوزی

۱
۲

⇒ AC ⋅ BD = ۴۰ ⇒ × = ۴۰A′C ′ B′D′

گزینه 2  

،  به  و  به  دوران می‌یابد. داریم: مطابق شکل در دوران به مرکز  و زاویۀ دوران 

 

‌در مثلث  و  به حالت تناسب دو ضلع و تساوی زاویۀ  متشابه‌اند. داریم:

‌

43

CαAA′BB′

C = AC , C = BC , B = A = α ⇒ A B = = θA′ B′
ĈB′

ĈA′
Ĉ A′

ĈB′

CA′B′ABCθ

= ⇒ = ⇒ B = ۶
AA′

BB′

AC

BC

۱۰
BB′

۲۰
۱۲

B′

 برسیم و از آنجا که خطی موازی  رسم می‌کنیم تا خط  را در نقطۀ  قطع مطابق شکل، یک نقطه از خط  مثل  را با بردار  انتقال می‌دهیم تا به نقطۀ  گزینه 2  

کند، حال نقطۀ  را با بردار  انتقال می‌دهیم تا نقطۀ  واقع بر خط  حاصل می‌شود. پاره‌خط  همان پاره‌خطی است که دو سر آن روی دو خط متقاطع  و  واقع است و

موازی و مساوی نیز می‌باشد )زیرا چهارضلعی  متوازی‌الاضلاع است(.
44

d ′A′AB
→

B′d ′dM

MBA
→

Nd ′MNdd ′

ABM NB′A′
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d
A

M B

´

´

N
´ A

Bd

ها قرار دارد و مختصات آن  می‌باشد. ها بر خودش منطبق است. بنابراین  روی محور  بازتاب نقطۀ  نسبت به محور  گزینه 1  

چهارضلعی  مربع است. بنابراین اندازۀ قطرهای آن برابرند و عمود‌منصف یکدیگر می‌باشند و داریم:

‌

 ‌

بازتاب نقطۀ  ‌نسبت به قطر  نقطۀ  می‌باشد که فاصله‌اش از مبدأ مختصات برابر است با:

 ‌ ‌

45

CyCy(۰, ۱)

ABCD

CH = AH = =
BD

۲
AC

۲
= = = ۲

−xA xC

۲
۴ − ۰

۲
DACB

OB = +(۲ − ۰)
۲

(−۱ − ۰)
۲− −−−−−−−−−−−−−−−−

√ = =۴ + ۱
− −−−−

√ ۵
−−

√

( است. ها بر خودش منطبق است. بنابراین  روی محور  ها قرار دارد و مختصان آن ) بازتاب قطر  نسبت به محور  گزینه 2  

‌

چهارضلعی  مربع است بنابراین اندازه قطرهای آن برابرند و عمودمنصف یکدیگر هستند و داریم:

‌

‌بازتاب نقطه  نسبت به قطر  نقطه  است که فاصله‌اش از مبدأ مختصات برابر است با:

‌

46

DxDx۳, ۰

ABCD

AH = HC = = = = = ۲٫۵
AC

۲
BD

۲
−yB yD

۲
۵ − ۰

۲
CBDA

OA = = =(۰٫۵ − ۰ + (۲٫۵ − ۰)۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−

√ ۰٫۲۵ + ۶٫۲۵
− −−−−−−−−−

√ ۶٫۵
−−−

√

، پس در مثلث قائم‌الزاویه  با نوشتن رابطۀ فیثاغورس داریم: طبق فرض  و  گزینه 3  

‌

. درنتیجه، خواهیم داشت: ‌از آنجا که تبدیل بازتاب، ایزومتری است، پس 

47
AH = ۸AM = ۱۷AHM

MH = = ۱۵۲۸۹ − ۶۴
− −−−−−−−

√

M = AM = ۱۷A′
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d

A

A

H

M

8

8
H

17

 

  

که این عدد به  نزدیک‌تر است.

= A ⋅ MH = M ⋅ AS
AMA′

۱
۲

A′ ۱
۲

A′ H ′

⇒ ۱۶ × ۱۵ = ۱۷ × AH ′ ⇒ A = ≃ ۱۴٫۱H ′ ۲۴۰
۱۷

۱۴

گزینه 2  

A

B H

H
B

C

C

 ‌  ‌  ‌

 ‌  ‌

 

 ‌ ‌‌‌

48B AH → AB H → =B′ ==
||

متوازی‌الاضلاع است B′ S
ABH

Δ S
B HB′

Δ

C AH → AC H → =C ′ ==
||

متوازی‌الاضلاع است C ′ S
AHC

Δ S
HCC ′

Δ

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

− →−−−−−−−
جمع می‌کند

طرفین دو تساوی را
+S

ABH
Δ S

AHC
Δ = +S

B HB′
Δ S

HCC ′
Δ → = + (۱)S

ABC
Δ S

B HB′
Δ S

HCC ′
Δ

انتقال طول‌پاست → ≅ABC
Δ

HB′ C ′
Δ

→ = (۲)S
ABC

Δ S
HB′ C ′
Δ

= + + +SAB CB′C ′ S
ABC

Δ S
B HB′

Δ S
HCC ′

Δ S
HB′ C ′
Δ − →−−

(۱),(۲)

= + + = ۳SAB CB′C ′ S
ABC

Δ S
ABC

Δ S
ABC

Δ SABC = ۳ × ۲۰ = ۶۰

گزینه 4  

300

B

B

A

A

A

2
1

B

C

C

C  

 ‌ ‌

 ‌   ‌

49

}→ B ||C‌.انتقال شیب خط را حفظ می‌کند B′ C ′

BC ||B′C ′
→ B C‌.متوازی‌الاضلاع است B′ C ′

=B̂۱ ۳۰∘
→ = − =B̂۲ ۱۸۰∘ ۳۰∘ ۱۵۰∘

→ C =Ĉ
′
C ′ ′ ۱۵۰∘

گزینه 3  

 مطابق شکل در تجانس مستقیم، مرکز تجانس  و در تجانس معکوس مرکز تجانس  است. می خواهیم طول  را بیابیم، داریم:

H

´

A B

O

O

A B́K

20

´

50

OO′OO′
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∼ : = ⇒ = ⇒ ۳OH = ۲OH + ۴۰ ⇒ OH = ۴۰OAB
Δ

OA′B′
Δ OH

OK

۱۰
۱۵

OH

OH + ۲۰
۲
۳

∼ ⇒ = = ⇒ =ABO′
Δ

OA′B′
Δ HO′

KO′

AB

A′B′

۲
۳

HO′

۲۰ − HO′

۲
۳

⇒ ۳ H = ۴۰ − ۲ H ⇒ H = ۸ ⇒ O = ۴۰ + ۸ = ۴۸O′ O′ O′ O′

. از فرض نتیجه می‌گیریم که ترکیب  دوران به مرکز  و زاویۀ  یک دوران  است، پس  گزینه 4  

 را انجام دهیم به یک دوران  می‌رسیم. داریم: حال اگر  بار دوران 

 

 
51

۴Oθ۶۰∘
θ = ۱۵∘

۶۱۵∘۹۰∘

OA = OB = a ⇒ AB = a ۲
−−

√

⇒ = =
AB

AA′

a۲
−−

√

a
۲
−−

√

 دو مثلث متساوی‌الساقین  و  هم‌نهشت هستند. گزینه 2  

 

  

و زاویۀ  در نظر بگیریم، پاره‌خط  به روی پاره‌خط  تصویر می‌شود، یعنی داریم: پس اگر دورانی به مرکز 

    و    

پس زاویۀ بین  و  برابر  است.

52

ADEABC

= ⇒BAC^ ۴۰∘
= =ABC^ ACB^ ۷۰∘

= = ⇒ADE^ AED^ ۷۰∘
=DAE^ ۴۰∘

A۴۰∘
BDCE

R(BD) = CE‌R(B) = C ⇒R(D) = E

BDCE۴۰∘

روش اول: مطابق شکل، نقطۀ  بازتاب نقطۀ  نسبت به خط  بوده و نقطۀ  دوران‌یافتۀ نقطۀ  نسبت به مرکز دوران  و به اندازۀ  در جهت ساعتگرد گزینه 3  

است. کافی است رابطۀ کسینوس‌ها را در مثلث  بنویسیم:
 

34

34

38

A

A

A

d
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53

A′AdA′′AA′۱۲۰∘

AA′A′′

A = A + − ۲A ⋅ ⋅ cosA′′۲ A′۲ A′A′′۲ A′ A′A′′ ۱۲۰∘

⇒ A = (۸ + (۸ − ۲ × ۸ × ۸ × (− )A′′۲ ۳
−−

√ )۲ ۳
−−

√ )۲ ۳
−−

√ ۳
−−

√
۱
۲

⇒ A = ۱۹۲ + ۱۹۲ + ۱۹۲ = ۵۷۶A′′۲

⇒ A = ۲۴A′′
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. ، قاعده برابر است با  ‌روش دوم: مطابق شکل مقابل، در مثلث متساوی‌الساقین به ساق  و زاویۀ رأس 

؛ پس جواب برابر است با:  در اینجا 

 

120
a a

0

3a

a۱۲۰∘
a ۳

−−
√

a = ۸ ۳
−−

√a = ۸ × = ۲۴۳
−−

√ ۳
−−

√ ۳
−−

√

در تبدیل تجانس، مرکز تجانس نقطۀ ثابت تجانس است. بنابراین، مرکز دایرۀ محیطی مثلث مرکز تجانس است. لذا مرکز دو دایره برهم منطبق بوده و درنتیجه، مثلث گزینه 3  

باید متساوی‌الاضلاع باشد و نسبت تجانس  برابر است با:

، اندازۀ شعاع دایرۀ محیطی برابر  و اندازۀ شعاع دایرۀ محاطی برابر  است، پس  و می‌دانیم در مثلث متساوی‌الاضلاع به ضلع 

نسبت تجانس این دو دایره برابر می‌شود با:

‌

54

k

aR = h =
۲
۳

a ۳
−−

√

۳
r = h =

۱
۳

a ۳
−−

√

۶
R = ۲r

k = ⇒ k = =
r

R

r

۲r
۱
۲

گزینه 3  

A

C D

E
B B

A

 ‌

 ‌

 ‌

 ‌  ‌  ‌  ‌ ‌

55

: BEAEB
Δ

قضیۀ فیثاغورس = = ۸−۱۰۲ ۶۲
− −−−−−−

√

E = EB − BB′ B′ = ۸ − ۳ = ۵

:EA′ B′
Δ

قضیۀ فیثاغورس A′B′ = = ۱۳+۱۲۲ ۵۲
− −−−−−−

√

ACDB طول مسیر = AC + DB + CD = ( C + C ) + CDA′ B′ = + CDA′B′ = ۱۳ + ۳ = ۱۶

. سپس این نقطه را به  وصل می‌کنیم. محل برای یافتن کمترین مقدار  )طبق مسئله هرون(، ابتدا بازتاب  نسبت‌به  را به‌دست می‌آوریم  گزینه 4  

همان نقطه مورد نظر  است و داریم: برخورد  و 

   برابر طول وتر است. می‌دانیم: در مثلث قائم‌الزاویه اندازۀ ضلع روبه رو به زاویه   برابر طول وتر است و اندازۀ ضلع روبه رو به زاویه 

600

300
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600B
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MP + NPMBC( )M ′N

MN ′BC(P)

۶۰۰
۳
−−

√

۲
۳۰۰۱

۲

: MH = × ۳ =BMH
Δ

۶۰۰ روبه‌ رو به
۳
−−

√

۲

۳ ۳
−−

√

۲
→ H = Q = MH =M ′ H ′

۳ ۳
−−

√

۲

: N = × ۲ =CNH ′
Δ

۶۰۰ روبه‌ رو به H ′
۳
−−

√

۲
۳
−−

√

: BH = × ۳ =BMH
Δ

۳۰۰ روبه‌ رو به
۱
۲

۳
۲

: C = × ۲ = ۱CNH ′
Δ

۳۰۰ روبه‌ رو به H ′ ۱
۲

H = BC − (BH + C ) = ۶ − ( + ۱) =H ′ H ′ ۳
۲

۷
۲

→ Q = H =M ′ H ′ ۷
۲

QN = N + Q = + =H ′ H ′ ۳
−−

√
۳ ۳

−−
√

۲

۵ ۳
−−

√

۲

: N = =NQM
′

Δ

قضیه فیثاغورس در M ′ + QM
′Q۲ N ۲

− −−−−−−−−−−
√ ( + (

۷
۲

)۲
۵ ۳

−−
√

۲
)۲

− −−−−−−−−−−−−

⎷

 = =+
۴۹
۴

۷۵
۴

− −−−−−−−

√ ۳۱
−−

√

MP + NP = P + NP = N =M ′ M ′ ۳۱
−−

√
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گزینه 4  

A B

O
AB

x

y

 

 ‌

 

‌در نتیجه:

 یک تبدیل طولپا است که شیب خط‌ها را ثابت نگه می‌دارد.‌‌

57

}OA = OA′

OB = OB′ → →
ABمتوازی‌الاضلاع A′B′ چهار ضلعی

است زیرا قطرهایش منصفند.
AB||A′B′

AB = A′B′

T

نقطۀ  را تحت انتقال با بردار  موازی خط  )به سمت راست( و به طول  بر نقطه  تصویر می‌کنیم. قرینۀ  را نسبت به خط  نقطۀ  و نقطۀ تلاقی خط  و گزینه 3  

پاره‌خط  را نقطۀ  می‌نامیم.
B

A

C

H

D

A

4

2

1

4

d

A ‌

‌سپس  را به طول  روی خط  جدا می‌کنیم. مسیر  کوتاه‌ترین مسیر ممکن است. داریم:

‌

‌

58

Av ⃗ d۴A′A′dA′′d

BA′′D

CD۴dACDB

= B + = ۹ + ۱۶ = ۲۵ ⇒ B = ۵ ⇒ D + BD = ۵A′′B۲ H ۲ A′′H ۲ A′′ A′′

D + BD = ۵− →−−−−−
طولپایی بازتاب

D= DA′ A′′

A′

AC + BD = ۵− →−−−−−
طولپایی انتقال

AC= DA′

ACDB = AC + CD + DB = (AC + BD) + CD = ۵ + ۴ = طول مسیر۹

گزینه 3  

‌مطابق شکل روبه‌رو، طول ساق مایل  را از طریق قضیۀ فیثاغورس به‌دست می‌آوریم:

 

‌

، طبق مسأله هرون، کافی است قرینۀ  را نسبت به ساق قائم  پیدا کرده و فاصلۀ آن را از ‌برای به‌دست آوردن کمترین مقدار 

رأس  بیابیم:
E

 

59

BC

B = B + H = + = ۱۶۹ ⇒ BC = ۱۳C ۲ H ۲ C ۲ ۱۲۲ ۵۲

BE + ECBAD

C
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‌

‌پس کمترین مقدار محیط مثلث  برابر می‌شود با:

‌

( ) : = + = + = ۲۲۵ ⇒ C = قضیۀ فیثاغورس۱۵ CB′H ′
Δ

B′C ۲ B′H ′۲ H ′C ۲ ۱۲۲ ۹۲
B′

BEC

min( ) = BC + C = ۱۳ + ۱۵ = ۲۸P
B CE

Δ B′

گزینه 2  

، شکل زیر را برای آن رسم  فقط یک نقطۀ مشترک دارند، پس مماس خارج‌اند و با توجه به نسبت تجانس  ‌چون  و 
می‌کنیم:

( که همان نقطۀ تماس دو دایره است، تصویر می‌شود. پس نسبت تجانس برابر می‌شود ( به نقطۀ  )نزدیک‌ترین نقطۀ دایرۀ  ‌با توجه به شکل، نقطۀ  )نزدیک‌ترین نقطۀ دایرۀ 
با:

‌

‌و درنتیجه، شعاع دایرۀ  برابر است با:

‌

‌پس طول مماس مشترک خارجی دو دایرۀ مماس خارج  و  برابر می‌شود با:

‌

60

CC ′k > ۱

ACA′C ′

k = = = ۴
MA′

MA

۸
۲

C ′

= kR = ۴ × ۳ = ۱۲R′

CC ′

۲ = ۲ = ۲ × ۶ = ۱۲RR′− −−−
√ ۳ × ۱۲

− −−−−−
√

گزینه 4  

بازتاب نقطۀ  را نسبت به  به‌دست آورده و آن را  می‌نامیم.

 را به  وصل می‌کنیم تا  را در  قطع کند، داریم:

‌

از نقطۀ  عمودی بر راستای  رسم می‌کنیم. در این‌صورت، داریم:

61
AdA′

‌A′BdE

AH = H (A d)A′ A′ عمودمنصف

AE + EB = E + EB = BA′ A′

BAH

AC = ۵۰ − ۲۰ = ۳۰

A C : B = A − A = − = ۱۶۰۰ ⇒ BC = ۴۰B
Δ

C ۲ B۲ C ۲ ۵۰۲ ۳۰۲

C : = + B = + = ۴۹۰۰ + ۱۶۰۰ = ۶۵۰۰ ⇒ B ≃ ۸۰٫۶A′B
Δ

A′B۲ A′C ۲ C ۲ ۷۰۲ ۴۰۲
A′

اگر مثلث  را در یک تجانس به مرکز  و نسبت  تصویر کنیم. مثلث  حاصل می‌شود. همچنین اگر  را در یک تجانس به مرکز  و نسبت  گزینه 4  

تصویر کنیم، مثلث  حاصل می‌شود. مطابق شکل، از اشتراک این دو مثلث، یک شش‌ضلعی منتظم حاصل می‌شود که مساحت این شش‌ضلعی منتظم  مساحت هر یک از مثلث‌های

 یا  است.

62

ABCG−
۱
۲

MNPABCG
۱
۲

QRS
۲
۳

MNPQRS
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 تذکر: مطابق شکل، مساحت شش‌ضلعی‌ منتظم شکل مقابل نسبت به مساحت کل مثلث  است.

 

NP ||BC ∼ ⇒ = = ( = ( =− →−−−−−−−

M P≅A NN
Δ

P
Δ

قضیۀ اساسی تشابه
MNP

Δ
ABC

Δ
S
M PN

Δ

S
A CB

Δ

S
A NP

Δ

S
A CB

Δ

AP

AB
)۲ ۱

۲
)۲ ۱

۴

= × =S رنگی
۲
۳

۱
۴
SABC

۱
۶
SABC

۲
۳

گزینه 4  

مطابق شکل و فرض سؤال،  مجانس مربع  در این تجانس است، داریم:

‌   

‌
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A′B′C ′D′ABCD

k = − ⇒ = =
۵
۳

k۲ ۲۵
۹

SA′B′C ′D′

SABCD

⇒ { = ۲۵SSA′B′C ′D′

= ۹SSABCD

۱۶S = ۱۶ ⇒ S = ۱− →−−−
طبق فرض

{ = ۲۵S = ۲۵ × ۱ = ۲۵ ⇒ = ۵SA′B′C ′D′ A′B′

= ۹S = ۹ × ۱ = ۹ ⇒ AB = ۳SABCD

⇒ − ABCD = ۴ × ۵ − ۴ × ۳ = ۸A′B′C ′D′ محیط محیط

بازتاب نسبت به خط، تبدیلی طولپاست و تحت آن اندازۀ زاویه‌ها ثابت باقی می‌ماند. گزینه 2  

. مطابق شکل،  بازتاب  نسبت به  است، بنابراین 

 

A

D

A B

CD

1

α
α

α

‌همچنین  بازتاب  نسبت به  است، بنابراین:

‌
‌درنتیجه:

‌

، ضلع  روبه‌روی زاویۀ  است، پس نصف وتر است. بنابراین: ‌حال در مثلث‌قائم‌الزاویه 

‌

‌

64

CD′CDACD A = A = αĈ ĈD′

CA′CACD′

= A = αD′ĈA′ ĈD′

۳α = ⇒ α =۹۰∘ ۳۰∘

ADCAD۳۰∘

AC = ۲ ⇒ DC = = =A − AC ۲ D۲
− −−−−−−−−−

√ ۴ − ۱
− −−−−

√ ۳
−−

√

⇒ = AD × DC = ۱ × =SABCD ۳
−−

√ ۳
−−

√

از آنجا که ارتفاع مثلث متساوی‌الاضلاع به ضلع  برابر  است، داریم: گزینه 3  
65

a
a ۳

−−
√

۲
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  ضلع مثلث جدید در تجانس اول )ضلع مثلث مجانس(:   

     

h = = ۲ ⇒ a =
a ۳

−−
√

۲

۴ ۳
−−

√

۳

⇒ k =

۴ ۳
−−

√

۳

۴ ۳
−−

√
⇒ k =

۱
۳

⇒ k =
ضلع مربع جدید

ضلع مربع اولیه
⇒ =

۱
۳

ضلع مربع جدید

۳
−−

√

۲

⇒ ضلع مربع جدید=
۳
−−

√

۶
⇒ S = ( مربع جدید=

۳
−−

√

۶
)۲ ۱

۱۲

گزینه 2  

مطابق شکل زیر، نقاط  و  مراکز تجانس مستقیم و معکوس دو قاعدۀ ذوزنقه هستند، داریم:
 

5

3
A B

CD

H

O

O

5H
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OO′

B ∼ DO′A
Δ

O′C
Δ

⇒ = =
HO′

O′H ′

AB

CD

۶
۱۰

⇒ =
HO′

O′H ′

۳
۵

⇒ { H = ۳kO′

= ۵kO′H ′ ۸k = ۱۲− →−−−−
H =۱۲H ′

⇒ k =
۳
۲

⇒ H = (۱)O′ ۹
۲

O B ∼ O DA
Δ

C
Δ

⇒ = =
OH

OH ′

AB

CD

۶
۱۰

⇒ =
OH

OH ′

۳
۵

⇒ =
OH

OH + ۱۲
۳
۵

⇒ OH = ۱۸ (۲)

⇒ O = OH + HO′ O′ O = ۱۸ + = = ۲۲٫۵− →−−
(۲),(۱)

O′ ۹
۲

۴۵
۲

دو مثلث  و  بنابر )ض ز ض( هم‌نهشت‌اند. زیرا: گزینه 4  

A

B
M

CD

O

1

 

 

 

. از آنجا که زاویۀ دوران برابر زاویۀ بین دو خط دوران‌یافته است، نتیجه می‌شود: 

 در گزینۀ  صحیح است. بنابراین طبق روابط  و 

67

AOCBOD

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

A C = B D = +Ô Ô ۹۰∘
Ô۱

OA = OD

OB = OC

AC = BD (۱)− →−−−−
اجزای متناظر

O دوران به مرکز

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

D A− →−−−−
ساعتگرد

‌۹۰∘ دوران

B C− →−−−−
ساعتگرد

۹۰∘ دوران
⇒ BD AC− →−−−−

ساعتگرد

۹۰∘ دوران

A D = (۲)M̂ ۹۰∘

(۱)(۲)(۴)

گزینه 2  

اگر مطابق شکل مربع  را حول مرکز تقارن آن به اندازۀ  دوران دهیم، مربع  تشکیل می‌شود و سطح محصور

بین این دو مربع، یک هشت ضلعی منتظم است. فرض می‌کنیم ضلع هشت ضلعی منتظم  باشد، بنابراین داریم: 

D C

BA
A

B

C

D

x

x

x

x

x

xx

x a
x 2

 

   ‌

 

68

ABCD۴۵∘
A′B′C ′D′

a

⎧
⎩⎨

= ۲x + aطول ضلع مربع

a = x ۲
−−

√
⇒ = ۲x + x = ۴ + طول ضلع مربع۲ ۲

−−
√ ۲

−−
√ ⇒ x = ۲ ⇒ = − ۴S

ضلعی۸
S

ABCD
S

قائم‌الزاویه△

⇒ = (۴ + ۲ − ۴ ×S
ضلعی۸

۲
−−

√ )۲ ۱
۲
x۲ = ۱۶ + ۱۶−→−

x=۲
S

ضلعی۸
۲
−−

√
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ها می‌باشد، بنابراین داریم: ها، نقطۀ  است و  نقطۀ تلاقی خط  با محور  قرینۀ نقطۀ  نسبت به محور  گزینه 2  

‌

  

69

Ax(−۳, −۱۳)A′BCA′x

= = = ۲m
CA′

−۱۳ − ۳
−۳ − ۵

۱۶
۸

y − ۳ = ۲(x − ۵) ⇒ y = ۲x − ۷ ۲x − ۷ = ۰ ⇒ x =−→−
y=۰ ۷

۲

می‌دانیم تبدیل تجانس، تبدیلی است که شیب خطوط را حفظ می‌کند. گزینه 2  

طبق فرض، نوع تجانس، معکوس بوده و مثلث  بر مثلث  محیط شده است. بنابراین، طبق شکل داریم:

A

B C
A

C B

 

  

  

. بنابراین خواهیم داشت: ‌به همین‌ترتیب، نتیجه می‌شود  و 

 ‌

70

A′B′C ′ABC

{
BC ||AB′

C ||ABB′ ⇒ ABCمتوازی‌الاضلاع B′ ⇒ A = BC (۱)B′

{
BC ||AC ′

B ||ACC ′ ⇒ ACBمتوازی‌الاضلاع C ′ ⇒ A = BC (۲)C ′

(۱), (۲) ⇒ = ۲BCB′C ′

= ۲ACA′C ′= ۲ABA′B′

= = = ۲
B′C ′

BC

A′B′

AB

A′C ′

AC
k = −۲− →−−−−−

تجانس معکوس

بیشترین فاصله نقاط  و  در صورتی ایجاد می‌شود که یکی از دو تجانس مستقیم و دیگری معکوس باشد. با فرض  و  داریم: گزینه 2  

A2 A1AO

‌

‌

‌توجه: در صورتی که  و  باشد، نیز همین مقدار برای  حاصل می‌شود.

71

A۱A۲> ۰K۱< ۰K۲

= ۴ = ۲ , = = −K
۲
۱ − →−−

>۰K۱
K۱ K

۲
۲

۲۵
۴

− →−−

<۰K۲
K۲

۵
۲

= O + O = | | × OA + | | × OA = ۲ × ۴ + × ۴ = ۱۸A۱A۲ A۱ A۲ K۱ K۲
۵
۲

< ۰K۱> ۰K۲A۱A۲

گزینه 2  
باتوجه به شکل زیر داریم:

 ‌

‌   

A

B

d H

x

x

M

8

15- x

8/5

8/5

A

72

MA + MB = B = ۱۵A′

+ = → =۱۵۲ ۸۲ ۱۷۲
B̂ ۹۰∘

:قضیۀ فیثاغورس در MA = M = x → MB = ۱۵ − xA′

= M + A = MAMB
△

B۲ B۲ A۲ → (۱۵ − x + =)۲ ۸۲
x۲ → ۲۲۵ − ۳۰x + + ۶۴ =x۲ x۲

→ ۳۰x = ۲۸۹ → x =
۲۸۹
۳۰

گزینه 1  

A

CD

B
M

300
600

B

C

x

x2

3
D

  ‌  ‌  ‌

 ‌  ‌  ‌  ‌  ‌  ‌

 ‌ ‌

73

→ Aدوران طولپاست D′ = AD = BC = ‌,۳
−−

√ : MAMD′
Δ

۳۰∘ روبه‌رو D′ = AM
۱
۲

→ { M = xD′

AM = ۲x

: AAMD′
Δ

قضیۀ فیثاغورس در M ۲ = AD + MD′۲ ′۲
→ = +(۲x)

۲
( )۳

−−
√

۲
x۲ → ۴ = ۳ +x۲ x۲ → ۳ = ۳x۲ → = ۱x۲ → x = ۱

= A ⋅ MS
AMD′

Δ

۱
۲

D′ D′ = × ۱ × =
۱
۲

۳
−−

√
۳
−−

√

۲

گزینه 3  
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زی 3  

O H O

34
M

rr

A

 ‌  ‌  ‌

 ‌

 ‌

 ‌  ‌

 ‌

74
k = =

r′

r

۳
۴

→ =
MO′

MO

۳
۴

→ =
MO′

۲۰
۳
۴

→ M = ۱۵O′

O = MO − MO′ O′ = ۲۰ − ۱۵ = ۵

O + = OOA۲ O′A۲ ′۲
O =− →−−−−

عکس قضیۀ
ÂO′ ۹۰∘

AH × O = OA × AO′ O′ → AH × ۵ = ۴ × ۳ → AH = = ۲٫۴
۱۲
۵

خط‌المرکزین دو دایرۀ متقاطع عمودمنصف وتر مشترک آن‌هاست.‌‌‌‌‌ → AB = ۲AH = ۴٫۸

این سؤال در دو حالت قابل بررسی است: گزینه 3  

حالت اول:  و  با زاویۀ  متقاطع باشند.

در این حالت هر نقطه مانند  روی نیمساز زاویۀ بین دو خط، مرکز دورانی با زاویۀ  است که در آن  تصویر خط  می‌باشد.

 

αA

H α H

O
d d

حالت دوم:  و  موازی باشند.

در این حالت  در بی‌شمار دوران با زاویۀ  تصویر خط  است که مرکز این دوران‌ها روی خطی موازی و به فاصلۀ مساوی از خطوط  و 
قرار دارند.

1800

d

d
A

A

 

75

dd ′α

Oαd ′d

dd ′

d ′۱۸۰∘
ddd ′

گزینه 3  

d1
A B

CD

  

d2
AB

C D

 

A

BC

D

با توجه به شکل‌های بالا مربع به اندازۀ دو برابر زاویۀ بین محور بازتاب متقاطع یعنی  در جهت حرکت عقربه‌های ساعت دوران یافته است، بنابراین نقطۀ ثابت تبدیل مرکز دوران

( است. )محل برخورد خطوط  و 

76
− →−−−−−−−

d۲بازتاب نسبت به
− →−−−−−−−

d۱بازتاب نسبت به

۹۰∘

d۱d۲

گزینه 3  

مطابق شکل،  انتقال یافتۀ  با بردار  می باشد. داریم:

 

A

B

B́ Ć

CP
M

N
G

پس دو مثلث  و  متشابه اند و نسبت تشابه به آن ها  است. پس داریم:

‌

77

GB′C ′ABCAG
→

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

PG||AC ⇒ = = = ⇒ PG = AC
PG

AC

GM

AM

PM

MC

۱
۳

۱
۳

GN ||AB ⇒ = = = ⇒ NG = AB
NG

AB

GM

AM

MN

BM

۱
۳

۱
۳

N P = B CĜ Â

NGPABC
۱
۳

= ( =

S

GNP
Δ

S

ABC
Δ

۱
۳

)۲ ۱
۹

گزینه 3  

A

B H C

15 20

dˊ

d

‌برای یافتن  داریم:

‌

78

AH

B = + ⇒ BC = ۲۵ , AH = ⇒ AH = = ۱۲C ۲ ۱۵۲ ۲۰۲ AB × AC

BC

۱۵ × ۲۰
۲۵

گزینه 4  
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 مطابق شکل روبه رو مثلث  با بردار  انتقال یابد و  بدست می آید. انتقال طولپاست پس دو مثلث  و

 همنهشت هستند. داریم:

Aˊ

A

B

Bˊ

C

3m
Cˊ

m
CCˊ __ ACˊ3

E
79

ABCCC ′A′B′C ′ABC

A′B′C ′

E ∥ BC ⇒ = = ⇒ = ( =C ′ EC ′

BC

m

۴m
۱
۴

S
AEC ′

Δ

S
ABC

Δ

۱
۴

)۲ ۱
۱۶

گزینه 2  

چهارضلعی  ذوزنقۀ متساوی‌الساقین است. از طرفی اگر محیطی باشد، داریم:

1
1 H Kh

h H
2

K

A

Aˊ

x

x 3

3
4

4

Bˊ

B

)بازتاب طولپاست( 

 محیطی

80

ABB′A′

AB = = xA′B′

AB ⇒ x + x = ۸ + ۲ = ۱۰ ⇒ x = ۵B
′
A

′

HK = A = ۲ , BH = K = = ۳ ⇒ : = − = ⇒ h = ۴A′ B′ ۸ − ۲
۲

ABH
Δ

h۲ ۵۲ ۳۲ ۴۲

= = ۲۰SABB′A′
(۸ + ۲) × ۴

۲

A

B

C
F

E
4

M
N
1
2

. به این ترتیب، اگر دو نقطه‌ی  و را حول مرکز  به . بنابراین  و  دو مثلث متشابه‌اند، زیرا  گزینه 3  

زاویه‌ی ثابت  دوران دهیم، دو نقطه‌ی  و  به‌ترتیب منطبق بر دو ضلع  و  به‌دست می‌آید که مثلث  تصویر مثلث  در این دوران است. از طرفی دیگر

همین مثلث، تصویر مثلث  در یک تجانس به مرکز  و به نسبت  نیز هست. 81

= = =
EF

BC

AF

AB

AE

AC

۱
۳

=Â۱ Â۲C E = B F = αÂ ÂEFA

αMNACABAMNAEF

ABCA= = =
AM

AC

AN

AB

MN

BC

۱
۳

گزینه 3  

مطابق شکل، کافی است بازتاب نقطۀ  را نسبت به پاره‌خط  به‌دست آوریم. در این‌صورت داریم:

‌
82

BAC

A C = − − ۲ × =B̂ ۳۶۰∘ ۹۰∘ ۶۰∘ ۱۵۰∘

= ۲ × × ۲ × ۲ = ۲S اضافه شده

۱
۲

sin ۱۵۰∘

  
۱
۲

گزینه 3  
مرکز تجانس مستقیم دو دایره، نقطۀ تقاطع خط‌‌المرکزین دو دایره و مماس مشترک خارجی

آنهاست. با توجه به شکل و با استفاده از قضیۀ تالس خواهیم داشت:

 

‌مرکز دایرۀ مورد نظر را  می‌گیریم. مطابق شکل زیر داریم:
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گزینه 3  

,A(αمطابق شکل، نقطۀ  تحت دوران  حول مبدأ مختصات به نقطۀ  تصویر می‌شود. لذا داریم: β)۹۰∘
(−β,α)A′
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P | Q| :
n

m + ۲
− →−−−−−−−−

حول مبدأ ۹۰∘ دوران m

۲n − ۲
{
m = −(m + ۲) ⇒ m = −۱
۲n − ۲ = n ⇒ n = ۲

⇒ ۲m − n = −۲ − ۲ = −۴

طبق فرض داریم: گزینه 1  
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پس زاویۀ بین  و  برابر  است. درنتیجه، زاویۀ بین مجانس‌های  و  نیز  است. زیرا در تبدیل تجانس، شیب خطوط و زوایای متناظر ثابت باقی می‌مانند و
بستگی به مرکز تجانس و نسبت تجانس ندارد. 
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MN ||BC ⇒ A M = =N̂ Ĉ ۴۰∘

ANMN۴۰∘
ANMN۴۰∘

، طبق شکل داریم: ،  و  طبق فرض  گزینه 3   86R = ۲OA = ۷k = ۲

 

 

درنتیجه، دو دایره متخارج بوده و طول مماس مشترک داخلی آنها برابر است با:

‌

{ = kR = ۲ × ۲ = ۴R′

A = k ⋅ AO = ۲ × ۷ = ۱۴O′ ⇒ O = A − AO = ۱۴ − ۷ = ۷O′ O′

= =O − (R +O′۲ R′)۲
− −−−−−−−−−−−−−

√ ۴۹ − ۳۶
− −−−−−−

√ ۱۳
−−

√

نخست وضعیت دو دایره را بررسی می‌کنیم: گزینه 2  

  

. بنابراین، داریم: ‌مرکز تجانس معکوس دو دایرۀ متخارج، نقطۀ همرسی خط‌المرکزین با مماس مشترک داخلی دو دایره است 
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گزینه 1  

، ضلع  روبه‌روی زاویۀ ، خط  به‌دست می‌آید. در مثلث  مطابق شکل با دوران خط  حول مرکز دوران  و به اندازۀ 

 بوده، بنابراین داریم:
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، دو مثلث قائم‌الزاویه شکل فوق بنابر تساوی وتر و یک ضلع قائمه هم‌نهشت‌اند. ‌تذکر: از آنجا که تبدیل دوران، تبدیلی طولپاست 
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طبق فرض و شکل زیر داریم: گزینه 3  

‌

‌دو مثلث  و  متشابهند و نسبت تشابه  بوده، بنابراین نسبت مساحت‌ها برابر است با:
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مطابق شکل،  مرکز تجانس مستقیم و  مرکز تجانس معکوس است. داریم: گزینه 2  
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MM ′

OT || ⇒ =O′T ′ OM
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OT

O′T ′
⇒ =
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۳
۵

⇒ ۵OM = ۳OM + ۲۴ ⇒ OM = ۱۲

⇒ M = OM + O = ۱۲ + ۳ = ۱۵M ′ M ′

دو مثلث متشابه‌اند. زیرا:   گزینه 2  

. درنتیجه، اگر دو نقطۀ  و  را حول مرکز  و به زاویۀ  دوران دهیم، دو نقطۀ  و  به‌ترتیب منطبق بر دو ضلع  و  بنابراین،  و 

به‌دست می‌آید که مثلث  تصویر مثلث  است. همچنین این مثلث، تصویر مثلث  در یک تجانس به مرکز  و نسبت  می‌باشد.

‌
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مطابق شکل،  محل تلاقی میانه‌هاست. بنابراین داریم: گزینه 4  
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، منفی است.  مجانس  نسبت به مرکز تجانس  است و  و  در دو طرف مرکز تجانس  قرار دارند، پس تجانس معکوس بوده و ضریب تجانس 
حال طبق تعریف تجانس داریم:
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 روی خط‌المرکزین و یا امتداد آن قرار دارند. برای محاسبۀ  داریم: مراکز تجانس  و  گزینه 2  
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گزینه 1  
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گزینه 3  
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A CB → متوازی‌الاضلاع است} A′ A = BC →A′  انتقال
A ∥BC →A′ .انتقال شیب خط را ثابت نگه‌ ‌‌می‌دارد.

ACB → متوازی‌الاضلاع است} B′ B = AC →B′ انتقال
B ∥AC →B′ انتقال شیب خط را ثابت نگه‌‌ می‌دارد.

گزینه 2  

aمی‌دانیم مساحت مثلث متساوی‌الاضلاع به ضلع  برابر است با: 
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گزینه 3  
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: EHAEH
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گزینه 3  

مطابق مطالب کتاب درسی نقطۀ  را با بردار  انتقال می دهیم تا  بدست آید. محل تلاقی  با رودخانۀ  و پل مورد نظر  می باشد.

Áکوتاه ترین مسیر  است.
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A۲A′BA′NMN

AMNB

AMNB = AM + MN + NB = N + NB + MN = B + MNA′ A′

MN = ۲ , = + ⇒ B = ۵ ⇒ AMNB = ۷A′B۲ ۳۲ ۴۲
A′

، نوع تجانس انقباضی و معکوس است، پس اولاً  و  در دو طرف  قرار دارند و ثانیاً نسبت تجانس کمتر از  می‌باشد. داریم: ار آنجا که در تجانس به مرکز  گزینه 2  
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مطابق شکل  بازتاب  نسبت به  و  دوران یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  می باشد، داریم: گزینه 2  
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می‌دانیم ترکیب دو بازتاب با محورهای موازی، یک انتقال است و بردار انتقال دو برابر فاصلۀ دو خط موازی است. گزینه 3  
داریم:

  )فاصلۀ دو خط بازتاب(   101⇒ m + ۱ = ۲(۴ − m) ⇒ m =
۷
۳

A = ۲×A′′

⇒ B = A = ۱ + =B′′ A′′ ۷
۳

۱۰
۳

گزینه 4  

: بازتاب  نسبت به  حتماً با  موازی است پس با  هم موازی است. Aگزینۀ  B

CD

O

: مجانس  نسبت به هر نقطه مثل  حتماً با  موازی است پس با  هم موازی است. گزینۀ 

:در هر انتقال،  با تصویرش موازی است پس با  هم موازی است. گزینۀ 

، با  زاویه ای برابر با  می سازد، پس دوران یافتۀ  با  متقاطع است پس نمی تواند با  موازی : از آنجا که دوران یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  گزینۀ 
باشد.
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۴ABOAOB^ABAOB^ABABCD

 مطابق شکل  دوران‌یافتۀ  به مرکز  و  دوران‌یافتۀ  به مرکز  می‌باشد. داریم: گزینه 1  
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Mˊ́

Oˊ

‌از آن‌جا که  ثابت است پس بردار  ، را بر  منتقل می‌کند.
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OM = O , =M ′ O′M ′ O′M ′′

: O ∥M , M = ۲Oعکس تالس O′ M ′′ M ′′ O′

OO′MM ′′
− →−−−

MM ′′ گزینه 1  

مطابق شکل،  بازتاب  و  بازتاب  می باشد. داریم:
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گزینه 4  
مطابق شکل برای محاسبۀ شعاع دایره محاطی خارجی داریم:

A

B

45˚
45˚

4

4

4
H

B΄

4 2

4 2

 

105

= × ۴ × ۸ = ۱۶ P = = ۴ + ۴SABB′
۱
۲

و
۴ + ۴ + ۸۲

−−
√ ۲

−−
√

۲
۲
−−

√

= = = = = ۴( + ۱)ra
S

P − a

۱۶

۴ + ۴ − ۸۲
−−

√

۱۶

۴ − ۴۲
−−

√

۴

− ۱۲
−−

√
۲
−−

√

= = = = ۴rb r
b′

S

P − b

۱۶

۴ + ۴ − ۴۲
−−

√ ۲
−−

√

مطابق شکل در مرکز تجانس مستقیم،  می‌باشد و مرکز تجانس معکوس  می‌باشد. گزینه 3  
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گزینه 1  

: بازتاب نسبت به 
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، پس داریم: چون فاصلۀ  تا  برابرست با 
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، پس داریم: فاصلۀ  تا  برابرست با 
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d۳

A′d۲۳ + ۱ = ۴

A′′d۱۴ − ۱ = ۳
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. A′′′d۱۳Ad۱۱Aفاصلۀ  تا  برابر با  و فاصلۀ  تا  برابر با  می‌باشد پس:  = ۳ + ۱ = ۴A′′′

گزینه 4  

، با بردار  می‌باشد. ، انتقال یافته دایره به مرکز   مطابق شکل از آنجا که دو دایره مساویند، پس می‌توان گفت که دایره به مرکز 
PMانتقال طولپاست، پس:

A B C D

O´O
N

. به همین ترتیب: 
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O′OO = ۲rO′

{ ⇒ ≅
AD ∥ O ⇒ A → C ,B → D ⇒ AB = CDO′

OA = OB = C = DO′ O′ AOB
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C DO′
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PD = PA
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APB
Δ

CPD
Δ

P̂ P̂

می‌دانیم که محور بازتاب، عمود منصف نقطه و تصویرش می‌باشد. در این سوال نقاط  و  بازتاب هم هستند، پس محور بازتاب عمود منصف  می‌باشد. در این گزینه 3  

( می‌باشد. همچنین چون بازتاب زوایا را حفظ می‌کند. داریم: ، تصویر  تحت بازتاب به محور خط  )عمود منصف  بازتاب 
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A′AdBC

B C = B C = αA′
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از آنجا که تبدیل  طولپاست پس مساحت دو مثلث  برابرست. داریم: گزینه 4   110T,ABCA′B′C ′
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ضابطۀ دوران حول مبدأ و به زاویۀ  در جهت مثلثاتی به‌صورت زیر است: گزینه 1  

تصویر مرکز دایره  مرکز دایره
همچنین در دوران که یک تبدیل ایزومتریست، شعاع دایره ثابت می‌ماند، پس:

طول مماس مشترک داخلی دو دایره به‌صورت زیر به‌دست می‌آید:

  : خط‌‌ المرکزین ‌‌

111

α =
۳π
۲

(x, y) (y, −x)− →−−−

α=
۳π
۲

O(−۲, ۳) → (۳, ۲)O′

= R =R
′ ۵

۲

⇒ O = = =O′ +(۳ − (−۲))
۲

(۳ − ۲)
۲− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√ ۲۵ + ۱
− −−−−−

√ ۲۶
−−

√

= = = = : طول مماس مشترک داخلی۱ TT ′ O −O′۲
(R + )R

′ ۲− −−−−−−−−−−−−−−
√ ۲۶ − ( +

۵
۲

۵
۲

)۲
− −−−−−−−−−−−

√ ۲۶ − ۲۵
− −−−−−−

√

طول ارتفاع وارد بر  برابر می‌شود با: گزینه 3  

‌

‌)نکته( در بین مثلث‌هایی که طول یک ضلع و ارتفاع وارد بر آن ثابت است، کمترین محیط مربوط به مثلث متساوی‌الساقین است.
براساس این نکته داریم:

‌

 ‌

در نتیجه کمترین مقدار مثلث مورد نظر برابر  است.

‌

،  می‌نامیم. براساس مسئلۀ هرون، اگر  را به  وصل کنیم و نقطۀ برخورد آن با  )اثبات نکته( از رأس  خطی موازی ضلع  رسم می‌کنیم. قرینۀ نقطۀ  را نسبت به خط 

را  بنامیم، آنگاه  کمترین مقدار برای  خواهد بود.

. ، یعنی مثلث  در رأس  قائمه است و  وسط وتر  است و در نتیجه  از آنجا که  در نتیجه 
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AB

S = ۴۸ = × ۱۶ × h ⇒ h = ۶
۱
۲

: A = + = ۱۰۰ACH
Δ

C ۲ ۶۲ ۸۲
⇒ AC = AB = ۱۰

۲ × ۱۰ + ۱۶ = ۳۶

C ‌ABAdA′BA′d

CBC = BC + ACA′AC + BC

AB||dA ⊥ABA′ABA′ACBA′AC = BC

مطابق شکل، پاره‌خط‌های  و  موازی اضلاع مثلث  هستند و داریم: گزینه 1  ABBCOA′B′
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‌

‌‌
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⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

∼ ⇒ = ( = (۱)OAB
Δ

OA′B′
Δ SOAB

S
OA′B′

OA

OA′ )
۲ ۱

۱۶

∼ ⇒ = ( = (۲)BCB′
Δ

OA′B′
Δ S

BCB′

S
OA′B′

BB′

OB′
)۲ ۹

۱۶

= ۱ − ( + ) = (۳)− →−−
(۱),(۲) SABCA′

SOA′B′

۱
۱۶

۹
۱۶

۶
۱۶

= = ۶− →−−
(۱),(۳) SABCA′

SOAB

۶
۱۶

۱
۱۶

گزینه 4  

‌شعاع دایرۀ اولیه را  می‌گیریم؛ شعاع دایرۀ تصویر برابر می‌شود با:
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R

‌

‌با توجه به فرض داریم:

‌محیط دایرۀ اولیه برابر می‌شود با:

‌

r = R × ۰٫۶ = R
۳
۵

π − π = ۱۶ ⇒ π( − ) = ۱۶R۲ r۲ R۲ ۹
۲۵

R۲ ⇒ π × = ۱۶ ⇒ = ⇒ R =
۱۶
۲۵

R۲ R۲ ۲۵
π

۵
π−−√

P = ۲πR = ۲π × = ۱۰
۵
π−−√

π−−√

گزینه 4  

مطابق شکل، حاصل این دو تبدیل یک دوران است به مرکز  و با زاویه‌ای دو برابر زاویۀ بین  و  است.

 

‌
از طرفی:

‌
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AADAC

D C = ⇒ M = ۲ × =Â ۴۵∘
ÂM ′ ۴۵∘ ۹۰∘

A = AM = ۲ M = A + A = ۴ + ۴ = ۸ ⇒ M = = ۲M ′ − →−−−
فیثاغورس

M ′۲ M ۲ M ′۲ M ′ ۸
−−

√ ۲
−−

√

گزینه 4  

ها و خط  برابر  است. از در بین گزینه‌ها، فقط ترکیب  تبدیل )الف( و )د( و )هـ( همانی است. زاویۀ بین محور 
طرفی، ترکیب دو بازتاب با محورهای متقاطع، یک دوران است که زاویۀ دوران دو برابر زاویۀ بین دو محور بازتاب و مرکز دوران،

، یک دوران  حول مبدأ ها و خط  محل تقاطع دو محور بازتاب می‌باشد. بنابراین، ترکیب دو بازتاب نسبت به محور 

مختصات در جهت ساعتگرد است. اگر  تصویر نقطۀ  بعد از این دو بازتاب باشد، آنگاه نقطۀ  )تصویر  تحت دوران 

 حول مبدأ مختصات در جهت پادساعتگرد( بر نقطۀ  منطبق می‌شود.

y

x

A

A1

  
y

x
A1

A2 y =-x   
y

x

A2

A3
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۳xy = −x۴۵∘

xy = −x۹۰∘

A۲AA۳A۲

۹۰∘
A

،  و  می‌نامیم. ابتدا عرض نقطۀ  را به‌دست می‌آوریم:   را با محورهای    و  مطابق شکل، نقاط برخورد خطوط  گزینه 3  

‌

ℓℓ′x, yM , ,AA′M ′A′
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‌

خط  از نقاط  و  می‌گذرد، پس معادلۀ آن به‌صورت زیر است:

‌

ها را به‌دست می‌آوریم:   و  با محور  ‌نقاط برخورد 

‌

‌مساحت ناحیۀ رنگی به‌صورت زیر به‌دست می‌آید:

‌

117
= k ⇒ = ⇒ O = ۵

OA′

OA

OA′

۳
۵
۳

A′

ℓ′(۰, ۵)A′P(۳, ۴)

y − ۵ = ( )(x − ۰) ⇒ y = − x + ۵ :
۵ − ۴
۰ − ۳

۱
۳

ℓ′

ℓℓ′x

: y = − x + ۵ x = ۱۵ ⇒ (۱۵, ۰)ℓ′ ۱
۳

−→−
y=۰

M ′

= k ⇒ = ⇒ OM = ۹ ⇒ M(۹, ۰)
OM ′

OM

۱۵
OM

۵
۳

= − = (۵ × ۱۵) − (۳ × ۹) = = ۲۴S۱ SOA′M ′ SOAM

۱
۲

۱
۲

۷۵ − ۲۷
۲

گزینه 1  

، طول ، با توجه به اینکه در جمع اضلاع این مثلث، یعنی  طبق مسئلۀ هرون، برای یافتن کمترین محیط مثلث 

 ثابت است، پس باید  را طوری روی وتر درنظر بگیریم که  به کمترین مقدار خود برسد. پس ابتدا تصویر  را

نسبت به وتر  به‌ دست می‌‌آوریم. 

 

در این‌صورت، از  به  وصل می‌کنیم تا  را در  قطع کند:

    

در مثلث  قضیۀ کسینوس‌ها را می‌نویسیم:
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AMNAM + MN + AN

AMNAN + MNM

BC

M ′ABCN

: = = = ۲BMH
Δ

MH
↓

۳۰∘ ضلع روبه‌روی زاویۀ

BM

۲
۴
۲

→ M = ۲MH = ۲ × ۲ = ۴M ′

AMM ′

: A = A + M − ۲AM × M cosAMM ′
Δ

M ′۲ M ۲ M ′۲ M ′ ۱۲۰∘ ⇒ A = + − ۲ × ۶ × ۴ × (− ) = ۷۶M ′۲ ۶۲ ۴۲ ۱
۲

→ A = = ۲M ′ ۷۶
−−

√ ۱۹
−−

√

→ = AM + A = ۶ + ۲AMN
Δ

کمترین محیط M ′ ۱۹
−−

√

گزینه 3  

( می‌یابیم. سپس نقطۀ  را به اندازۀ  واحد به سمت  و  )نقطۀ  طبق مسئلۀ هرون، ابتدا تصویر نقطۀ  را نسبت به خط 

موازی خط  انتقال می‌دهیم تا به  برسیم. کوتاه‌ترین مسیر شکستۀ  طولی معادل  دارد. 
مطابق شکل داریم:

H Q P H

A A M

B13

B

d

 

  

   

‌

‌
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BdB′A′۲B

dA′AQPB+ AA′B′ A′

B = ۶,AH = M = B + BMH ′ H ′ H ′ → ۱۱ = ۶ + BM → BM = ۵

: A = B + AABM
Δ

B۲ M ۲ M ۲ → = + A۱۳۲ ۵۲
M ۲ → AM = ۱۲ → M = AM − A = ۱۲ − ۲ = ۱۰A′ A′

: = + M = + ( + = + = ۱۰۰ + ۲۸۹ = ۳۸۹MA′ B′
Δ

A′B′۲ A′M ۲ B′۲ ۱۰۲
MB  

۵

BB′

↓

۲B =۲×۶H ′

)۲ ۱۰۲ ۱۷۲

→ =A′B′ ۳۸۹
−−−

√

→ min(AQPB) = + A = + ۲A′B′ A′ ۳۸۹
−−−

√

گزینه 2  

تنها نقطه‌ای از بازتاب دو خط داده‌شده نسبت به خط  که می‌تواند نقطۀ ثابت تبدیل نام گیرد، همان نقطۀ تقاطع دو خط

( است که مختصات آن از حل دستگاه زیر به‌ دست می‌آید: )نقطۀ 

 

    

( ابتدا معادلۀ خط گذرنده از  که بر خط  عمود است حال برای یافتن مختصات نقطۀ  )بازتاب  نسبت به خط 
را می‌نویسیم: 

2-

4-

A

H

A

4

2

 

     

   

( نقطۀ  می‌شود. و همچنین نسبت به نیمساز ناحیۀ ‌نکتۀ بسیار مهم: تصویر )بازتاب( نقطۀ  نسبت به نیمساز ناحیۀ دوم و چهارم محورهای مختلف )خط 

( نقطۀ  است.  اول و سوم )خط 
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d

A

{ y = ۲x
x + y = ۶

→ ۳x = ۶ → x = ۲ → y = ۴ → A
∣

∣
∣

۲
۴

A′Ay = −xAy = −x

= −۱mΔ → = = = +۱m
AA′

−۱
mΔ

−۱
−۱

→ A : y − = (x − )A′ y
A

m
AA′ x

A
→ y − ۴ = ۱(x − ۲) → y = x + ۲ {− →−−−

y=−x با

قطع y = x + ۲
y = −x

→ −x = x + ۲ → x = −۱, y = +۱ → H(−۱, ۱) → = ۲H − A = ۲(−۱, ۱) − (۲, ۴) = (−۴, −۲)A′

→ M = = = ۱۳A′ (Δx + (Δy)۲ )۲
− −−−−−−−−−−−

√ +۵۲ ۱۲۲
− −−−−−−

√

A(α, β)y = −x(−β, −α)A′

y = x(β,α)A′

گزینه 3  
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( را رسم کرده، سپس بازتاب نقطۀ  )پای ارتفاع وارد بر وتر( را نسبت مطابق شکل، ابتدا ارتفاع  )وارد بر وتر 

به دو ضلع  و  به‌ترتیب  و  نامیده‌ایم. دقت کنید وقتی ارتفاع وارد بر وتر را در یک مثلث قائم‌الزاویه رسم

) می‌کنیم، زاویۀ این ارتفاع با اضلاع قائم، با دو زاویۀ حادۀ مثلث، به‌طور ضربدری مساوی است. )مثلاً 

M

A

N

B CH

α

β

αβ

α β

 

. از طرفی، چون  بازتاب   روی یک خط راست بوده و  چون  پس  پس  و  و 

نسبت به  است، پس  و به همین ترتیب  پس مطلوب مسئله  می‌شود.

حال هدف یافتن  است:

300

A

B C
H {

4 3  
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AHBCH

ABACNM

H C = = αÂ B̂

α + β = ۹۰∘
M N = ۲α + ۲β = ۲ × =Â ۹۰∘ ۱۸۰∘

MANMN = MA + ANMH

ACMA = AHAN = AHMA + AN = ۲AH

AH

: sin =AHC
Δ

Ĉ
AH

AC
→ AH = AC sin = (∗)Ĉ

↓

۳۰∘

AC

۲

: cos =ABC
Δ

Ĉ
↓

۳۰∘

AC

BC
→ =

۳
−−

√

۲
AC

۴ ۳
−−

√
→ AC = ۶

AH = = ۳− →−−
طبق(∗) ۶

۲
→ = ۲AH = مطلوب مسئله۶

گزینه 1  

ابتدا خط  را رسم می‌کنیم.

122

۲x + ۳y = ۶

‌

‌حال طبق تعریف تجانس داریم:

‌

‌‌

   

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

x = ۰ → y = ۲ → B
∣

∣
∣

۰
۲

y = ۰ → x = ۳ → A
∣

∣
∣

۳
۰

است A مجانس → O = |k|OA = ۲ × ۳ = ۶A′ A′

است B مجانس → O = |k|OB = ۲ × ۲ = ۴B′ B′

→ = −Sهاشورزده S
OA′B′

Δ S
OAB

Δ = −
O × OA′ B′

۲
OB × OA

۲
= −

۶ × ۴
۲

۳ × ۲
۲

= ۱۲ − ۳ = ۹

گزینه 4  
می‌دانیم دو دایره همواره متجانس مستقیم و معکوس یکدیگرند. مرکز تجانس مستقیم دو دایرۀ متجانس )و البته متخارج(،

محل برخورد مماس‌های مشترک خارجی و خط‌المرکزین است.

 

‌بنابراین، مطابق شکل در مثلث  می‌توانیم قضیۀ تالس جزء‌ به‌ کل را بنویسیم:
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MO′T ′

: OT ||MO′T ′
Δ

O′T ′ → =
MO

MO′

OT

O′T ′
→ =

۴ + ۱
MO′

۱
۴

→ M = ۲۰O′

→ = M − ( + + OM) = ۲۰ − (۴ + ۱ + ۵) = ۱۰QN

فاصله نزدیک‌ترین نقاط دو دایره
↓

O′ QO′

R′
↓

ON

R
↓

از آنجا که قطرهای مربع، نیمسازند، داریم:  گزینه 3  

مطابق شکل، دو خط  و  به‌ترتیب عمودمنصف  و امتداد قطر  هستند و ترکیب دو بازتاب محوری  و  که باهم زاویۀ 

می‌سازند، یک دوران به اندازۀ  است که محل تلاقی دو خط  و  مرکز دوران است. درنتیجه، تبدیل مورد نظر دورانی با زاویۀ  است.

 

124

=O۱
^ ۴۵∘

L۱L۲ABBDL۱L۲α

۲αL۱L۲۹۰∘

، محل تلاقی میانه‌های مثلث  بوده و از آنجا که  هر میانه را به نسبت  به  تقسیم می‌کند، داریم: بدیهی است  گزینه 2  

CB

A

A

BC

G

 

. ( در دو طرف مرکز تجانس  قرار دارند. پس تجانس معکوس بوده و نسبت تجانس برابر است با  ‌از طرفی، هر نقطه و تجانس‌یافتۀ آن )مانند  و 

125

GA′B′C ′G۱۲

= = = ۲
GA′

GA

GB′

GB

GC ′

GC

AA′Gk = −۲

 )نقطۀ تماس دو دایره( و با نسبت تجانس  است. بنابراین چون دو دایره مماس داخل‌ هستند، پس مطابق شکل، دایرۀ  مجانس دایرۀ  به مرکز تجانس  گزینه 3  
داریم:

C ′CAk = ۴

′

109



 

A
O O

C

C

r r

  
126

= ۴ ⇒ A = ۴AO O = ۳r
AO′

AO
O′ − →−−

AO=r

O′ {− →−−−−
O =۱۲O′

r = ۴
R = ۱۶

⇒ = π − π = π( − مساحت بین دو دایره( R۲ r۲ R۲ r۲

= π(۲۵۶ − ۱۶) = ۲۴۰π

، پس نسبت مساحت‌ها برابر است با: از آنجا که نسبت تجانس برابر  گزینه 2   127k =
۴
۳

B A

AB

C OC  

  : فرض

 

= ⇒ = S = S
S ′

S
k۲ S ′ k۲ ۱۶

۹
− S = ۱۴S ′

⇒ ( − ۱)S = ۱۴ ⇒ S = ۱۴
۱۶
۹

۷
۹

⇒ S = ۱۸

مربع  مجانس مربع  به مرکز  و نسبت تجانس  است. بنابراین داریم: گزینه 2  

A Ba

D C

D
C

O

BA

 
‌بنابراین، نسبت مساحت‌های دو مربع برابر است با:
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A′B′C ′D′ABCDOk =
۳
−−

√

۲

= = = =
OA′

OA

OB′

OB

OC ′

OC

OD′

OD

۳
−−

√

۲

= = ⇒ = S
S ′

S
k۲ ۳

۴
S ′ ۳

۴
⇒ Sمساحت ناحیۀ بین دو مربع = S − = S − S = S ۴S ′ ۳

۴
۱
۴

=
فرض

⇒ S = ۱۶ ⇒ = ۱۶ ⇒ a = ۴a۲

⇒ ABCD = ۴a = محیط مربع۱۶

دو پاره‌خط  و  هم‌راستا و متجانس یکدیگرند )به همین‌ترتیب، دو پاره‌خط  و  هم‌راستا و متجانس یکدیگرند( پس مرکز تجانس در امتداد آنها و نقطۀ گزینه 1  
برخورد امتدادهای دو ساق ذوزنقه است. حال نسبت تجانس را می‌نویسیم:

 

 

از آنجا که در این تجانس،  بر  تصویر می‌شود، خواهیم داشت:

‌
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ADDEBCCF

= ⇒ =
AB

CD

CD

EF

۸
CD

CD

۱۸
⇒ C = ۱۴۴ ⇒ CD = ۱۲D۲

ABCD

k = = =
CD

AB

۱۲
۸

۳
۲

با توجه به شکل زیر داریم:‌ گزینه 1  

600
600

A

A

A

62

62

64

H
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: AHA HA′
Δ

در مثلث قائم‌الزاویه ۶۰∘ روبه‌رو = A
۳
−−

√

۲
A′ = × ۴ = ۶

۳
−−

√

۲
۶
−−

√ ۲
−−

√

A = ۲AHA′′ = ۲ × ۶ ۲
−−

√ = ۱۲ ۲
−−

√

با توجه به شکل زیر داریم:‌ گزینه 3  
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y

x

A
1
6 B

7
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2

C D

A
1
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   131ACDB طول مسیر = AC + CD + DB = C + C + CDA′ B′ = + CDA′B′

= + ۱ = ۱۱(۷ − ۱ + (۲ + ۶)۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−

√

دو دایرۀ  و  مماس داخل هستند و نقطۀ تماس آن‌ها مرکز تجانس است. گزینه 3  
بنابراین:

O1
O2

O{

R2

{R1

 

 ‌

 ‌

در نتیجه مساحت هاشورخورده برابر است با:

132

CC ′

= k =
OO۲

OO۱

۱
۳

→ {
O = xO۲

O = ۳xO۱

= ۳x − x = ۲x = ۲O۱O۲ → {
O = = ۱O۲ R۲

O = = ۳O۱ R۱

 ‌ ‌= π( − )Sهاشور R
۲
۱ R

۲
۲ = π(۹ − ۱) = ۸π

گزینه 1  
H

H

R
O

M

R

O 6

 

 ‌  

 ‌  ‌
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: ||OHOHM
Δ

O′H ′ =−→−
تالس R′

R

MO′

MO
: نسبت تجانس و=
R′

R

۳
۵

→ =
۳
۵

۶
۶ + OO′

→ ۱۸ + ۳O = ۳۰O′

→ ۳O = ۱۲O′ → : O = طول خط المرکزین۴ O′

گزینه 4  

 میدانیم که  نسبت تجانس. داریم:
 

‌داریم:

‌
‌پس دو دایره مماس خارج‌اند.
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K =
۱
۳

K = = , MO = ۶ ⇒ M = ۲ ⇒ O = ۴
MO′

MO

۱
۳

O′ O′

K = = = , R = ۳ ⇒ = ۱
۱
۳

R′

R

۱
۳

R′

O = ۴ , R + = ۴ ⇒ O = R +O′ R′ O′ R′

مطابق شکل نقطۀ  را نسبت به  بازتاب می‌دهیم، میزان افزایش مساحت، اندازۀ مساحت چهارضلعی  یا دو برابر مساحت مثلث  است، پس: گزینه 1  

A

B

C

DE

150̊

Bˊ
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BACABCB′ABC

= ۲SABCB′ SABC= ۲ × ( × ۲ × ۶ × sin )
۱
۲

۱۵۰∘
= ۲ × ۳ = ۶

دو محور بازتاب  و  موازی هستند، پس ترکیب این دو بازتاب معادل تبدیل انتقال است، پس  انتقال یافتۀ  است. طول بردار انتقال، دو برابر گزینه 4  

فاصلۀ  تا  است و راستای انتقال عمودی است، بنابراین  متوازی الاضلاع است و داریم:

M

M
D

A B

N

M
N

CN

ˊ
ˊ

ˊ́
ˊ́
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ABCDM ′′N ′′MN

ABCDMNN ′′M ′′

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

M = ۲AD = ۴M ′′

DN = = ۱
CD

۲
⇒ = M × DN = ۴SMNN ′′M ′′ M ′′

چون تبدیل انتقال طولپاست، پس شش ضلعی منتظم و تصویرش هم نهشت هستند، یعنی تمام اضلاع برابر بوده و ناحیۀ مشترک یک لوزی است. مساحت این لوزی شامل گزینه 2  

دو مثلث متساوی الاضلاع است و مساحت شش ضلعی منتظم شامل شش مثلث متساوی الاضلاع است، پس نسبت مساحت های آن ها  می باشد.

A B

CF

DE

137

=
۲
۶

۱
۳

گزینه 2  111



A´

A

H

x

yk

Á´

1

1

α α

β
β

1
O

 

‌
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= ⇒ (α + β) = ⇒ ۲α + ۲β =xOy^ ۴۵∘ ۴۵∘ ۹۰∘

OA = ۱ ⇒ O = OA = O = ۱ → =A′ A′′ OA′ A′′^ ۹۰∘

= + ⇒ =A′A′′۲ ۱۲ ۱۲
A′A′′ ۲

−−
√

طبق ویژگی‌های بازتاب داریم: گزینه 4  

10 10

88 H

L

A A´

x
O
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AH = H = = ۸ OA = O = ۱۰A′ ۱۶
۲

و A′

O = − ⇒ OH = ۶H ۲ ۱۰۲ ۸۲

= × ۶ × ۱۶ = × x × ۱۰ ⇒ x = ۹٫۶S
AOA′

Δ

۱
۲

۱
۲

گزینه 2  
 

OOدر مربع  داریم:

M

A B

D C

A B

D C

1

‌

‌  : نسبت تجانس
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A′B′C ′D′

: = , = = ⇒ = × = × = ۲A′O′B′
Δ

Ô
′

۹۰∘
O′A′ O′B′ ۲

−−
√ A′B′۲ ۲

−−
√ O′A′ ۲

−−
√ ۲

−−
√

K = = , O = ۶ ⇒ = K = ⇒ OM = ۲ , M = ۴
AB

A′B′

۱
۲

O′ OM

MO′

۱
۲

O′

مطابق شکل مثلث  با بردار  انتقال یافته است. گزینه 4   141ABCAA′

داریم:
A

A

B

B
x

x2 M

x2

C

C

x2

 

همنهشت و مساحت‌های برابر دارند. داریم: می‌دانیم که انتقال طولپاست، پس دو مثلث  و 

B ∥ A , B = AB′ A′ B′ A′

C ∥ A , C = AC ′ A′ C ′ A′

= ۲ , B = x ⇒ A = ۲x ⇒ B = C = ۲x
AA′

BA′
A′ A′ B′ C ′

ABCA′B′C ′

BM ∥ ⇒ ∼   ⇒ = ( =B′C ′ BMA′
Δ

A′B′C ′
Δ

S
BMA′
Δ

S
A′B′C ′

Δ

x

۳x
)۲ ۱

۹

، نقاط ثابت بازتاب هستند، پس محور بازتاب از  می‌گذرد. نقاط  و  گزینه 2  
داریم:

A

B C

A

H

2

2 4

4

 

 بازتاب طولپاست
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BCBC

⇒ AB = B = , AC = C = ۴A′ ۲
−−

√ A′

⇒ AH = H = A (۱)A′ ۱
۲

A′

A C : B = ( + = ۱۸ ⇒ BC = = ۳B
△

C ۲ ۲
−−

√ )۲ ۴۲ ۱۸
−−

√ ۲
−−

√

AH = = = ⇒ (۱) : A = ⇒ A =
AB × AC

BC

× ۴۲
−−

√

۳ ۲
−−

√

۴
۳

۱
۲

A′ ۴
۳

A′ ۸
۳

با استفاده از انتقال، خط  را با یک بردار به اندازۀ  و موازی خط  انتقال می دهیم تا خط  را در نقطۀ  قطع کند، سپس این نقطه را با همین بردار و در خلاف گزینه 2  

جهت انتقال می دهیم تا خط  را در نقطۀ  قطع کند. پاره خط  جواب مسئله است.

A B

LL
L

AB = 5

ˊˊ
ˊ

143

L۵L′′L′B

LAAB

گزینه 3  
A

B C

O

Á

Bˊ Cˊ
 

 

 

در مثلث  و  متشابهند و نسبت تشابه آن ها  می باشد، داریم:

 ضلع مثلث 

144

= ⇒ O = OA
OA′

OA

۱
۲

A′ ۱
۲

= ⇒ O = OB
OB′

OB

۱
۲

B′ ۱
۲

= ⇒ O = OC
OC ′

OC

۱
۲

C ′ ۱
۲

A′B′C ′ABC
۱
۲

= ( = ⇒ =
S
A′B′C ′

SABC

۱
۲

)۲ ۱
۴

S
A′B′C ′

Δ

۱
۴
S
ABC

Δ

⇒ = ⇒ = ۳ ⇒ = مساحت ناحیۀ بین دو مثلث۴
۳
۴
S
ABC

Δ

۳
۴
S
ABC

Δ ۳
−−

√ S
ABC

Δ ۳
−−

√

a ⇒ = ۴ ⇒ a = ۴ ⇒ = ۱۲
۳
−−

√

۴
a۲ ۳

−−
√ ABC

Δ

ABCمحیط
Δ 112



بررسی گزینه ها: گزینه 4  

(: دو شکل متجانس همواره متشابهند اما اگر دو شکل متشابه باشند، می توانند مجانس نباشند یعنی اضلاع آن ها دو به دو موازی نباشند. گزینۀ )

(: تبدیلی مثل دوران، جهت شکل را حفظ می کند اما شیب خطوط را حفظ نمی کند. گزینۀ )

(: تبدیلی مثل متجانس، اندازۀ زاویه ها را حفظ می کند اما طولپا نیست. گزینۀ )

(: تبدیلی که تمام نقاط صفحه را بر خودشان تصویر کند همانی است. گزینۀ )
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۱

۲

۳

۴

گزینه 2  

نقطۀ  روی خط  قرار دارد. فرض می‌کنیم  مجانس  به مرکز تجانس  و نسبت  می‌باشد، داریم:

146d : ۲y + x = ۶ , (۲, ۱) , k =O′ ۳
۲

A(۰, ۳)d :۲y + x = ۶A′A(۲, ۱)O′k =
۳
۲

Oˊ A Aˊ

شیب خط مجانس  با شیب  یکسان است، پس داریم:

=O′A′
− →−− ۳

۲
AO′

− →−

⇒ ⇒ =

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

− ) = ( − ) ⇒ ( − ۲) = (۰ − ۲) ⇒ = −۱xA′ xO′
۳
۲

xA xO′ xA′
۳
۲

xA′

( − ) = ( − ) ⇒ ( − ۱) = (۳ − ۱) ⇒ = ۴yA′ yO′
۳
۲

yA yO′ yA′
۳
۲

yA′

A′ ∣

∣
∣

−۱
۴

( )d ′d

: (y − ۴) = − (x + ۱) ⇒ y = − x + ⇒ ۲y + x = ۷d ′ ۱
۲

۱
۲

۷
۲

گزینه 4  

1
3

A

A´

B

B´

C´
D´

D

4

4

C

147

C = ۱,BC = ۴ ⇒ B = ۳A′ A′

A = + = ⇒ A = ۵A′۲ ۴۲ ۳۲ ۵۲
A′

= = = بردار انتقال۵
∣

∣
∣V
→∣

∣
∣

∣

∣
∣AA′
− →− ∣

∣
∣

∣

∣
∣DD′
− →− ∣

∣
∣

مطابق شکل  انتقال یافته  با بردار  می‌باشد. داریم: گزینه 2  

h

h

d´ M

N

2
30°

h
d

d´´

( برابرست با:   فاصلۀ بین  و  )بازتاب  نسبت به 

148

d ′d۲

h = ۲ × sin = ۲ × = ۱۳۰∘ ۱
۲

d ′d ′′d ′dMN = ۲h = ۲

A( (,17
C ( (,35

B ( (,1 -1

y

x

باید مساحت مثلث را بدست آورده در  آن را ضرب کنیم گزینه 1  

مثلث  در رأس  قائمه است زیرا شیب  عکس قرینه‌ی یکدیگرند.
 

149

۱
۴

ABCCBC ,AC

= AC × BC = ( )( ) = ۸S
ABC

Δ

۱
۲

۱
۲

۸
−−

√ ۳۲
−−

√

= × ۸ = ۲S
A′B′C ′

Δ
۱
۴

می‌دانیم در تبدیل طولپا، طول هر پاره‌خط با طول پاره‌خط تبدیل‌یافته‌اش برابر است، پس محیط  همان محیط ذوزنقه  است. گزینه 4  

مطابق شکل، طول قاعدۀ کوچک را  در نظر می‌گیریم. طبق فرض داریم:

 

 

‌شکل ذوزنقه به‌صورت روبه‌رو خواهد بود که در آن طول ساق مایل نیز برابر  می‌شود. محیط ذوزنقه برابر است با :

                     

150

A′B′C ′D′ABCD

a

= (AB + CD) × BH = ۲۱SABCD

۱
۲

⇒ (۲a + ۴)(a − ۲) = ۲۱ ⇒ − ۴ = ۲۱ ⇒ = ۲۵ ⇒ a = ۵
۱
۲

a۲ a۲

۵

= ۵ + ۵ + ۹ + ۳ = محیط۲۲

مطابق شکل تصویر مثلث  در انتقال با بردار  ) محل همرسی میانه‌های مثلث  است(، مثلث  است. ناحیۀ مشترک بین این دو مثلث، مثلث گزینه 2  

 است. تصویر یک پاره‌خط در یک انتقال با آن پاره‌خط موازی است، پس داریم:

ABC‌AA′
→

A′ABCA′B′C ′

DEA′

113



‌

نسبت میانه‌ها در دو مثلث متشابه، برابر نسبت تشابه است. از طرفی میانه‌ها در هر مثلث، یکدیگر را به نسبت  به  قطع می‌کنند، پس داریم:

151

}⇒ E ∼ A C
  ||AB ⇒ D||ABA′B′ A′

||AC ⇒ E||ACA′C ′ A′
A′D

Δ
B
Δ

۲۱

= ( = ( ⇒ = ⇒ = ۸
S DEA′

SABC

MA′

AM
)۲ ۱

۳
)۲ S DEA′

۷۲
۱
۹

S DEA′

، برابر  است. اگر  و  ، طول پاره‌خط‌ها  برابر و اندازۀ مساحت‌ها  برابر می‌شود. طول هر ضلع مربعی به طول قطر  می‌دانیم در یک تجانس به نسب  گزینه 1  

به‌ترتیب مساحت مثلث متساوی‌الاضلاع به طول ضلع  و مساحت مثلث تبدیل‌یافتۀ آن تحت این تجانس باشند، آنگاه داریم:
152k|k|k۲۲

−−
√۱SS ′

۴

S = × = ۴
۳
−−

√

۴
۴۲ ۳

−−
√

= ⇒ = ( = ⇒ = =
S ′

S
k۲ S ′

۴ ۳
−−

√

۱

۲ ۲
−−

√
)۲ ۱

۸
S ′

۴ ۳
−−

√

۸

۳
−−

√

۲

گزینه 4  

 مطابق شکل  و  است. چهارضلعی  محیطی است، بنابراین داریم:

‌

 

بازتاب تبدیلی طولپاست، پس  است و در نتیجه داریم:

‌
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A = ۸A′B = ۱۸B′A BA′B′

AB + = A + B = ۸ + ۱۸ = ۲۶A′B′ A′ B′

AB = = ۱۳A′B′

: A = A − B = ۱۶۹ − ۲۵ = ۱۴۴ ⇒ AH = ۱۲AHB
Δ

H ۲ B۲ H ۲

= AH(A + B ) = × ۱۲(۸ + ۱۸) = ۱۵۶SA BA′B′
۱
۲

A′ B′
۱
۲

گزینه 1  

فرض کنیم مطابق شکل، پاره‌خط  ویژگی موردنظر را دارد. در واقع نقطۀ  با دوران  نسبت به نقطۀ  بر نقطه  منطبق

می‌شود. پس بهترین کار آن است که دایرۀ کوچک را با دوران  حول نقطۀ  دوران دهیم و با دایرۀ بزرگ‌تر تقاطع دهیم. نقطۀ

تقاطع همان نقطۀ  خواهد بود و بدین ترتیب پاره‌خط  را از طرف  امتداد می‌دهیم تا دایرۀ کوچک را در نقطۀ  قطع کند.

 

‌توجه: با تجانس معکوس و ضریب تجانس  هم می‌توان این کار را انجام داد.

154

PQP۱۸۰∘
AQ

۱۸۰∘A

QQAAP

k = −۱

گزینه 3  

‌ابتدا  را  کیلومتر به‌سمت چپ )و موازی ساحل دریا( انتقال می‌دهیم و نقطۀ حاصل را  می‌نامیم. همچنین بازتاب  نسبت به ساحل دریا را نقطۀ  می‌نامیم. مطابق شکل مسیر

 کوتاه‌ترین جاده از  به  است که  کیلومتر آن در ساحل دریا قرار دارد:

‌

‌طول مسیر  برابر  کیلومتر است. مشابه همین کار را برای جادۀ دوم بین  و  انجام می‌دهیم.

‌‌

‌طول مسیر  برابر  کیلومتر است. در نتیجه طول جادۀ موردنظر برابر  کیلومتر می‌شود.

155

B۲B′AA′

BA′B′AB۲

: { = + = ۲۸۹ ⇒ = ۱۷HA′ B′
Δ H = ۱۰ + ۵ = ۱۵B′

H = ۱۰ − ۲ = ۸A′ − →−−−
فیثاغورس

A′B′۲ ۱۵۲ ۸۲
A′B′

BA′B′۱۷ + ۲ = ۱۹BC

: { = + = ۲۲۵ ⇒ = ۱۵B′′H ′C ′ = ۴ + ۸ = ۱۲B′′H ′

= ۱۱ − ۲ = ۹H ′C ′ − →−−−
فیثاغورس

B′′C ′۲ ۹۲ ۱۲۲
B′′C ′

BB′′C ′۱۵ + ۲ = ۱۷۱۹ + ۱۷ = ۳۶

طول وتر  در مثلث قائم‌الزاویه  برابر  می‌شود. رابطۀ فیثاغورس بین اضلاع مثلث  برقرار است، پس این مثلث در رأس  قائم‌الزاویه است: گزینه 1  BDBCD۴ ۲
−−

√ABDB

114



‌

، مساحت آن را ، نقطۀ  را می‌یابیم؛ با این کار بدون تغییر در محیط چهارضلعی  با بازتاب نقطۀ  نسبت به پاره‌خط 

افزایش می‌دهیم. مقدار مساحت زمین  برابر است با: 

 

‌

156

→ + (۴ = ۸۱ =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

AB = ۷

BD = ۴ ۲
−−

√

AD = ۹

۷۲ ۲
−−

√ )۲ ۹۲

CBDC ′ABCD

AB DC ′

= + = + = ۱۴ + ۸SAB DC ′ SABD SB DC ′

۷ × ۴ ۲
−−

√

۲
۴ × ۴

۲
۲
−−

√

گزینه 2  

دو دایرۀ  و  متخارج‌اند. محل تقاطع خط‌المرکزین با مماس‌های مشترک داخلی، مرکز تجانس معکوس  و محل تقاطع امتداد

خط‌المرکزین با مماس‌های مشترک خارجی، مرکز تجانس مستقیم  است. با توجه به شکل داریم: 

O¢

C¢

M¢

B
O C

M

 

‌
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CC ′B

A

∼ ⇒ = = ⇒ OB = × ۹ = ۳OMB
Δ

BO′M ′
Δ OB

BO′

OM

O′M ′
− →−−−−−−

ترکیب در مخرج OB

OO′

۲
۲ + ۴

۲
۶

∼ ⇒ = = ⇒ OA = × ۹ = ۹ONA
Δ

AO′N ′
Δ

OA

AO′
ON

O′N ′
− →−−−−−−

تفضیل در مخرج
OA

OO′

۲
۴−۲

۲
۲

در نتیجه با توجه به شکل  است.

O¢

C¢

O

C

N

N¢

A

‌

AB = OB + OA = ۱۲

گزینه 3  

نقطۀ  را به اندازۀ عرض رودخانه ) واحد( عمود بر راستای رودخانه به‌سمت بالا انتقال می‌دهیم،  لبۀ بالای رودخانه را در  قطع

می‌کند. پل  را مطابق شکل قرار می‌دهیم. کوتاه‌ترین مسیر ممکن  برابر است با: 

 

‌
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B۲AB′M

MNAMNB

AM + MN + NB = (AM + M ) + MN = A + MN = + ۲ = ۱۰ + ۲ = ۱۲B′ B′ +۶۲ ۸۲
− −−−−−

√

گزینه 1  

نقطۀ  را نسبت به خط  بازتاب می‌دهیم تا نقطۀ  به دست آید. محل تقاطع  با  نقطۀ  است. 

 

‌
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AdA′BA′dM

∼ ( ) = ⇒ = ⇒ ۵x = ۳۲ − ۳x ⇒ ۸x = ۳۲ ⇒ x = ۴AHM
Δ

BMH ′
Δ

زز − →−−−−−
تناسب اضلاع AH

BH ′

MH

MH ′

۳
۵

x

− x
۳۲
۳

: A = + = ۲۵ ⇒ AM = ۵AHM
Δ

M ۲ ۳۲ ۴۲

گزینه 3  

 می‌دانیم میانه‌های هر مثلث یکدیگر را به نسبت  به  قطع می‌کنند. بنابراین: 

‌

  ( می‌باشد و داریم: ( و با نسبت  نقطه  )وسط  ، نقطه  )وسط  ‌با توجه به نکتۀ بالا مجانس رأس  به مرکز  )محل همرسی میانه(‌ها با نسبت 

.

B CA²

A

C² B²
A¢

B¢ C¢
G

‌
داریم:

‌

160

۲۱

= , =
GA′′

AA′′

۱
۳

GA

AA′′

۲
۳

AG
۱
۲

A′AG−
۱
۲

A′′BC

A = G = G = AA′ A′ A′′ ۱
۳

A′′

= G + G = A + A = A = × × ۸ =A′A′′ A′ A′′ ۱
۳

A′′ ۱
۳

A′′ ۲
۳

A′′ ۲
۳

۳
−−

√

۲

۸ ۳
−−

√

۳
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‌به روش مشابه می‌توان نشان داد که  می‌باشد پس حاصل عبارت خواسته‌شده برابر است با:

‌

= =B′B′′ C ′C ′′
۸ ۳

−−
√

۳

+ + = ۳ × = ۸A′A′′ B′B′′ C ′C ′′
۸ ۳

−−
√

۳
۳
−−

√

گزینه 1  
طبق فرض داریم:

                                                  

                                                 

 بر  منطبق است پس 

161

= ۳ O = ۳x ⇒ A = ۳x − x = ۲x
OA′

AO
− →−−
OA=x

A′ A′

= ۲ ⇒ A = ۲x
AO′

AO
O′

‌O′A′= = ۰
A′O′

AO

۰
AO

گزینه 4  

‌ 
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= ⇒ =

S
OA′ B′
Δ

S
AOB

Δ

k۲ S
OA′ B′
Δ k۲S

AOB
Δ

= − ⇒ = − ⇒ = ( − ۱)S ABA′ B′ S
OA′ B′
Δ S

AOB
Δ S ABA′ B′ k۲S

AOB
Δ S

AOB
Δ S ABA′ B′ S

AOB
Δ k۲

⇒ ۸ = × ۲ × ۴( − ۱) ⇒ − ۱ = ۲ ⇒ k =
۱
۲

k۲ k۲ ۳
−−

√

گزینه 2  

 با توجه به فرض داریم:

‌

می‌دانیم ترکیب دو بازتاب متوالی نسبت به محورهای بازتاب متقاطع معادل یک دوران است به مرکز محل تقاطع دو محور و با زاویه
دورانی به اندازۀ دو برابر زاویه تقاطع دو محور بازتاب. بنابراین داریم:

 

‌
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+ (۲ = ⇒ A + A = B =۲۲ ۳
−−

√ )۲ ۴۲
B۲ C ۲ C ۲ − →−−−−−−−−

عکس قضیه فیثاغورس
Â ۹۰∘

AB = BC ⇒ =
۱
۲

Ĉ ۳۰∘

}⇒ M ⇒ M = CM ⇒ M = =
M =ĈM ′′ ۶۰∘

MC = CM ′′
متساوی‌الاضلاع است C

Δ
M ′′ M ′′ M ′′ + (۲۱۲ ۳

−−
√ )۲

− −−−−−−−−−
√ ۱۳

−−
√

گزینه 2  
می‌دانیم ترکیب دو بازتاب متوالی نسبت به محورهای بازتاب موازی معادل یک انتقال است با طول برداری به اندازۀ دو برابر فاصله بین دو

محور بازتاب. بنابراین داریم:
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A = ۲H = ۲kA′′ H ′

گزینه 1  

شکل روبه‌رو، این دو تجانس متوالی هم را نشان می‌دهد.
در این شکل داریم:

‌‌

  165

 
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

AB||MN

AB = MN
۲
۳
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‌‌در نتیجه:

‌= ⇒ = ⇒ y − ۲ = (x − ۳) (۱)mAB mMN

y − ۲
۳ − x

۱ + ۱
−۳ − ۲

۲
۵

AB = MN ⇒ = =
۲
۳

(x − ۳ + (y − ۲)۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−

√
۲
۳

+۵۲ ۲۲
− −−−−−

√ −→
(۱)

(x − ۳ + (x − ۳)۲ ۴
۲۵

)۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−

√
۲
۳

۲۹
−−

√

⇒ |x − ۳| = ⇒ |x − ۳| = ⇒
۲۹
۲۵

−−
√

۲
۳

۲۹
−−

√
۱۰
۳

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

x − ۳ = ⇒ x =
۱۰
۳

۱۹
۳

x − ۳ = ⇒ x =
−۱۰

۳
−۱
۳

مختصات نقاط  و  به‌صورت زیر می‌شوند: گزینه 2  

‌

شکل روبه‌رو، دوران نقطه  حول نقطه  به اندازۀ   درجه را نشان می‌دهد:
در این شکل داریم:

 

‌

‌در نتیجه:

‌
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BC

A B A C
∣

∣
∣
−۳
۴

− →−−−−−
y=x به خط

بازتاب نسبت ∣

∣
∣

۴
−۳

∣

∣
∣
−۳
۴

− →−−−−−
y به محور

بازتاب نسبت ∣

∣
∣

۳
۴

BC۱۲۰

BC = = = ۵(۴ − ۳ + (−۳ − ۴)۲ )۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−

√ ۵۰
−−

√ ۲
−−

√

= ( ) ⇒ BH = × ۵ =۶۰∘
ضلع روبه‌رو به

۳
−−

√

۲
وتر

۳
−−

√

۲
۲
−−

√
۵ ۶

−−
√

۲

BD = ۲BH = ۵ ۶
−−

√

مطابق شکل داریم: گزینه 4  

‌

‌پس  دوران‌یافتۀ  حول نقطه  با زاویه‌ای دو برابر زاویۀ بین دو خط است که چون زاویۀ دوران مضربی از  نیست، پس شیب
خط‌ها در این دوران حفظ نمی‌شود.
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{ ⇒ OA = O ⇒ = ۲(α + β) = ۲ × ( , Δ )
OA = OA′

O = OA′ A′′ A′′ OAA′′̂ Δ′ زاویۀ بین

A′′AO۱۸۰∘

  تصویر شود. چون انتقال، شیب خط‌ها را حفظ می‌کند. بنابراین:  انتقال دهیم تا بر مثلث  فرض کنید مثلث  را با بردار  گزینه 1  

A A

B C

M

CB ‌

‌

168

ABC
۱
۲
BC
→

A′B′C ′

AB|| ⇒ AB||M M C ∼ A C ⇒ = ( = ( =A′B′ B′ − →−−−−−−−
قضیۀ اساسی تشابه

B′
Δ

B
Δ SM CB′

SABC

CB′

BC
)۲ ۱

۲
)۲ ۱

۴

( به‌صورت طبق شکل زیر، در مثلث متساوی‌الساقین  زاویۀ رأس  درجه است، پس این مثلث، متساوی‌الاضلاع بوده و ارتفاع  )فاصلۀ مرکز از وتر  گزینه 4  
زیر است:

                                                                                   

 برابر است با: ‌مساحت قطاع 
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AOA′۶۰OHAA′

OH = OA ⇒ ۳ = r ⇒ r = ۶ ( )
۳
−−

√

۲
۳
−−

√
۳
−−

√

۲
شعاع دایره

AOA′

= (π ) = π( ) = ۶πS قطاع
۶۰∘

۳۶۰∘ r۲ ۱
۶

۶۲

گزینه 2  
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مطابق شکل، برای اینکه محیط شش‌ضلعی به کمترین مقدار برسد، باید بازتاب حول ضلع  )بزرگ‌ترین ضلع( انجام شود. به این موضوع

، ضلع  بزرگ‌ترین ضلع )وتر( است و در مثلث  هم ضلع  )وتر( بزرگ‌ترین مقدار را دارد. توجه کنید که در مثلث 

همچنین تصاویر  و  که روی ضلع  یعنی محور
بازتاب هستند، روی خودشان می‌افتد. 

داریم:

 

‌‌

170

BC

ADBDBDBCBC

BCBC

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

A B : AD = = = ۱۲D
Δ

B − AD۲ B۲− −−−−−−−−−√ −۲۰۲ ۱۶۲
− −−−−−−−

√

B C : DC = = = ۱۵D
Δ

B − BC ۲ D۲− −−−−−−−−−√ −۲۵۲ ۲۰۲
− −−−−−−−

√

AB CD = AB + AD + DC + C + + B = ۱۶ + ۱۲ + ۱۵ + ۱۵ + ۱۲ + ۱۶ = ۸۶A′D′ محیط D′ D′A′ A′

‌ضلعی منتظم، دایرۀ محیطی آن را به  کمان مساوی یکدیگر که ‌ضلعی منتظم همواره محاطی )و همچنین همواره محیطی( است. پس رئوس یک  می‌دانیم اولاً یک  گزینه 4  

‌ضلعی روی خودش منطبق شود همین  ، این  ‌ضلعی منتظم است؛ حداقل زاویه‌ای که لازم است تا طی دوران به مرکز  برابر  می‌باشد، تقسیم می‌کند. ثانیاً چون 

‌ضلعی روی خودش منطبق می‌شود: خواهد بود. درنتیجه، با زاویه‌هایی که مضارب صحیح  هستند هم 

α

O

A1 A2

A3

A12

171

nnn

۳۶۰∘

n
nOnα =

۳۶۰∘

n

αn

 

‌گزینه‌ای که مضرب صحیح  است، همان  می‌باشد.

n = ۱۲ → α = =
۳۶۰∘

۱۲
۳۰∘

۳۰∘۹۰∘

طبق شکل زیر، چون  و  دوران‌یافتۀ یکدیگر هستند، پس شعاع آنها یکسان است: گزینه 2  

O

O

1200
d

A
 

   

( دو دایره را به‌ دست می‌آوریم. دقت کنید چون  )شعاع دوران ثابت می‌ماند(، طبق قضیۀ فیثاغورس داریم: حال طول خط‌المرکزین )

در آخر، طول مماس‌های مشترک خارجی و داخلی را می‌یابیم:

‌
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CC ′

R = R′ → ۲ + m = ۳m − ۲ → m = ۲ → R = = ۴R′

dOA = A = ۴O′ ۳
−−

√

d = O = = = = ۴O′ O + OA۲ A ۲′
− −−−−−−−−−

√ ۴۸ + ۴۸
− −−−−−−

√ ۹۶
−−

√ ۶
−−

√

= = = =
طول مماس مشترک خارجی

طول مماس مشترک داخلی

− (R −d۲ R′)۲
− −−−−−−−−−−−

√

− (R +d۲ R′)۲
− −−−−−−−−−−−

√

۹۶ − ۰
− −−−−−

√

۹۶ − ۶۴
− −−−−−−

√

۴ ۶
−−

√

۴ ۲
−−

√
۳
−−

√

گزینه 4  

، پس می‌توان ، زاویه‌های  و  مساوی‌اند. به‌طریق مشابه داریم:  ، به‌دلیل هم‌نهشتی مثلث‌های  و  مطابق شکل، می‌دانیم تحت بازتاب نسبت به خط 

  را دوران‌یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  در نظر گرفت. 

 است. پس در حقیقت، یک مثلث  با زاویۀ رأس  مثلث  یک مثلث متساوی‌الساقین 

. متساوی‌الاضلاع خواهد بود. یعنی: 

 

173

dOAHO HA′Ô۱Ô۲=O۳
^ O۴

^

A′′AO۲α = ۶۰∘

OAA′′(OA = O )A′′= ۶۰Ô

A = OA = ۴A′′ ۳
−−

√

گزینه 2  

، پس مساحت با داشتن طول قطر مربع، طول ضلع این مربع )که  برابر قطر آن می‌باشد( عبارت است از: 

. مربع  برابر است با: 

 

؛ در نهایت، مساحت ناحیۀ بین این دو ، پس مساحت مربع ثانویه برابر است با  ‌چون مربع  مجانس مربع  است، با نسبت 

مربع عبارت است از: 

174

۲
−−

√

۲
a = × ۶ = ۶

۲
−−

√

۲
۲
−−

√

ABCDS = =a۲ ۳۶

A′B′C ′D′ABCDk =
۱
۳

= S = × ۳۶ = ۴S ′ k۲ ۱
۹

ΔS = S − = ۳۶ − ۴ = ۳۲S ′

گزینه 1  

، برابر طول پاره‌خط  است.  ، نقطۀ  می‌نامیم. مطابق شکل، کمترین مقدار  Dبازتاب  را نسبت به ساق قائم  AA
2 2 ACDA′MA + MBBA′
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پ و بر بر رین ل بق یم ی م ق ب ب ب ب

 
H

M

A

B

A

C2 6

6

در مثلث قائم‌الزاویه  داریم:
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HBA′

: = + B = + = قضیۀ فیثاغورس۱۰۰ A′B۲ A′H ۲ H ۲ ۶۲ ۸۲
→ B = ۱۰A′

مطابق شکل، مساحت دو مثلث  و  را به‌ترتیب  و  می‌نامیم، داریم: گزینه 2  
 

6
6-

4d

x

y

OA

d

B

B

A
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OABOA′B′SS ′

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

= ⋅ SS ′ k۲

S = × ۴ × =
۱
۲

۶
−−

√

۶

۶
−−

√

۳

⇒ = − SSABB′A′ S ′ = S − S = ( − ۱)S− →−−−−−

k= +۱۶√√

SABB′A′ k۲ k۲

= ( + ۱ − ۱) × = ۲۶
−−

√
۶
−−

√

۳

طبق فرض مسئله، قطر دایره برابر  واحد بوده، پس  شعاع دایره برابر  واحد است. مطابق شکل زیر، در مثلث قائم‌الزاویۀ  با استفاده از رابطۀ فیثاغورس گزینه 3  
داریم:

177۸R۴A′O′B′

 

   

  

)از آنجا که تجانس معکوس داریم، پس  و  در دو طرف مرکز تجانس  قرار می‌گیرند و  است.(

= ۴A′B′ ۲
−−

√

⇒ |k| = = = :نسبت تجانس ۴
A′B′

AB

۴ ۲
−−

√

۲
−−

√

⇒ = |k| = ۴
MO′

OM
⇒ M = ۴OM (۱)O′

OM + M = ۲۰− →−−−−
O =۲۰O′

فرض مسئله
O′ OM = ۴− →−−−

(۱) طبق
⇒ M = ۱۶O′

OO′Mk = −۴

طبق فرض مسئله داریم: گزینه 4  

M O O{

12

8

 

    

، »متقاطع« هستند، زیرا داریم:  دو دایرۀ  و 

‌

178

{R = ۹
OM = ۱۲

⇒ O = MO − M = ۴ ⇒− →−−

k=
۲
۳

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

k = = ⇒ M = ۸
MO′

MO

۲
۳

O′

k = = ⇒ = ۶
R′

R

۲
۳

R′

O′ O′ دو دایره متقاطع‌اند.

CC ′

< <|R − |R′

  
۳

OO′

  
۴

R + R′

  
۱۵

‌شکل زیر را در نظر بگیرید: گزینه 4  

G

G
AB

H

C

A B
H

  ‌ ‌‌‌
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= |k| = ۲
CG′

CG
→ C = ۲CGG′

G = C + CGG′ G′ = ۲CG + CG = ۳CG = × CH = ۲CH۳
۲

۳
= ۲ × × ۲ = ۶

۳
−−

√

۲
۳
−−

√

شکل زیر را در نظر بگیرید:‌ گزینه 3  
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SA′B′C ′D′ = ۴ ‌SABCD

= ۳
=SA′′B′′C ′′D′′ SABCD

−SA′B′C ′D′ SA′′B′′C ′′D′′

SABCD

ترکیب دو بازتاب با محورهای غیر موازی معادل یک دوران است به مرکز محل برخورد دو محور و زاویۀ دوران دو برابر زاویۀ بین محورها. در این سؤال زاویۀ بین دو گزینه 4  

  است، پس ترکیب این دو بازتاب معادل دوران  می‌باشد. پس این تبدیل شیب خطوط و جهت اشکال‌ها را حفظ می‌کند. خط 

نکته: دوران شیب خطوط را در حالتی که زاویۀ دوران مضرب صحیح  باشد، حفظ می‌کند.

181۹۰∘۱۸۰∘

۱۸۰∘

( را به  وصل می‌کنیم. محل برخورد  با  نقطۀ مورد نظر  است. گزینه 2 )بازتاب‌یافتۀ  نسبت به   
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B′BADCCB′AD(M)

MB + MC = M + MC = CB′ B′

: CHCB′
Δ

B′ = = ۱۳+۵۲ ۱۲۲
− −−−−−−

√

در دوران، زاویه بین هر پاره‌خط و تصویر آن برابر با زاویۀ دوران است یعنی  و داریم: گزینه 2  

A B

=BCB^ ۹۰۰

BCABC
Δ

ثاغ ف ۀ ق A + AB۲ C ۲
− −−−−−−−−−

√ ۴ + ۱۶
− −−−−−

√ BC ۲۲
−−

√ ۵
−−

√ C ۲
دوران طولپا است

B′ ۵
−−

√
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: BCABC قضیۀ فیثاغورس = =A + AB۲ C ۲√ ۴ + ۱۶√ → BC = = ۲۲۰√ ۵√ C = ۲− →−−−−−− B′ ۵√

: BBCB′
Δ

قضیۀ فیثاغورس B′ = =B + CC ۲ B۲
− −−−−−−−−−

√ (۲ + (۲۵
−−

√ )۲ ۵
−−

√ )۲
− −−−−−−−−−−−−−

√ = = ۲۲۰ + ۲۰
− −−−−−−

√ ۱۰
−−

√
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