
نام آزمون: 200 تست هندسه یازدهم فصل دو

(رشته ریاضی)

آموزشگاه پرسا

در یک صفحه، دو دایره به شعاع هاي متفاوت در نقطۀ  متقاطع اند. با استفاده از کدام تبدیل می توان از نقطۀ  خطی گذراند که در این دو  1
دایره، وترهاي مساوي ایجاد کند؟

بازتاب نسبت به نقطه بازتاب نسبت به خط دوران  درجه انتقال
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با استفاده از کدام تبدیل هندسی، داخل مثلث مفروض می توان مربعی محاط کرد که یک ضلع آن بر روي ضلع مثلث و دو رأس دیگر بر روي دو  2
ضلع این مثلث قرار گیرند؟

تجانس انتقال بازتاب دوران
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نقاط  و  در صفحۀ محورهاي مختصات مفروض  هستند و دو نقطۀ  و  همواره روي دو محور می لغزند. کمترین اندازة خط  3

، کدام است؟ شکستۀ 
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در شکل زیر،  وسط  و  است. اگر  تصویر  در تجانس به مرکز  و نسبت تجانس  باشد، مقدار  کدام است؟  4MABOM = 2OCA′AOKK
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، که دو رأس دیگر آن بر روي هر یک از دو خط نقطۀ  در صفحه دو خط متقاطع  و  است. در رسم مثلث متساوي الاضلاع به رأس   5
مفروض باشد، کدام تبدیل هندسی به کار می رود؟

دوران تجانس بازتاب انتقال

Add ′A

A B

E

D

Cα
در شکل مقابل،  ، ، و  زاویۀ  چند درجه است؟  6AB = ACAD = AE=CAB̂ 50

∘

=AED̂ 65
∘

α

115∘120∘

125∘130∘

km40

km4
km6

B

A

ساحل رودخانه

مطابق شکل دو شهر  و  مفروض اند. می خواهیم جاده اي از  به  بسازیم، به طوري که  کیلومتر از این جاده در ساحل رودخانه ساخته  7
شود. اندازة کوتاه ترین مسیر ممکن براي این جاده چند کیلومتر است؟
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دو خط  و  و نقطۀ   خارج آنها مفروض  هستند. براي رسم مثلث قائم الزاویه متساوي الساقینی با رأس  که دو سر قاعدة آن بر روي هر  8
دو خط مفروض اند، کدام تبدیل به کار می رود؟

انتقال بازتاب و تقارن دوران تجانس

ΔΔ′AA

کدام تبدیل زیر در حالت کلی، نقطۀ ثابت ندارد؟  9

تجانس بازتاب انتقال دوران

، کدام چهار نقطۀ  و  را در صفحۀ مختصات، در نظر بگیرید. کمترین طول خط شکستۀ   10
است؟
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در دوران به مرکز  و زاویۀ  در صفحه، خط  و تبدیل یافته اش در  متقاطع اند. زاویۀ  با خط  کدام است؟  11O68∘dPOPd

68∘56∘48∘22∘

دایرة  را با بردار انتقال  بر دایرة  تصویر می کنیم. اگر اندازة مماس مشترك داخلی این دو دایره برابر   12
باشد، اندازة مماس مشترك خارجی این دو دایره کدام است؟
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،  و  و  ارتفاع وارد بر  می باشد. اگر  و  به ترتیب بازتاب یافتۀ نقطۀ  نسبت در مثلث قائم الزاویه   13

( به  و  باشند، اندازة  کدام است؟ (

ABCBC = 6=B̂ 15∘AHBCH ′H ′′H
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در شکل زیر، اگر خط  را در تجانس به مرکز  و نسبت تجانس  تصویر کنیم و آن را  بنامیم، آن گاه مساحت بین خط  و  14

 و خطوط  و  چقدر است؟
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مطابق شکل، می خواهیم بین دو شهر  و  جاده اي بسازیم به طوري  که  کیلومتر از این جاده کنار ساحل دریا ساخته شود. اندازة کوتاهترین  15
مسیر ممکن براي این جاده چند کیلومتر است؟
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مطابق شکل، مثلث  را نسبت به خط  که از وسط اضلاع  و  می گذرد، بازتاب می دهیم. اگر ناحیۀ محصور بین  و تصویر  16

آن  باشد، مساحت مثلث  کدام است؟
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در شکل زیر،  وسط  و  است. اگر  تصویر  در تجانس به مرکز  و نسبت تجانس  باشد، مقدار  کدام است؟  17MABOM = 3OCA′AOkk
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نقطۀ  روي ضلع  از مربع  به گونه اي قرار دارد که  و  است. از بین مثلث هایی که دو رأس آن  و  و  18

رأس دیگر آن روي قطر  باشد، حداقل محیط ممکن کدام است؟

PABABCDAP = 5BP = 7BP
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19   و  مرکز دو دایره به شعاع  و  سانتی متر هستند. اگر سانتی متر باشد، فاصلۀ مرکز تجانس معکوس این دو دایره از مرکز
دایره به شعاع بزرگ تر چند سانتی متر است؟

OO′53O = 12O′

77٫588٫5

 1

در شکل،  مستطیل است و نقاط  و  به فاصلۀ  واحد از هم روي  حرکت می کنند. کمترین مقدار محیط ذوزنقه   20
کدام است؟
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در شکل زیر، اگر  و نقطۀ  را نسبت به خط  و سپس تصویر حاصل را نسبت به خط  بازتاب دهیم، فاصلۀ  از تصویر نهایی آن  21
کدام است؟
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22
−−

√

2 2
−−

√4

) خط  را در نقطۀ  با زاویۀ  قطع می کند. پاره خط  به طول  با خط  غیرموازي و غیرقاطع بوده و امتداد پاره خط  (از سمت   22

، نسبت  کدام است؟ ، اگر  و  و  در بازتاب نسبت به 
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،  و  است. اگر مثلث  تبدیل یافتۀ مثلث  تحت تبدیل طولپاي  در مثلث قائم الزاویۀ   23

باشد، مساحت مثلث  کدام است؟

( = )ABCÂ 90∘
BC = 6= 5B̂ ĈA′B′C ′ABCT
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در یک مثلث، دایرة محاطی داخلی را با نسبت تجانس  و به مرکز  تجانس می دهیم تا بر دایرة محیطی مثلث تصویر شود. اگر نقطۀ ثابت این  24

تبدیل، محل برخورد نیمسازهاي داخلی مثلث باشد، اندازة   کدام است؟
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،  و  به دست آوریم، نتیجۀ ترکیب این سه تقارن محوري کدام است؟ اگر قرینۀ شکل مقابل را به طور متوالی نسبت به محورهاي   25L1L2L3

مثلث  بازتاب مثلث  نسبت به خط گذرا از نقاط  و  و مثلث  بازتاب مثلث  نسبت به خط گذرا از نقاط  و  26

 است. مثلث  تصویر مثلث  تحت کدام تبدیل است؟

بازتاب نسبت به نیمساز  بازتاب نسبت به عمود منصف  دوران حول نقطۀ  و با زاویۀ  دوران حول نقطه  و با زاویه 

BCA′ABCCBCA′B′BCA′C

A′CA′B′ABC

A2ÂC2ĈBCBĈA′

کدام گزینه در مورد تبدیل، نادرست است؟  27

دوران، جهت شکل را حفظ می کند. بازتاب محوري، جهت شکل را حفظ نمی کند.

تجانس، شیب خط را حفظ می کند. انتقال لزوماً شیب خط را حفظ نمی کند.

در شکل زیر، طول تمامی پاره خط هاي کوچک برابر یک واحد و اندازة تمامی زاویه هاي حاده برابر  درجه است. می خواهیم با کمک تبدیل  28
هندسی مناسب مساحت این شکل را بدون تغییر در محیط تا حد ممکن افزایش دهیم. نسبت مساحت شکل جدید به شکل اولیه چقدر است؟
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. آنگاه با توجه به شکل مقابل، نقاط  و  روي  (به طرف راست) چنان قرار دارند که همواره فاصلۀ آنها از یکدیگر  باشد و   29

کمترین مقدار  کدام است؟

MNCD4CD = 8
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شکل زیر، تقاطع دو خیابان انقلاب و حافظ به ترتیب با عرض هاي ثابت  و  را نشان می دهد. شخصی می خواهد از نقطۀ  به سمت دیگر  30

خیابان انقلاب رفته و سپس به نقطۀ  برود. طول کوتاهترین مسیر ممکن کدام است؟
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در شکل زیر، دو دایره در نقطۀ  برهم مماس اند. مقدار  کدام است؟  31Mx
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، عمود ، اگر بخواهیم مسیر بین دو خط موازي  و  در شکل مقابل،  و  دو رأس از مستطیل به ابعاد  و  هستند. در حرکت از  به   32
بر آن دو باشد، طول کوتاه ترین مسیر ممکن کدام است؟
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اگر اوساط اضلاع مثلثی را به هم وصل کنیم، مثلثی حاصل می شود که با مثلث اصلی متجانس است. مرکز تجانس کدام است؟  33

نقطه تلاقی سه میانه مثلث اصلی نقطه همرسی سه ارتفاع مثلث اصلی

نقطه تلاقی سه عمودمنصف مثلث اصلی نقطه همرسی سه نیمساز مثلث اصلی

) قرار مثلث قائم الزاویه  به طول وتر  واحد مفروض است. این مثلث را توسط بردار  که در جهت بردار  ( وسط وتر   34

، کدام است؟ دارد، انتقال می دهیم. اگر مساحت محدود بین مثلث اولیه و جدید،  مساحت اولیه باشد، اندازه بردار
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در شکل زیر، دو خط موازي  و  به فاصلۀ  ازهم قرار دارند. اگر مثلث  تصویر مثلث  تحت بازتاب نسبت به  و  35

 تصویر  تحت بازتاب نسبت به  باشد، کدام گزینه درست است؟

 انتقال یافتۀ  است و 

 انتقال یافتۀ  است و 

 انتقال یافتۀ  است و 

 بازتاب  نسبت به یک خط است.
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مثلث قائم الزاویۀ متساوي الساقین  مفروض است. اگر این مثلث را به مرکز  با زاویۀ  در جهت  36
مثلثاتی دوران دهیم، مساحت ناحیۀ محصور بین تصویر و مثلث اولیه کدام است؟

(AB = AC = 2 , = )ABCÂ 90∘
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، کدام ،  و  در صفحۀ مختصات مفروض  هستند. کمترین اندازة خط شکستۀ   ، چهار نقطۀ   37
است؟
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در شکل مقابل ذوزنقۀ  با تجانس بر ذوزنقۀ  تصویر می شود. اگر  و  باشد، آنگاه مرکز و نسبت این  38
تجانس کدام است؟

 ، محل برخورد امتدادهاي  و   ، محل برخورد عمودمنصف هاي  و 

 ، محل برخورد امتدادهاي  و   ، محل برخورد عمودمنصف هاي  و 
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در شکل مقابل  است. نقطۀ   را نسبت به خط  و سپس تصویر حاصل را نسبت به خط  بازتاب می دهیم. فاصلۀ نقطۀ  از تصویر  39
نهایی آن کدام است؟
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، زاویه ي  چند درجه است؟ ،  و   ، در شکل زیر   40AB = ACAD = AEC B =Â 40∘
A D =Ê 70∘
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،  نیمساز زاویۀ  با ضلع  در  متقاطع است. رأس  را نسبت به  بازتاب می دهیم تا به در متوازي الاضلاع   41

 برسیم. اگر محیط  دو برابر محیط  باشد، نسبت مساحت  به مساحت  کدام است؟

AB > BCABCDCABNBCN
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وسط اضلاع لوزي مقابل را متوالیاً به هم وصل می کنیم، مساحت شکل حاصل  واحد مربع می شود. این لوزي را به مرکز  به اندازة  در  42

جهت ساعتگرد دوران می دهیم تا چهار ضلعی  حاصل شود، اندازة  کدام است؟

10O15∘

A′B′C ′D′×A′C ′ B′D′
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مثلث   به طول اضلاع  و  را حول رأس  دوران می دهیم تا بر مثلث  تصویر شود. اگر   43

باشد، آن گاه طول  کدام است؟

ABCBC = 12AC = 20CA′B′C ′A = 10A′
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دو خط متقاطع  و  و پاره خط  در صفحۀ آنها مفروض است. براي رسم پاره خطی موازي و مساوي  که دو سر آن بر روي این دو خط  44
باشد، کدام تبدیل هندسی به  کار می رود؟

تجانس دوران انتقال بازتاب

dd ′ABAB

ها بر خودش ) رأس  و عرض رأس هاي  و  به ترتیب  و  است. اگر بازتاب نقطۀ  نسبت به محور  ، نقطۀ ( در مربع   45

منطبق شود، فاصلۀ بازتاب نقطۀ  نسبت به قطر  از مبدأ مختصات چقدر است؟
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ها بر خودش در مربع  نقطه  رأس  و طول رأس هاي  و  به ترتیب  و  است. اگر بازتاب نقطۀ  نسبت به محور   46

منطبق شود، فاصلۀ بازتاب نقطۀ  نسبت به قطر  از مبدأ مختصات چقدر است؟

ABCD(3,5)BCD5٫53Dx

CBD

2٫56٫5
−−−

√6
−−

√2

فاصلۀ نقطۀ  تا خط  برابر  واحد است و نقطۀ  بازتاب نقطۀ  نسبت به خط  است. اگر نقطۀ  روي خط  و  باشد،  47

فاصلۀ نقطۀ  از  به کدام عدد نزدیک تر است؟

Ad8A′AdMdAM = 17
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،  و ،  و  به ترتیب انتقال یافتۀ نقاط  ) انتقال می دهیم. اگر  مثلث  با مساحت  را با بردار  (ارتفاع وارد بر ضلع   48

 باشند، مساحت پنج ضلعی  کدام است؟ (زاویه هاي مثلث  حاده هستند.)
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مثلث  را که در آن  است ابتدا با بردار  انتقال می دهیم تا مثلث  حاصل شود و سپس مثلث جدید را با بردار  49

 انتقال می دهیم تا مثلث  به دست آید. اندازة زاویۀ  کدام است؟
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دو پاره خط موازي  و  به ترتیب به طول هاي  و  واحد و به فاصلۀ  واحد از یکدیگر، تصویر هم در دو تجانس مستقیم و  50

( معکوس هستند. فاصلۀ مراکز تجانس ها کدام است؟ (

ABA′B′101520

A = BA′ B′

24364854

تبدیل  یک دوران به مرکز  است و می دانیم  و مثلث  متساوي الاضلاع است. اگر نقطۀ  با  بار دوران  51

 روي نقطۀ  تصویر شود، نسبت  کدام است؟

ROR(R(R(R(A)))) = A′AOA′A6

RB
AB

AA′

2
3
2

3
−−

√2
−−

√

. دو پاره خط  و  با چه زاویه اي همدیگر را قطع می  کنند؟ در شکل مقابل،   52

    

AB = AC = AD = AECEBD

35∘40∘70∘110∘

، نقطۀ  می نامیم. اگر نقطۀ  را به اندازة  به نقطۀ  به فاصلۀ  از خط  قرار دارد. تصویر  را تحت بازتاب نسبت به خط   53

مرکز  در جهت ساعتگرد دوران دهیم تا نقطۀ  حاصل شود، طول پاره خط  کدام است؟

A4 3
−−

√dAdA′A120∘

A′A′′AA′′

12162428

در یک مثلث، دایرة محیطی را با نسبت تجانس  و به مرکز  تجانس می دهیم تا بر دایرة محاطی داخلی مثلث تصویر شود. اگر نقطۀ ثابت این  54

تبدیل، محل برخورد عمودمنصف هاي مثلث باشد، مقدار  کدام است؟

kM

k

3
4

3
−−

√

2

1
2

1
4

 

A

C D

B

دو شهر  و  مطابق شکل زیر به فاصلۀ  کیلومتر از یکدیگر در یک طرف رودخانه اي قرار دارند. می خواهیم از  به  جاده اي بسازیم  55

به طوري که  کیلومتر آن کنار رودخانه باشد. اگر دو شهر  و  به ترتیب  و  کیلومتر از رودخانه فاصله داشته باشند، طول کوتاه ترین جادة ممکن
است؟

AB10AB

3AB39

1315

1618

7
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200 تس

آموزشگاه پرسا



در مثلث متساوي الاضلاع  به طول ضلع  واحد، نقاط  و  را به ترتیب روي اضلاع  و  و به فاصله هاي  و  واحد از رأس   56

انتخاب می کنیم. اگر  نقطۀ دلخواهی روي ضلع  باشد، کمترین مقدار  کدام است؟

ABC6MNABAC34A

PBCMP +NP

5 6
−−

√

2
3 + 7

−−
√531

−−
√

، هر نقطه را به قرینۀ آن نسبت به مبدأ مختصات نظیر می کند. در این صورت کدام گزینه صحیح است؟ تناظر  در صفحۀ   57

 تبدیل نیست. تبدیل است ولی طولپا نیست.

 یک تبدیل طولپا است ولی شیب خط ها را ثابت نگه نمی دارد. یک تبدیل طولپا است که شیب خط ها را ثابت نگه می دارد.

TP

TT

TT

A
B

C D

رودخانهکیلومتر8

دو شهر  و  مطابق شکل به فاصله هاي  و  کیلومتري از یک رودخانه و در یک طرف آن واقع اند. می خواهیم جاده اي از  به  بسازیم به  58

طوري که  کیلومتر از این جاده در ساحل رودخانه ساخته شود. طول کوتاه ترین مسیر  کدام است؟

AB12AB

4ACDB

57

911

 

در ذوزنقۀ قائم الزاویۀ زیر، طول قاعده ها برابر  و  و طول ساق قائم برابر  است. اگر  نقطه اي دلخواه روي ساق قائم  باشد، کمترین  59

مقدار محیط  کدام است؟

2712EAD

BEC
Δ

1521

2832

نقطۀ  در صفحۀ دایرة  و به فاصلۀ  واحد از نقطۀ  قرار دارد.  مجانس دایرة  به مرکز  و نسبت  است، به طوري  60

که  و  فقط یک نقطۀ مشترك دارند. طول مماس مشترك خارجی این دو دایره کدام است؟

MC(O,3)5OC ′CMk > 1

CC ′

8121520

 

) رفته، بشکه هاي آب را پر کند و به نقطۀ  بازگشت نماید. هرگاه فاصلۀ مطابق شکل روبه رو، قرار است کارگري از نقطۀ  به کنار رودخانه (  61

 و  تا رودخانه به ترتیب  و  متر و فاصلۀ دو نقطۀ  و  از یکدیگر  متر باشد، طول کوتاهترین مسیر برابر کدام است؟

AdB

AB2050AB50

85٫8

70٫4

75٫2

80٫6

یک مثلث متساوي الاضلاع در دو تجانس با نسبت هاي  و  و به مرکز تجانس محل همرسی میانه ها، تصویرشده است. مساحت بین این دو  62

تصویر، چند برابر مساحت مثلث اولیه است؟

−
1
2

1
2

1
3

1
5

1
4

1
6

یک مربع را در تجانس با نسبت  و به مرکز محل تلاقی قطرها تصویر کرده ایم. اگر مساحت بین دو مربع 16 باشد، قدرمطلق تفاضل  63

محیط هاي دو مربع کدام است؟

−
5
3

2468

8
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، تصویر رأس  تحت بازتاب نسبت به امتداد قطر  را  می نامیم. سپس  را نسبت به امتداد  در مستطیل  که   64

بازتاب می دهیم تا نقطۀ  به دست آید. اگر  روي امتداد ضلع  واقع باشد، آنگاه مساحت مستطیل  کدام است؟

ABCDAD = 1DACD′ACD′

A′A′BCABCD

2
−−

√3
−−

√23

، مثلث متساوي الاضلاعی به ارتفاع  است. مربعی تبدیل یافتۀ مثلث متساوي الاضلاعی به ضلع  تحت تجانس به مرکز  و نسبت تجانس   65

به ضلع  تحت این تجانس به مربعی با کدام مساحت تبدیل می شود؟

4 3
−−

√Ok2
3−−√

2
1
6

1
8

1
12

1
16

 10

6A B

CD

ذوزنقۀ متساوي الساقین زیر به ارتفاع  واحد مفروض است. اگر دو قاعدة آن تصویر یکدیگر در دو تجانس مستقیم و معکوس باشند، آنگاه  66
فاصلۀ مراکز تجانس کدام است؟

12

2222٫5

2323٫5

A

B
M

CD  

در شکل مقابل، مربعی به قطر  و نیز مربعی دیگر به قطر  ایجاد می کنیم. اگر این دو مربع در رأس  مشترك باشند، کدام گزینه  67
صحیح است؟

مثلث  متساوي الساقین است.

» صحیح است. گزینه هاي « و 

ADBCO

AC = BD

A D = 90M̂

ACD

12

مربعی به ضلع  را به اندازة  حول مرکز تقارن آن دوران می دهیم. مساحت سطح محصور بین مربع و تصویر آن کدام است؟  684 + 2 2
−−

√45∘

8 + 8 2
−−

√16 + 16 2
−−

√8 + 16 2
−−

√16 + 8 2
−−

√

ها قرار دهیم که محیط مثلث  مینیمم باشد، آنگاه دو نقطۀ  و  مفروض اند. اگر نقطۀ  را به گونه اي روي محور   69

طول نقطۀ  کدام است؟

A(−3,13)C(5,3)BxABC

B

−1
7
2

−7
1
2

مثلث  را در یک تجانس معکوس بر مثلث  تصویر می کنیم. اگر رئوس مثلث  روي اضلاع مثلث  قرار گیرد،  70
نسبت تجانس کدام است؟

ABCA′B′C ′ABCA′B′C ′

−
3
2

−2−3−
4
3

مساحت مثلث  در دو تجانس به مرکز  و با نسبت هاي  و  به ترتیب  و  برابر شده است. اگر  و  و  تصاویر  71

نقطۀ  در این دو تجانس باشند، آگاه بیشترین مقدار ممکن براي طول پاره خط  کدام است؟

ABCOk1k24
25
4

OA = 4A1A2

AA1A2

12182541

 

A

B

d

در شکل زیر، نقطۀ  به فاصلۀ  واحد از خط  و  واحد از نقطۀ  مفروض است. نقطۀ  را روي خط  چنان انتخاب می کنیم که  72

 کمترین مقدار ممکن را دارا باشد. اگر این مقدار مینیمم برابر  باشد، طول  کدام است؟

A8٫5d8BMd

MA+MB15MA

161
30

289
30

27
5

48
5

9
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A

CD

B

 

،  و  است. اگر این مستطیل را در جهت خلاف حرکت عقربه هاي ساعت حول در شکل زیر در مستطیل   73

نقطۀ  به اندازة  دوران دهیم، مساحت ناحیۀ مشترك بین مستطیل  و تصویر آن تحت این دوران کدام است؟

ABCDBC = 3
−−

√B C =Â 30∘

A60∘
ABCD

3
−−

√

2
13

−−
√2

اگر دایرة  مجانس دایرة  در تجانس مستقیم به مرکز  و  باشد، اندازة وتر مشترك دو دایرة  و   74
کدام است؟

( ,3)C ′ O′C(O,4)MMO = 20CC ′

2٫43٫64٫86

دو خط   و  مفروض اند. چند نقطه در صفحه شامل این دو خط وجود دارد که دوران یافتۀ خط  حول آن نقطه بر  منطبق گردد؟  75

بی شمار

dd ′dd ′

124

O

d1 d2

 

بازتاب مربع را ابتدا نسبت به خط  و سپس بازتاب شکل حاصل را نسبت به خط  رسم می کنیم. تبدیلی که مربع اولیه را به آخرین شکل  76

تصویر می کند، چند نقطۀ ثابت تبدیل دارد؟ ( مرکز مربع است.)

بی شمار صفر

d1d2

O

12

در یک انتقال رأس مثلثی به مرکز ثقل آن منتقل شده است. مساحت ناحیۀ مشترك بین مثلث و تصویرش، چه کسري از مساحت مثلث اولیه  77
است؟

1
3

1
4

1
9

4
9

خط  تحت انتقال با هریک از دو بردار عمود بر هم به اندازه هاي  و  روي خط  تصویر می شود. طول کوتاه ترین برداري که خط  را به  78

 تبدیل می کند، کدام است؟

d1520d ′d

d ′

9101225

مثلث  را با بردار  انتقال می دهیم تا بر مثلث  تصویر شود. اگر  روي ضلع  و  باشد، اندازة  79

مساحت ناحیۀ مشترك بین این دو مثلث چه کسري از مساحت مثلث  است؟

ABCCC ′
−→−

A′B′C ′C ′ACC = 3AC ′ C ′

A′B′C ′

1
3

1
4

1
9

1
16

نقاط  و  در یک طرف خط  و به ترتیب به فاصلۀ  و  واحد از این خط قرار دارند. بازتاب این نقاط نسبت به خط  را  و  می نامیم.  80

اگر چهارضلعی  محیطی باشد، مساحت آن کدام است؟

ABd14dA′B′

A BA′B′

10204080

A

B

C F

E
2 4
3

96
12

با توجه به شکل زیر، با کدام تبدیل می توان مثلث  را متجانس مثلث  نمود؟  81

بازتاب محوري با محور 

دوران حول مرکز  و به زاویه ي 

دوران حول مرکز  و به زاویه ي 

بازتاب نسبت به نقطه ي همرسی میانه هاي مثلث 

AEFABC

AC

AFAĈ

AFAB̂

ABC

10
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در شکل زیر،  مربع به طول ضلع  و  و  مثلث هاي متساوي الاضلاع هستند. اگر بخواهیم مساحت چندضلعی   82

 را بدون تغییر در تعداد اضلاع و محیط چندضلعی افزایش دهیم، مقدار این افزایش مساحت کدام است؟

BQRD2ABQCBD

ABCDRQ

4

4 3
−−

√

2

2 3
−−

√

نقطۀ  مرکز تجانس مستقیم دو دایره به شعاع هاي  و  است. اگر فاصلۀ مراکز این دو دایره برابر  باشد، آنگاه اندازة شعاع دایره اي که با  83

دایرة بزرگ تر مماس خارج و مجانس آن با نسبت تجانس بزرگ تر از یک به مرکز نقطۀ  می باشد، کدام است؟

A236

A

2/83/64٫24/8

نقطۀ  تصویر نقطۀ  تحت دوران  در خلاف جهت حرکت عقربه هاي ساعت حول مبدأ مختصات است.  84

حاصل  کدام است؟

صفر

Q(m,2n− 2)P (n,m+ 2)90∘

2m− n

2−4−2

 

A

NM

B C
600

800

در مثلث مقابل، مقدار زاویۀ بین مجانس هاي  و  نسبت به مرکز تجانس  و با نسبت  کدام است؟  85ANMNCk =
3−−√

2
40∘20∘

70∘80∘

دایرة  و نقطۀ  مفروض اند. اگر  و دایرة  مجانس دایرة  به مرکز  و نسبت  باشد، آنگاه طول مماس  86
مشترك داخلی دو دایره کدام است؟

دو دایره متقاطع اند و مماس مشترك داخلی ندارند.

C(O,2)AOA = 7( , )C ′ O′ R′CA2

2 3
−−

√

13
−−

√4

اگر طول خط المرکزین دو دایرة  و  برابر  باشد، فاصلۀ مرکز تجانس معکوس دو دایره تا مرکز دایرة کوچک تر کدام  87
است؟

C(O,2)( ,5)C ′ O′8

40
7

16
7

35
8

3

، با زاویۀ  دوران دهیم تا خط جدید، خط  را در نقطۀ  قطع نقطۀ  به فاصلۀ  واحد از خط  مفروض  است. اگر خط  را حول نقطۀ   88

کند، فاصلۀ  تا مرکز دوران کدام است؟

O12ddO60∘
dP

P

8 3
−−

√3
−−

√1624

یک مثلث متساوي الاضلاع را با تجانسی که مرکز آن نقطۀ همرسی میانه ها و به نسبت  است، تصویر می کنیم. اگر مساحت ناحیۀ بین  89

مثلث و تصویرش برابر  باشد، محیط مثلث اولیه کدام است؟

k =
1
3

3
−−

√

9 2
−−

√3 2
−−

√
9 2

−−
√

2
6 2

−−
√

11
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، دایرة  دو دایرة  و  مماس خارج اند. تحت یک تجانس مستقیم به مرکز  یا تحت یک تجانس معکوس به مرکز   90

روي دایرة  تصویر می شود، اندازة  کدام است؟

C(O,3)( ,5)C ′ O′MM ′C

C ′MM ′

12151718

 

D

A E

B

C

7/5 6

95

4
6

با توجه به شکل مقابل، با کدام تبدیل می توان مثلث  را متجانس مثلث  نمود؟  91

دوران به مرکز  و به زاویۀ 

دوران به مرکز  و به زاویۀ 

بازتاب محوري با محور 

بازتاب نسبت به نقطۀ همرسی میانه هاي مثلث 

ABCADE

ABAE^

ABAD^

AE

ADE

 

A

P N

MB C

،  و  امتداد می دهیم تا به نقاط  و  ،  و  را به اندازة  طول آنها از طرف نقاط  در مثلث  میانه هاي   92

برسیم. اگر مثلث  مجانس مثلث  باشد، نسبت تجانس کدام است؟

ABCAMBNCP
3
4

MNP,B′ A′C ′

A′B′C ′ABC

−1−
9
4

−
9
8

−
13
8

، تصویر هم در دو تجانس مستقیم و معکوس هستند. فاصلۀ مراکز این دو تجانس از یکدیگر کدام دو دایرة مماس خارج و به شعاع هاي  و   93
است؟

23

1512108

، نقطۀ  بر نقطۀ  تصویر می شود. طول ، نقطۀ  بر نقطۀ  و تحت تجانس به مرکز  و نسبت  تحت تجانس به مرکز  و نسبت   94

پاره خط  چند برابر طول پاره خط  است؟

O
3
2

ABA−
3
5

BC

BCOC

8
7

7
8

8
9

9
8

، نقطۀ  را با بردار  به نقطۀ  و نقطۀ  را با بردار  به نقطۀ  انتقال ، نقطۀ  را با بردار  به نقطۀ  در مثلث   95

می دهیم. مساحت مثلث  چند برابر مساحت مثلث  است؟

ABCABC
→

A′BCA
→

B′CAB
→

C ′

A′B′C ′ABC

1249

،  واحد باشد و راستاي  با محور بازتاب پاره خط  بازتاب پاره خط  نسبت به خط  است. اگر فاصلۀ نقطۀ  از خط  و نقطۀ   96

زاویۀ  درجه بسازد، مساحت چهارضلعی  کدام است؟ ( از  به محور بازتاب نزدیک تر است.)

A′B′ABdAdB4AB

30ABB′A′AB

10 3
−−

√20 3
−−

√30 3
−−

√40 3
−−

√

A

E

D

B C

1000

200

150

، مساحت آن را افزایش دهیم، مساحت شکل جدید چقدر بیشتر از مساحت شکل اگر بدون تغییر در محیط و تعداد اضلاع چندضلعی   97
(AD=8)اولیه است؟

ABCDE

84

162
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200 تس
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A

رودخانه

B

می خواهیم از شهر  به شهر  مطابق شکل یک جاده بسازیم. قسمتی از جاده پلی است که بر رودخانه عمود است. حداقل طول مسیر چند  98
کیلومتر است؟ (فاصلۀ عمودي و افقی نقاط شبکۀ مقابل یک کیلومتر است. )

AB

56

78

،  و  قرار دارند. اگر در یک تجانس معکوس و انقباضی به ،   و  از نقطۀ  به ترتیب به فاصله هاي  روي محور  ها سه نقطۀ   99

، نقطۀ  بر  تصویر شود، نسبت  کدام است؟ مرکز 

xABCx = 0123

ABC
AB

BC

0٫20٫611٫5

، نقطۀ  می نامیم. اگر نقطۀ  را حول نقطۀ  نقطۀ  به فاصلۀ  از خط  قرار دارد. تصویر نقطۀ  را تحت بازتاب نسبت به خط   100

به اندازة  در جهت حرکت عقربه هاي ساعت دوران دهیم تا نقطۀ  حاصل شود. آنگاه طول پاره خط  کدام است؟

A2 6
−−

√dAdA′AA′

120∘
A′′AA′′

15 2
−−

√12 2
−−

√10 2
−−

√9 2
−−

√

دو خط موازي  و  به فاصلۀ   در صفحه قرار دارند. بازتاب مثلث  نسبت به خط  را  و بازتاب  را  101

،  و  ،  و  به ترتیب تبدیل یافتۀ نقاط  ، آن گاه اندازة  کدام است؟ ( ،  می نامیم. اگر  نسبت به خط 

،  و  هستند.) ،  و  به ترتیب تبدیل یافتۀ نقاط  و نقاط 

   

d1d24 −mABCd1A′B′C ′
Δ

A′B′C ′
Δ

d2A′′B′′C ′′
Δ

A = m+ 1A′′BB′′A′B′C ′ABC

A′′B′′C ′′A′B′C ′

5
2

3
2

10
3

7
3

اگر نقطۀ  محل تلاقی قطر هاي ذوزنقۀ  باشد، آنگاه تبدیل یافتۀ پاره خط  تحت کدام یک از تبدیل هاي زیر،  102

موازي با پاره خط  نیست؟

تجانس معکوس به مرکز  و به نسبت  بازتاب نسبت به خط 

دوران به مرکز  و زاویۀ  انتقال با بردار 

O(AB||CD)ABCDAB

AB

CDO2

CD
→

OAOB

نقطۀ  را به مرکز  و زاویۀ  درجه دوران می دهیم تا بر نقطۀ  تصویر شود، سپس  را در دوران به مرکز  و زاویۀ   103

درجه بر نقطۀ  تصویر می کنیم. کدام تبدیل نقطۀ  را بر  تصویر می کند؟

انتقال با بردار  انتقال با بردار 

دوران به مرکز وسط  و زاویۀ  بازتاب نسبت به خط 

MO180M ′M ′O′180

M ′′MM ′′

2OO′
−→−

2 OO′
−→−

OO′OO′180∘

، تبدیل بازتاب نسبت به خط  باشد به  ، خط  را در نقطه اي بجز  و  با زاویه  درجه قطع نموده است. اگر  پاره خط  به طول   104

، آن گاه اندازة مساحت چهارضلعی  کدام است؟ طوري که  و 

AB4LAB45SL

S(A) = A′S(B) = B′A BA′ B′

88 2
−−

√1616 2
−−

√

می سازد و نقطۀ  روي خط  واقع است. اگر  بازتاب نقطۀ  نسبت به خط  باشد، شعاع پاره خط  به طول  با خط ، زاویه   105

کوچک ترین دایرة محاطی خارجی مثلث  کدام است؟

AB4 2
−−

√d45∘AdB′Bd

ABB′

2
−−

√22 2
−−

√4

، دایرة دو دایرة  و  مماس خارج اند. تحت یک تجانس مستقیم به مرکز  یا تحت یک تجانس معکوس به مرکز   106

 روي دایرة  تصویر می شود. اندازة  کدام است؟

C(O,2)( ,4)C ′ O′MM ′

CC ′MM ′

56810
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1 1 1A

C

B
d1 d2 d 3

، مثلث  را ابتدا نسبت به  بازتاب داده تا  به دست آید و سپس ،  و  مطابق شکل با فرض موازي بودن خطوط   107

 را نسبت به  بازتاب می دهیم  تا  حاصل شود و در نهایت  را نسبت به  بازتاب می دهیم، تا  حاصل

شود. اگر فاصلۀ رأس  تا خط  برابر  باشد آنگاه طول  کدام است؟

d1d2d3ABCd3A′B′C ′

A′B′C ′d2A′′B′′C ′′A′′B′′C ′′d1A′′′B′′′C ′′′

Ad11AA′′′

4

3

2

1

P
d

A B C D

،  و  قطع  ، دو دایره با شعاع هاي یکسان، در نقطۀ  مماس برون اند. اگر خط قاطعی به موازات خط  المرکزین، دو دایره را در نقاط   108
کند، آن گاه کدام گزینه صحیح است؟

هر سه گزینه صحیح است.

PABCD

A C = B DP̂ P̂A C =P̂ 90∘

B D =P̂ 90∘

αA

B

C

فرض کنید  نشانگر بازتاب نسبت به یک خط ثابت باشد. اگر مثلث روبه رو را تحت این بازتاب به گونه اي تصویر کنیم که  109

، آن گاه کدام گزینه تصویر مثلث  تحت بازتاب  را به درستی نشان می دهد؟

S

B

C

αA( (

S

B

C

αA( ( S

B

C

α A( (
S

B

C

α A( (

S

S(C) = B,S(B) = CABCS(AB < AC)

،  و  است. اگر مثلث   تبدیل یافته   تحت تبدیل طولپاي  باشد، مساحت در مثلث   110

مثلث  کدام است؟

ABC= B = 3Â
3
2

ĈBC = 12A′B′C ′A CB
Δ

T

A′B′C ′

36 2
−−

√18 2
−−

√36 3
−−

√18 3
−−

√

، تحت دوران  در جهت مثلثاتی حول مبدأ مختصات دایرة  است. اندازة مماس ، به مرکز  و شعاع  دوران یافتۀ دایرة   111

مشترك داخلی این دو دایره، کدام است؟

C(−2,3)
5
2

3π
2

C ′

12
−−

√3
−−

√2

از بین مثلث هایی که در ضلع ثابت  مشترك و مساحت هر یک از آنان  واحد مربع باشد، کمترین مقدار محیط کدام است؟  112AB = 1648

38343632

، خطی موازي با  رسم می کنیم تا  را نقاط  و  به ترتیب مجانس نقاط  و  به مرکز  و با نسبت  هستند. از نقطۀ   113

در نقطه اي مانند  قطع کند. مساحت متوازي الاضلاع  چند برابر مساحت مثلث  است؟ ( ،  و  در یک راستا قرار ندارند)

A′B′ABOk = 4BOAA′B′

CABCA′OABOAB

681012

14

ت هندسه یازدهم فصل دو (رشته ریاضی)
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یک دایره را در تجانسی با نسبت تجانس  و به مرکز تجانس مرکز دایره تصویر کرده ایم. اگر مساحت بین دایره و تصویرش  باشد،  114
محیط دایرة اولیه چقدر است؟

0٫616

121012 π−−√10 π−−√

مربع  و نقطۀ  به فاصلۀ  واحد از رأس  در صفحه مفروض هستند. نقطۀ  را ابتدا نسبت به ضلع  و سپس نسبت به قطر  115

 بازتاب می دهیم. اگر  نقطۀ حاصل از دو تبدیل متوالی باشد، آن گاه اندازة  کدام است؟ ( خارج مربع قرار دارد.)

ABCDM2AMAD

ACM ′MM ′M

242
−−

√2 2
−−

√

5 تبدیل زیر را در صفحۀ مختصات درنظر بگیرید. در کدام گزینه، ترکیب  تبدیل داده شده، همانی است؟  116

ها ها                                ب) بازتاب نسبت به محور  الف) بازتاب نسبت به محور 

ج) بازتاب نسبت به خط                                   د) بازتاب نسبت به خط 

هـ) دوران  حول مبدأ مختصات در جهت پادساعتگرد

(الف) و (د) و (هـ) (الف) و (ب) و (د) (ب) و (ج) و (د) (ب) و (د) و (هـ)

3

xy

y = xy = −x

90∘

 

ها را ، محور  ) و نسبت تجانس  تصویر می کنیم و آن را  می نامیم. اگر  در شکل زیر، خط  را در تجانس به مرکز مبدأ مختصات (نقطۀ   117

در نقطه اي به عرض  قطع کند و  از نقطه  عبور کند، مساحت ناحیۀ محصور بین خطوط   و   و محورهاي  و  کدام است؟

ℓO
5
3

ℓ′ℓy

3ℓ′P (3,4)ℓℓ′xy

20

22

24

26

، ضلع  را به نسبت  و  تقسیم کرده و به رأس  نزدیک تر است. اگر در مثلث قائم الزاویۀ  نقطۀ   118

 بوده و نقطۀ  روي وتر متغیر باشد، کمترین محیط مثلث  کدام است؟

( = ) ABCÂ 90∘
MAB = 1023B

=B̂ 30∘
NAMN

6 + 2 19
−−

√4 + 2 19
−−

√6 + 4 5
−−

√6 + 2 7
−−

√

 

دو نقطۀ ثابت  و  به فاصلۀ  واحد ازهم و در یک طرف خط  قرار دارند. اگر مطابق شکل زیر، فاصلۀ نقاط  و  از خط  به ترتیب  119

 و  باشد، طول کوتاه ترین مسیر شکستۀ  کدام است؟ (نقاط  و  روي خط  به فاصلۀ  واحد هستند)

AB13dABd

116AQPBPQd2

192 + 300
− −−

√

2 + 389
−−−

√15

دو خط  و  بازتاب یکدیگر نسبت به خط  هستند. نقطۀ ثابت این بازتاب را  بنامید. فاصلۀ بازتاب  نسبت به نیمساز  120

ناحیۀ دوم و چهارم مختصات از نقطۀ  کدام است؟

x+ y = 6y = 2xdAA

M(1,10)

37
−−

√131085
−−

√

در مثلث قائم الزاویۀ  با فرض اینکه  و طول وتر  باشد، بازتاب پاي ارتفاع وارد بر وتر نسبت به دو ضلع قائم را  121

 و  نامیده ایم. طول پاره خط  کدام است؟

( = )Â 90∘=Ĉ 30∘4 3
−−

√

MNMN

6 3
−−

√4 3
−−

√612 3
−−

√

خط  را در تجانسی به مرکز مبدأ مختصات و نسبت  تصویر می کنیم. مساحت محصور بین این خط و تبدیل یافته اش و  122
محورهاي مختصات کدام است؟
2x+ 3y = 6k = 2

912315

15

ت هندسه یازدهم فصل دو (رشته ریاضی)
200 تس
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دو دایرة متخارج  و  تحت یک تجانس، متجانس مستقیم یکدیگرند. اگر فاصلۀ مرکز تجانس تا نزدیک ترین نقطۀ دایرة   123

، برابر باشد، فاصلۀ نزدیک ترین نقاط این دو دایره از یکدیگر کدام است؟

C(O,1)( ,4)C ′ O′

C4

1581210

مربع  مفروض  است. نخست بازتاب مربع را نسبت به عمودمنصف  و سپس بازتاب شکل حاصل را نسبت به قطر  رسم  124
می کنیم. تبدیلی که مربع اولیه را به شکل نهایی تصویر می کند، کدام تبدیل است؟

دوران  دوران  انتقال به اندازة قطر مربع انتقال به اندازة ضلع مربع

ABCDABBD

90∘180∘

 
CB

A

A

BC

G

،  و  باشند. اگر مثلث  مجانس مثلث  به مرکز ،  و  به ترتیب وسط اضلاع  فرض کنید مطابق شکل   125

 باشد، آنگاه نسبت تجانس کدام است؟

ABCB′C ′A′C ′A′B′A′B′C ′ABC

G

2−2

3−3

دایرة  را در تجانسی با نسبت  بر دایرة  تصویر می کنیم. اگر  و  مماس داخل و فاصلۀ مراکز آنها برابر  باشد، مساحت ناحیۀ  126
محدود بین دو دایره چقدر است؟

C4C ′CC ′12

320π160π240π270π

، برابر  است، مساحت مربع مساحت سطح محصور بین یک مربع و تبدیل یافتۀ آن تحت تجانس به مرکز یکی از رأس هاي مربع و نسبت   127

اولیه کدام است؟

4
3

14

2018
56
3

10/5

مربع  را با تجانسی که مرکز آن محل تلاقی قطرها و نسبت تجانس آن  است، تصویر می کنیم. اگر مساحت بین مربع و  128

تصویرش برابر  باشد، محیط مربع  کدام است؟

ABCD
3−−√

2
4ABCD

8161218

 

A B

CD

E F

در شکل مقابل، ذوزنقۀ  با تجانس بر ذوزنقۀ  تصویر می شود. اگر  و  باشد، مرکز و نسبت تجانس  129
کدام است؟

 ، محل تلاقی امتدادهاي  و 

 ، محل تلاقی امتدادهاي  و 

 ، محل تلاقی عمودمنصف هاي  و 

 ، محل تلاقی عمودمنصف هاي  و 

ABCDCDEFAB = 8EF = 18

AEBFk =
3
2

AEBFk =
9
4

AEBFk =
3
2

AEBFk =
9
4

، نقطۀ  می نامیم. نقطۀ  را حول نقطۀ  به نقطۀ  به فاصلۀ  از خط  قرار دارد. تصویر نقطۀ  را تحت بازتاب نسبت به خط   130

اندازة  دوران می دهیم تا نقطۀ  حاصل شود. طول پاره خط  کدام است؟

A2 6
−−

√dAdA′AA′

120∘
A′′AA′′

12 2
−−

√16 2
−−

√4 6
−−

√16

16
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y

x

A

B

1

مطابق شکل دو روستا در نقاط  و  در صفحۀ مختصات مفروض اند. می خواهیم جاده اي از  به  بسازیم به طوري که یک  131

ها) قرار داشته باشد. اندازة کوتاه ترین مسیر ممکن براي این جاده چقدر است؟ واحد از آن در ساحل رودخانه (محور 

A(1,6)B(8,2)AB

x 

910

1112

O1
O2 O

 

دایرة  را تحت تجانس به مرکز  و نسبت  به دایرة  تصویر کرده ایم. اگر  باشد، مساحت قسمت  132

هاشورخورده کدام است؟

C( , )O1 R1O
1
3

( , )C
′ O2 R2= 2O1O2

2π4π

8π12π

دو دایرة متخارج با نسبت  مجانس یکدیگرند. اگر فاصلۀ مرکز تجانس از مرکز دایرة کوچک تر  باشد، طول خط المرکزین این دو دایره  133

کدام است؟

3
5

6

46810

دایرة  و نقطۀ  به فاصلۀ  از مرکز آن مفروض اند. این دایره را در تجانس به مرکز  و نسبت تجانس  بر دایرة  تصویر  134

می کنیم. وضعیت دو دایرة  و  نسبت به هم چگونه است؟

مماس برون مماس درون متقاطع متخارج

C(O,3)M6M
1
3

C ′

CC ′

A

B

C

DE

150̊
2 6

 

زمینی به شکل زیر داریم، می خواهیم به کمک تبدیل هندسی مناسب بدون تغییر در طول اضلاع و محیط شکل، مساحت زمین را افزایش دهیم.  135
میزان افزایش مساحت این زمین کدام است؟

612

6 3
−−

√12 3
−−

√

طول ضلع مربع  برابر  است.  نقطه اي دلخواه روي  و  وسط  است. بازتاب  نسبت به خط  را  و  136

بازتاب  نسبت به خط  را  می نامیم. مساحت چهارضلعی  کدام است؟

ABCD2MADNCDMNABM ′N ′

M
′
N

′CDM
′′
N

′′MNN
′′
M

′′

1234

شش ضلعی منتظم  را با بردار  انتقال می دهیم. مساحت ناحیۀ مشترك بین شش ضلعی و تصویرش چه کسري از مساحت  137
شش ضلعی منتظم است؟

ABCDEFCD
−→−

1
2

1
3

1
4

1
6

نقطۀ  درون زاویه اي به اندازة  درجه قرار دارد. اگر فاصلۀ  تا رأس زاویه برابر یک واحد و  و  تصاویر نقطۀ  در بازتاب نسبت  138

به اضلاع زاویه باشند، آن گاه طول پاره خط  کدام است؟

A45AA′A′′A

A′A′′

12
−−

√22 2
−−

√

، نقطۀ  روي خط  و  باشد، فاصلۀ نقطۀ  از  نقطۀ تصویر نقطۀ   در بازتاب نسبت به خط  است. اگر   139
کدام است؟

A′ALA = 16A′OLOA = 10AOA′

4٫867٫29٫6
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دایره اي به شعاع  واحد و مربعی به ضلع  واحد مفروض اند. فاصلۀ مرکز دایره تا محل برخورد قطرهاي مربع برابر  واحد است. اگر  140
مجانس این مربع در یک تجانس معکوس درون دایره محاط شود، آن گاه فاصلۀ مرکز تجانس تا مرکز دایره کدام است؟

2
−−

√16

24612

مثلث  را با بردار  انتقال می دهیم تا بر مثلث  تصویر شود. اگر  روي ضلع  و  باشد، اندازة مساحت  141

ناحیۀ مشترك بین این دو مثلث چه کسري از مساحت مثلث  است؟

ABCAA′
−→−

A′B′C ′A′AB= 2
AA′

BA′

A′B′C ′

1
2

1
3

1
4

1
9

مثلث قائم الزاویۀ  را نسبت به یک خط ثابت بازتاب می دهیم. طوري که رأس هاي  و  نقاط ثابت این تبدیل باشند.  142

، آن گاه فاصلۀ  و  کدام است؟ ( بازتاب یافتۀ  است.) اگر  و 

( = ) ABCÂ 90∘
BC

AB = 2
−−

√AC = 4AA′A′A

4 2
−−

√

3

8
3

4
3

2 3
−−

√

3

L L

L

ˊ

ˊ́

 

،  و  مطابق شکل در صفحه مفروض اند. با کدام تبدیل می توان پاره خطی به طول  سانتی متر رسم کرد به طوري که دو سر آن سه خط   143

روي  و  و موازي  باشد؟

انتقال بازتاب

هیچ کدام دوران

LL′L′′5

LL′L′′

یک مثلث متساوي الاضلاع را با تجانسی که مرکز آن نقطۀ همرسی میانه ها و به نسبت  است، تصویر می کنیم. اگر مساحت ناحیۀ بین  144

مثلث و تصویرش برابر  باشد آن گاه محیط مثلث اولیه کدام است؟

K =
1
2

3 3
−−

√

66 6
−−

√1212 2
−−

√

عکس کدام گزاره همواره برقرار است؟  145

اگر تبدیلی شیب خطوط را حفظ کند، آن گاه جهت شکل را حفظ می کند. اگر دو شکل متجانس باشند، آنگاه متشابه اند.

اگر تبدیلی همانی باشد، آنگاه تمام نقاط صفحه، نقطۀ ثابت آن تبدیل هستند. اگر تبدیلی طولپا باشند، آنگاه اندازة زاویه ها را حفظ می کند.

، کدام است؟ ، تحت تجانس به مرکز  و نسبت تجانس  معادلۀ تصویر خط   1462y+ x = 6(2,1)O′3
2

y + 2x = 22y + x = 72y + x = 93y + x = 9

مربع  به طول ضلع  مفروض است. مربع را با بردار  انتقال می دهیم تا مربع  به دست آید. اگر نقطۀ  روي ضلع  147

 قرار داشته باشد و  ، اندازة پاره خط   کدام است؟

ABCD4v
→

A′B′C ′D′A′

BCC = 1A′DD′

2 3
−−

√4 2
−−

√2 6
−−

√5

خط  را تحت انتقال با برداري به طول  که راستاي آن با خط  زاویۀ  می سازد، تصویر می کنیم تا خط  به دست آید. اگر تصویر خط  148

، خط  باشد، آنگاه فاصلۀ  و  کدام است؟ ، تحت بازتاب نسبت به محور 

d2d30∘
d ′

d ′dd ′′d ′′d ′

123
−−

√
3
2

و سه راس از مثلث قائم الزاویه اند.مساحت مجانس این مثلث به مرکز تجانس مبدا مختصات و نسبت تجانس ، نقاط  149

 کدام است؟

(5,3)(7,1)(1,−1)

−
1
2

2346
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200 تس

آموزشگاه پرسا



ذوزنقۀ قائم الزاویۀ  تحت تبدیل  که طولپا است به چهارضلعی  تبدیل شده است. اگر در ذوزنقۀ  به مساحت  150

 واحد مربع، قاعدة کوچک  واحد کوتاه تر از قاعدة بزرگ و  واحد بلندتر از ارتفاع وارد بر قاعده ها باشد، محیط چهارضلعی  کدام
است؟

ABCDTA′B′C ′D′ABCD

2142A′B′C ′D′

16182022

یک مثلث به مساحت  را تحت برداري که ابتداي آن یک رأس مثلث و انتهاي آن محل همرسی میانه هاي مثلث است، انتقال می دهیم.  151
مساحت ناحیۀ مشترك بین مثلث و تصویرش تحت این انتقال کدام است؟

72

68918

، مربعی به طول قطر  است. مثلث متساوي الاضلاعی به طول ضلع تبدیل یافتۀ مربعی به طول ضلع  تحت تجانس به مرکز  و نسبت   152

 تحت این تجانس به مثلثی با کدام مساحت تبدیل می شود؟

2 2
−−

√Ok2
−−

√

4

3
−−

√

2

3
−−

√

4
3
−−

√2 3
−−

√

نقاط  و  به ترتیب به فاصله هاي  و  از خط  مفروض اند. اگر نقاط  و  به ترتیب بازتاب نقاط  و  نسبت به خط  بوده و  153

چهارضلعی  محیطی باشد، مساحت این چهارضلعی کدام است؟

AB49dA′B′ABd

A BA′B′

120132144156

در شکل زیر می دانیم پاره خطی وجود دارد که دو سر آن روي دو دایره بوده و وسط آن منطبق بر نقطۀ  است. با کدام تبدیل می توان این  154
پاره خط را رسم کرد؟ 

A

 

تجانس مستقیم بازتاب انتقال دوران

A

مطابق شکل، رودخانه اي موازي با قسمتی از ساحل یک دریا و به فاصلۀ  کیلومتر از آن قرار دارد. می خواهیم جاده اي از  به  بسازیم،  155

به طوري که  کیلومتر آن در ساحل دریا باشد و در ادامه جاده اي از  به  بسازیم به طوري که  کیلومتر آن در ساحل رودخانه باشد. با توجه به

اندازه هاي روي شکل، کمترین طول این جاده که از  به  و سپس به  می رود، چند کیلومتر است؟ 

14AB

2BC2

ABC

32343638
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دور زمینی مطابق شکل حصارکشی شده است. با جابه جایی حصارهاي  و  بدون آنکه طول آنها تغییر کند، مساحت زمین را افزایش  156
می دهیم. مقدار مساحت زمین چقدر می شود؟ 

 

BCCD

8 + 14 2
−−

√14 + 8 2
−−

√16 + 14 2
−−

√14 + 16 2
−−

√

دو دایرة  و  با طول خط  المرکزین  به مرکز  متجانس مستقیم و به مرکز  متجانس معکوس یکدیگرند.  157

فاصلۀ  و  از هم چقدر است؟

C(O,2)( ,4)C ′ O′O = 9O′AB

AB

10121518

یک رودخانه و دو نقطۀ  و  مطابق شکل مفروض اند. می خواهیم از نقطۀ  به نقطۀ  برویم به طوري که براي عبور از رودخانه باید از پل  158
عمود بر لبۀ رودخانه استفاده کنیم. طول کوتاه ترین مسیر ممکن کدام است؟ (فاصلۀ بین نقاط شبکه اي یک واحد است).

رودخانه

B

A

 

ABAB

+ 2136
−−−

√8 + 22
−−

√1211

در شکل زیر، نقطۀ  را روي خط  طوري به دست می آوریم که  کمترین مقدار را داشته باشد. طول  چقدر است؟  159

 

MdAM +BMAM

5643

، به مرکز محل همرسی میانه ها و با نسبت هاي  و  مجانس رأس هاي  را به در مثلث متساوي الاضلاع  به طول ضلع   160

دست می آوریم تا به ترتیب مثلث هاي  و  پدید آیند. حاصل  چند برابر  است؟

ABC8
1
2

−
1
2

C,B,A

A′B′C ′A′′B′′C ′′+ +A′A′′ B′B′′ C ′C ′′3
−−

√

121686

اگر  مجانس  در تجانس به مرکز  و با نسبت  و  مجانس  در تجانس به مرکز  و با نسبت  باشد، نسبت  کدام  161

است؟

صفر

A′AO3O′OA−2
A′O′

AO

145
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در شکل  است. خط  را در تجانس مستقیم به مرکز  و با نسبت تجانس  تصویر می کنیم و آن را  می نامیم. اگر  162

،  واحد مربع باشد، نسبت تجانس کدام است؟ مساحت بین خط هاي  و  و خطوط  و 

2OA = OB = 4lOkl′

ll′dd ′8

5
−−

√6
−−

√

2
−−

√3
−−

√

، نقطه  وسط ضلع  است.  بازتاب  نسبت به خط  و در مثلث  با طول اضلاع   163

همچنین  بازتاب  نسبت به خط  است. طول پاره خط  کدام است؟

ABCBC = 4,AC = 2 ,AB = 23
−−

√MABM ′MBC

M ′′M ′ACMM ′′

10
−−

√13
−−

√15
−−

√17
−−

√

 

در شکل، فاصلۀ دو خط موازي  و  برابر  واحد است. نقطۀ  به فاصلۀ  واحد از خط  قرار دارد. اگر نقطۀ  بازتاب نقطۀ   164

نسبت به خط  و نقطۀ  بازتاب نقطۀ  نسبت به خط  باشد، فاصلۀ  کدام است؟

d1d2kA
k

2
d1A′A

d2A′′A′d1AA′′

k2k

3k4k

نقطۀ  را در تجانس به مرکز   و نسبت تجانس  تصویر می کنیم، سپس نقطۀ حاصل را در تجانس به مرکز  و  165

نسبت تجانس  تصویر می کنیم. اگر نقطۀ نهایی  باشد، مقدار مثبت  کدام است؟

A(x,2)M(2,−1)3N(−3,1)
2
3

B(3,y)x

19
3

13
3

7
3

1
3

ها بازتاب نقطه  در صفحه مختصات قرار دارد. نقطۀ  را یک بار نسبت به  خط  بازتاب داده و بار دیگر نسبت به محور   166

می دهیم و تصاویر را به ترتیب  و  می نامیم. اگر  دوران یافته نقطه  حول نقطه  به اندازه  درجه در جهت مثلثاتی باشد، طول پاره خط

 کدام است؟

A(−3,4)Ay = xy

BCDBC120

BD

10 2
−−

√5 6
−−

√108 3
−−

√

حاصل دو بازتاب محوري متوالی نسبت به دو خط متقاطع غیرمتعامد، یک .................. است که شیب خط را .................. .  167

دوران - حفظ نمی کند انتقال - حفظ می کند دوران - حفظ می کند انتقال - حفظ نمی کند

مثلثی را با بردار انتقالی موازي با یکی از اضلاع و با اندازة نصف آن ضلع انتقال می دهیم. مساحت ناحیۀ مشترك بین مثلث و تصویر آن، چه  168
کسري از مساحت مثلث است؟

1
4

2
−−

√

2

1
2

3
−−

√

2

، نقطۀ  حاصل می شود. اگر فاصلۀ مرکز دایره تا وتر  نقطۀ  روي دایرة  قرار دارد. با دورانی به مرکز  و زاویۀ   169

برابر  باشد، مساحت قطاع  کدام است؟

AC(O,R)O60∘
A′AA′

3 3
−−

√AOA′

2π3π4π6π
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، یکی از اضلاع را حذف کرده و بقیۀ شکل را نسبت به ضلع فوق، بازتاب می دهیم. حداقل مقدار محیط شش ضلعی در چهارضلعی   170
به دست آمده کدام است؟

ABCD

78

86

92

96

یک دوازده ضلعی منتظم را حول مرکز آن،  درجه دوران می دهیم تا بر خودش منطبق شود.  کدام یک از اعداد زیر می تواند باشد؟  171αα

15457590

دایرة  را به مرکز نقطۀ دلخواه  (که واقع بر دایرة  نیست) و زاویۀ  دوران می دهیم، تا بر دایرة   172

منطبق شود. اگر فاصلۀ نقطۀ  تا مرکز دایرة اولیۀ  باشد، نسبت طول مماس مشترك خارجی به طول مماس مشترك داخلی دو دایره کدام است؟

C(O,2 +m)AC90∘( ,3m− 2)C ′ O′

A4 3
−−

√

2
−−

√3
−−

√26
−−

√

300

d

d

A

O

دو خط  و  با زاویۀ  در نقطۀ  متقاطع هستند. بازتاب نقطۀ  را نسبت به  نقطۀ  و همچنین بازتاب نقطۀ  را نسبت به خط   173

نقطۀ  می نامیم. طول پاره خط  کدام است؟ 

dd ′30∘
OAdA′A′d ′

A′′AA′′(OA = 4 )3
−−

√

6 3
−−

√6

44 3
−−

√

 

، تصویر شود، مربعی به مرکز  نمایش داده  شده است. اگر طول قطر مربع  باشد و این مربع با تجانسی به مرکز  و نسبت   174

مساحت بین مربع  و مجانس آن کدام است؟

O6 2
−−

√O
1
3

ABCD

24

32

48

64

 

D

C

M

A

B

، اندازه هاي  و  هستند. نقطۀ  روي ساق قائم  متحرك است. کمترین در ذوزنقۀ قائم الزاویۀ   175

، کدام است؟ مقدار 

ABCDCB = CD = 6AD = 2MCD

MA+MB

1010٫5

1111٫5

 
6
6-

4

d

x

y

O

در شکل زیر، خط  را در تجانس به مرکز مبدأ مختصات و نسبت تجانس  بر خط  تصویر می کنیم. مساحت محصور بین دو  176

خط  و  و محورهاي مختصات کدام است؟

d+ 16
−−

√
− −−−−−

√d ′

dd ′

2
−−

√

2

3
−−

√

6
−−

√

22
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مربعی به ضلع  واحد و دایره اي به قطر  واحد مفروض اند. فاصلۀ مرکز دایره تا محل تلاقی قطرهاي مربع برابر  واحد است. اگر  177
متجانس این مربع در یک تجانس معکوس داخل دایرة محاط شود، آنگاه فاصلۀ مرکز تجانس تا مرکز دایره کدام است؟

2
−−

√820

12141618

دایرة  و نقطۀ  به فاصلۀ  واحد از مرکز آن مفروض است. این دایره را در تجانس به مرکز  و نسبت تجانس  بر دایرة  178

 تصویر می کنیم. وضعیت این دو دایره چگونه است؟

متقاطع مماس داخل متخارج متداخل

C(O,9)M12M
2
3

C ′

تصویر مثلث متساوي الاضلاعی به ضلع  واحد را در تجانسی به مرکز یکی از رأس هاي آن و نسبت  به دست می آوریم. فاصلۀ  179
نقاط همرسی میانه هاي دو مثلث کدام است؟

2 3
−−

√k = −2

3456

اگر  مجانس مربع  تحت تجانس به مرکز  و نسبت  و  مجانس  تحت تجانس  180

به مرکز  و نسبت  باشد، مساحت سطح محصور بین  و  ، چند برابر مساحت  است؟

A′B′C ′D′ABCDAk = 2A′′B′′C ′′D′′A′B′C ′D′

Ck = −
1
2

A′B′C ′D′A′′B′′C ′′D′′ABCD

1234

دو خط عمود برهم  و  مفروض اند. نقاط صفحه را ابتدا نسبت به خط  و سپس تصاویر آن ها را نسبت به  بازتاب می دهیم. اگر ترکیب  181
این دو بازتاب را یک تبدیل فرض کنیم، کدام گزاره درمورد این تبدیل همواره درست است؟

این تبدیل، شیب خطوط و جهت اشکل را حفظ نمی کند. این تبدیل، شیب خطوط و جهت اشکال را حفظ می کند.

این تبدیل، جهت اشکال را حفظ کرده ولی شیب خطوط را حفظ نمی کند. این تبدیل، شیب خطوط را حفظ کرده ولی جهت اشکال را حفظ نمی کند.

dd ′dd ′

A B4

8 CD

5

 

در ذوزنقۀ شکل زیر، اگر  نقطۀ دلخواهی از ساق قائم باشد، کمترین مقدار  کدام است؟  182MMB+MC

12٫513

13٫514

مثلث قائم الزاویۀ  را که در آن طول اضلاع قائمه برابر  و  است، به مرکز  و به اندازه  در  183

جهت حرکت عقربه هاي ساعت دوران می دهیم. اگر  تصویر نقطۀ  در این دوران باشد، طول  کدام است؟

( = )ABCÂ 900
AB = 2AC = 4C900

B′BBB′

2 5
−−

√2 10
−−

√5 2
−−

√5
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ت هندسه یازدهم فصل دو (رشته ریاضی)
200 تس

آموزشگاه پرسا



A

B

B´

 1

 اگر دایرة کوچک تر را نسبت به نقطۀ  (نقطۀ تقاطع دو دایرة کوچک و بزرگ) بازتاب دهیم، دایرة خط چین به دست می آید. واضح است که  زیرا

نقطۀ  بازتاب نقطۀ  نسبت به مرکز  است. از طرفی،  وتري از دایرة بزرگ تر است. بنابراین از نقطۀ  خطی گذشته (خط  که در دو دایرة بزرگ

و کوچک، وترهاي مساوي جدا کرده است (وتر  در دایرة کوچک = وتر  در دایرة بزرگ). پس گزینۀ  (یعنی بازتاب نسبت به نقطۀ  ) ما را به
مقصود رسانده است.

 

 2

مطابق شکل، روي ضلع  و خارج آن، مربع  را بنا می کنیم. پاره خط هاي  و  ضلع  را در نقاط  و  قطع می کند. اگر از نقاط  و  عمودهایی بر ضلع  وارد

کنیم، نقاط تقاطع  و  با اضلاع دیگر مثلث به دست می آید. به راحتی می توان نشان داد که مربع  همان مربع موردنظر است، زیرا داریم:

 

، این مربع را تصویر کنیم.  پس کافیست مربعی روي ضلع  بنا کرده، سپس به مرکز  و نسبت تجانس 

، کافیست ارتفاع  را رسم کرده و از قضیۀ تالس (مشابه بالا) استفاده کنید. توجه: براي یافتن مقدار نسبت تجانس 
 

ها بازتاب می کنیم: ها و سپس نقطۀ حاصل را نسبت به محور  باید مسیر کوتاه را به دست آوریم.  را ابتدا نسبت به محور   3

ها است. : قرینۀ  نسبت به محور 

ها است. : قرینۀ  نسبت به محور 

M

N

A

B

x

y

+

+

( 9 11, (

( 3 5, (A ( 3 5, (
+

_1

A ( 3 5, (_2
+

_

 کمترین اندازة خط شکسته  برابر می شود با:

   

 4

Aاز  خطی موازي  رسم می کنیم تا  را در  قطع کند.

B

M
O

Á C
3x

x
Mˊ

AAB = AB′

B′BAAB′ABB′

ABAB′(4)A

BCBCDEADAEBCMNMNBC

PQMNPQ

⇒ MNPQ

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

BE||PN : =PN

BE

AP

AB

AN

AE

CD||QM : = =
QM

CD

AQ

AC

AM

AD

MN ||DE : = =MN

DE

AN

AE

AM

AD

باھم برابرند.  اضلاع 

BCAk =
ha

a = ha

KAH

Ayx

A1Ay

A2A1x

AMNB

|AMNB| = | B|A2 = ( − + ( −x
B

x
A2

)2 y
B

y
A2

)2
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√ = (9 + 3 + (11 + 5)2 )2
− −−−−−−−−−−−−−−−

√ = = 20144 + 256
− −−−−−−−

√

MAA′BA′M ′
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ت هندسه یازدهم فصل دو (رشته ریاضی)
200 تس

آموزشگاه پرسا



A

B
C

 

  

 5

 متساوي الاضلاع است.

، خط  را در نقطۀ  قطع می کند. ، خط  را در نقطۀ  قطع می کند. همچنین دوران خط  به مرکز  و زاویۀ  دوران خط   به مرکز  و زاویۀ 

نقطۀ  دوران یافتۀ نقطۀ  حول نقطۀ  است. (زاویۀ دوران  )  6

نقطۀ  دوران یافتۀ نقطۀ  حول نقطۀ  است. (زاویۀ دوران  )

). بنابراین، زاویۀ بین  و  برابر  است. بنابراین   است. پس پاره خط  دوران یافتۀ  حول نقطۀ  است (زاویۀ دوران 

 7

4
6

B

A

B 1624

2

4
M N

H

A

 اندازة مسیر  

. با دوران  حول نقطۀ  مسأله را حل شده فرض می کنیم. مطابق شکل، مثلث  قائم الزاویه متساوي الساقین است   8

خطوط  و  دوران می دهیم تا با برخورد با خطوط  و  نقاط  و  حاصل شود.

در دوران تبدیل یافته، مرکز دوران حول خودش، خودش می شود. در بازتاب (تقارن محوري)، تبدیل یافته هر نقطه روي محور بازتاب، برخود آن نقطه تصویر  9
می شود. در تجانس، متجانس مرکز تجانس خودش می شود. ولی در انتقال، تبدیل هیچ نقطه اي از صفحه بر خودش منطبق نمی شود.

الف) اگر فرض کنیم  و  در یک  طرف خط  قرار داشته باشند، آنگاه براي محاسبۀ کمترین طول خط شکسته  داریم:  10

فرض : = → =
OC

OM

1
2

OC

CM

1
3

: O ||M = = → {M CM ′
Δ

A′ M ′ − →−−−−−
OC تالس جزء بھ کل

OM

OA′

MM ′

1
3

O = xA′

M = 3xM ′

: M ||A = → =ABA′
Δ

M ′ A′ − →−−−−−
تالس جزء بھ کل BM

BA

MM ′

AA′

1
2

3x
OA + x

→ OA + x = 6x → OA = 5x|K| = = = K = −
OA′

OA

x

5x
1
5
− →−−−−−−−

تجانس معکوس است 1
5

ABC ⇒ = , AB = AC ⇒ (B) = CÂ 60∘
R

60
A

dA60d ′Cd ′A(− )60∘dB

CBA50∘

DEA50∘

CDBEA50∘
BECD50∘

α = 130∘

: + H =HA′ B′
Δ

A′H 2 B′2 A′B′2

→ + = → = 676 → = 26102 242
A′B′2 A′B′2 A′B′

AMNB = AM + BN + MN

 → ( M + M ) + MN = + MN = 26 + 16 = 42A′ B′ A′B′

(∠A = )ABC90∘
AC = AB90∘

A

ΔΔ′ΔΔ′BC

ABx = aAMNB
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ت هندسه یازدهم فصل دو (رشته ریاضی)
200 تس

آموزشگاه پرسا



1( (A 10,

( (M 4,a

( (N 0,a

2( (A 10,a 1_

9( (B 9, _

9( (B 5, _

x= a

 

    

عبارت بالا به ازاي  حداقل می گردد. اما به ازاي این مقدار  نقاط  و  در دو طرف خط  واقع می شوند که با فرض اولیه در تناقض است.

ب) اگر فرض کنیم  و  در دو طرف خط  قرار داشته باشند، آنگاه براي محاسبۀ کمترین طول خط شکستۀ  داریم:

( (M 4,a

( (N 0,a

9( (B 9, _

9( (B 5, _

1( (A 10,

x= a

 

 

   

 11

)، در نقطۀ  زاویه ي  را برابر  ساخته طوري که   براي دوران خط  حول نقطۀ  ابتدا از  به  عمود کرده (پاي عمود 

سپس در  خط  را بر  عمود می کنیم. (  دوران یافتۀ  به اندازة  حول  است)  نیمساز زاویۀ  است. پس:

d
H

O

H´

P
68°

d´

 

انتقال طولپاست پس شعاع هاي دو دایره برابرند:  12

 شعاع دو دایره 

r 1

M
O O´

r 1
T´

T

  طول مماس مشترك خارجی

AM + MN + NB = ( M + M ) + MNA
′

B
′

= + MNA
′
B

′
= + 4A

′
B

′

= + 4(2a − 10 +)2 152− −−−−−−−−−−−−−
√

a = 5aABx = 5

ABx = aAMNB

AM + MN + NB = (AM + M ) + MNB
′

= A + MN = A + 4B
′

B
′

= + 4(9 − 1 + (−5 − 10)2 )2
− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√ = + 4+82 152
− −−−−−−

√ = 17 + 4 = 21

dOOdHOOHH ′68∘
O = OHH ′

H ′d ′OH ′d ′d68∘
OOPO

∠OPH = =
−180∘ 68∘

2
56∘

r = 3 − 2 = 13 − a = a − 1 ⇒ 2a = 4 ⇒ a = 2 ⇒

T = 3 ⇒ MT = M =T ′ T ′ 3
2

M O : OT = r = 1 , MT =T
Δ 3

2

⇒ O = + = ⇒ OM =M 2 12 ( )
3
2

2 13
4

13
−−

√

2

⇒ O = 2 × =O′
13
−−

√

2
13
−−

√

= = O =O −O′2 (r − r)2
− −−−−−−−−−−−−

√ O′ 13
−−

√
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 13

750

150

150
750

750150

N

A

H

H

M
C

H
B

6  

از سال قبل می دانیم که در مثلث قائم الزاویه که یک زاویۀ آن  باشد، ارتفاع وارد بر وتر  است. پس:

 

 14

 مطابق شکل  مجانس  به مرکز  و نسبت تجانس  می باشد.

. توجه کنیم که  می باشد و پس 

داریم:

 

O
dˊ

d

Á

A

B Bˊ

 بین دو خط

 15

مطابق شکل،  را نسبت به ساحل دریا، بازتاب می دهیم تا به نقطۀ  برسیم. داریم:

A

B

3
2

B

DC

A

2

M 12 8
1

ساحل دریا

  

 16

 چون  و  وسط  اضلاع هستند، بنابراین با توجه به شکل داریم:
 

 

 

A

B C

d

B C

A

D E
H

= , = → =Â 90∘
B̂ 15∘

Ĉ 75∘

} → A = A
AB H → AH = Aنسبت بھ بازتاب H ′ H ′

AC H → AH = Aنسبت بھ بازتاب H ′′ H ′′ H ′ H ′′

15∘1
4

→ = 2AH = BC = 3H ′H ′′ − →−−−−−

AH= BC
1
4

H ′H ′′ 1
2

A′B′ABO1 + 2
−−

√
− −−−−−

√

> 11 + 2
−−

√
− −−−−−

√> ABA′B′

= × × =S
AOB
Δ

1
2

1
2

1
2

−−
√

1
4

1
2

−−
√

= ( ⇒ = (1 + ) × × ⇒ = × ( + 1)
S

OA′ B′
Δ

SAOB

1 + 2
−−

√
− −−−−−

√ )2 S
OA′ B′
Δ 2

−−
√

1
4

1
2

−−
√ S

OA′ B′
Δ

1
4

1

2
−−

√

S = ( + 1) − × =
1
4

1

2
−−

√

1
4

1

2
−−

√

1
4

AA′

: = +A′M
△
B′ A′B′2 A′M 2 B′M 2 → = + → = 169 → = 13A′B′2 52 122

A′B′2 A′B′

⇒ ABCD = AC + + DB = 8 + 13 = کوتاھترین مسیر 21 CD 
8

− →−−−−−−−−
=AC+DBA′B′

کوتاھترین مسیر

DE

DE ∥ BC , DE = ⇒ AH = H
BC

2
A′
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ت هندسه یازدهم فصل دو (رشته ریاضی)
200 تس

آموزشگاه پرسا



) روي ضلع  قرار می گیرد.  در بازتاب  و  نسبت به  نقاط  و  به دست می آید و بازتاب  (نقطۀ 
پس:

 

ابتدا از نقطۀ  خطی به موازات  رسم می کنیم تا پاره خط  را در نقطۀ  قطع کند. طبق فرض مسئله داریم:  17

A

M

B
A

C

O

N

3x

4yyx

 

  

   

حال، طبق تعریف تجانس داریم:

 

اگر رأس دیگر مثلث را  فرض کنیم، براي یافتن نقطۀ  به طوري که محیط مثلث  حداقل باشد، باید کمترین مقدار  را پیدا کنیم.  18

(مقدار  مشخص است.) براي این کار از روش هرون کمک می گیریم.

Aنقطۀ  را نسبت به  بازتاب داده و  می نامیم. نقطۀ  محل برخورد  با  است. B

CD

P

P
M

5

5 7

با توجه به شکل داریم:

 

19   مرکز تجانس معکوس دو دایره نقطه تلاقی مماس مشترك داخلی دو دایره با خط المرکزین می باشد، داریم:

M
O O´

 20

 براي پیدا کردن کمترین مقدار محیط ذوزنقه،  را با بردار  انتقال می دهیم تا  به دست آید. سپس  را نسبت به  بازتاب می دهیم تا 

حاصل شود. محل تلاقی  با  را  می نامیم و با بردار  انتقال می دهیم تا  ایجاد شود.

 

 مسیر  کوتاهترین مسیر است و داریم:

BCdB′C ′AA′BC

= 6 , A E ≅ E → = 3SAD EA′ D
△

A′D
△

S
A ED
△

A E ∼ A C → = (D
△

B
△ S

A ED
△

S
A CB
△

DE

BC
)2 = → = 4 = 4(3) = 12

1
4

S
A CB
△ SADE

MOA′BCN

= ⇒ OC = x , OM = 3x , CM = 4x
OC

OM

1
3

: MN ||OMNC
Δ

A′ ⇒ = =
OA′

MN

OC

CM

1
4
⇒ {O = yA′

MN = 4y

: A ||MNA BA′
Δ

A′ ⇒ = =
MN

AA′

BM

AB

1
2
⇒ = ⇒ =

MN

AA′

1
2

4y
OA + y

1
2
⇒ OA + y = 8y ⇒ OA = 7y

|k| = = = k = −
OA′

OA

y

7y
1
7
− →−−−−−

تجانس معکوس 1
7

MMPBMPM + BM

PB = 7

PACP ′MBP ′AC

PM + BM = M + BM = BP ′ P ′

B : = + ⇒ B = 13A
Δ
P ′ P ′B2 AP ′2

  
5

AB2
  

12

P ′

= + = 20PBM محیط مثلث PM + BM  
13

PB 
7

M

= = ⇒ = ⇒ MO = = 7٫5
MO

MO′

R

R′

5
3

MO

12 − MO

5
3

60
8

CNM
→

C ′DABD′

C ′D′ABMCC ′
→

N

DMNC
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ت هندسه یازدهم فصل دو (رشته ریاضی)
200 تس

آموزشگاه پرسا



 

با توجه به شکل  بازتاب  نسبت به خط  و  بازتاب  نسبت به خط  می باشد. با توجه به شکل داریم:  21
پس:

A

O

D

L

α α
β
β

A

H

A

H

 

 

پس مثلث  یک مثلث قائم الزاویه است. درنتیجه:

 

چون بازتاب طولپاست، بنابراین:  22

    

(مثلث  متساوي الاضلاع است)

 

 23
A

B C
H 6  

می دانیم اگر در مثلث قائم الزاویه یکی از زوایا  درجه باشد، آنگاه طول ارتفاع وارد بر وتر، یک چهارم طول وتر است.

 ارتفاع روبه رو به 

 

 چون تبدیل طولپا است بنابراین مثلث  با مثلث  هم نهشت است.

 

در هر تجانس تنها نقطه ثابت، مرکز تجانس می باشد. بنابراین مرکز دایره  محاطی داخلی مثلث، مرکز تجانس می باشد. به این ترتیب مرکز دو دایره بر هم منطبق  24

است و این تنها در مثلث متساوي الاضلاع ممکن می باشد. همچنین  برابر است با نسبت شعاع هاي دو دایره.
داریم:

30˚

O

H

R
r

A

B C

 مرکز تجانس

 25

، جاي مثلث و مربع تعویض می شود. در قرینۀ شکل نسبت به خط 

: = D + D = + = ⇒ = 17DD′C ′
Δ

D′C ′2 D′2 C ′2 82 152 172
D′C ′

DCNM = DC + CN + MN + DM = 16 + M + 1 + M = 17 + = 17 + 17 = محیط ذوزنقھ34 C ′ D′ D′C ′

A′ADA′′A′L

H = α + β = → A = 2( ) =ÔH ′ 45∘
ÔA′′ α + β

  
45∘

90∘

AOA′′

OA = O = 1 → A =A′′ A′′ 2
−−

√

PB = P PB = P = B = 16B′ − →−−−
=P̂ 60∘

B′ B′

PBB′

→ PA = PB − AB = 10 → = =
PA

PB′

10
16

5
8

+ + = → + 5 + =Â B̂ Ĉ 180∘ 90∘
Ĉ Ĉ 180∘

→ = , = 5 = 5 × =Ĉ 15∘
B̂ Ĉ 15∘ 75∘

15

AH = = × 6 =
BC

4
1
4

3
2

15∘

= × AH × BC = × × 6 =S
ABC
Δ

1
2

1
2

3
2

9
2

A′B′C ′ABC

= =S
A′B′C ′

Δ S
ABC
Δ

9
2

k

O : K = = = = 2
R

r

1
sin 30∘

1
1
2

L1
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آموزشگاه پرسا



، جاي مربع و دایره عوض می شود. در قرینۀ این شکل نسبت به خط 

، جاي مثلث و مربع تعویض می شود. در قرینۀ شکل نسبت به خط 

 26

ترکیب دو بازتاب با محورهاي متقاطع، یک دوران نسبت به محل برخورد دو محور یعنی نقطه  و با زاویه اي مساوي با دوبرابر زاویه بین دو محور

یعنی  می باشد.

 

 27

ویژگی

نوع تبدیل

    جهت حفظ می شود.       شیب حفظ می شود.   

    بازتاب محوري

    انتقال
    دوران

  تجانس

 تذکر: مطابق کتاب درسی، منظور از جهت، ساعتگرد یا پادساعتگرد می باشد.

 28

به کمک تبدیل بازتاب می توان بدون تغییر محیطی مساحت شکل را در دو مرحله افزایش داد.

  

L2

L3

C

2Ĉ

××

✓✓

×✓

✓✓

→
شکل اولیھ از مثلث متساوی الاضلاع6

ھم نھشت تشکیل شده است.

− →−−−
1 مرحلۀ مثلث متساوی الاضلاع12

ھم نھشت ھستند.

⇒ = = 4− →−−−
2 مرحلۀ مثلث متساوی الاضلاع24

ھم نھشت ھستند.
مساحت شکل جدید

مساحت شکل اولیھ

24
6
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ابتدا نقطۀ  را با برداري موازي  (به طرف راست) مطابق شکل و به اندازة  واحد بر نقطۀ  تصویر می کنیم. قرینۀ  را نسبت به  نقطۀ   29

می نامیم. خط  را رسم می کنیم تا  را در نقطه اي مانند  قطع کند، حال  را به اندازة  واحد روي خط  جدا می کنیم. داریم:

A

B

D
NMC

1
2

1

HA

A4

4
 

 

 

ابتدا بازتاب  نسبت به خط  را  می نامیم.  خط  را در  قطع می کند. طول کوتاهترین مسیر برابر  خواهد بود.  30

  میانه وارد بر وتر است. 

. بنابراین: 

 

 

 

 کوتاه ترین مسیر

نقطۀ  مرکز تجانس معکوس دو دایرة مماس خارج است. (مرکز تجانس همواره روي خط المرکزین و یا امتداد آن قرار دارد) حال، بنابر تعریف تجانس داریم:  31

5

3

2 +8x

6x

M
A

B

B

A

 

 

 

نقطۀ  را به اندازة فاصلۀ بین  و  روي  به بالا منتقل می کنیم تا  به دست می آید. از  به  وصل می کنیم تا  را در  قطع کند. مسیر  32

 کوتاهترین مسیر ممکن است و طول آن برابر است با:

Δ
Δˊ

1

2

2

A

B3
1
1
1

2

3 C

M

N
B΄

 

طول مسیر 
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 چون نقاط  و  و اوساط اضلاع هستند، پس  که متناظر  است را به هم وصل کرده و  که متناظر  است را نیز به هم وصل
کرده این دو (میانه ها) همدیگر را در نقطه اي قطع می کنند که مرکز تجانس است. پس مرکز تجانس نقطۀ همرسی سه میانه مثلث و نسبت

تجانس  است.

C
A´

B´

A

B

C
G

´

ACD4A′A′CDA′′

BA′′CDNMN4CD

= B + →A′′B2 H 2 A′′H 2 A′′B2 = + → B = 532 42
A′′ − →−−−−−

N=AMA′

N= NA′′ A′

⇒ min(AM + MN + NB) = (AM + NB) +MN = B + MN = 5 + 4 = 9A′′

ADA′BA′DCAC + CB

ACAH = H C = CB →A′ − →−−−
تالس

HC∥AB
A′

AC = C = BCA′

A B : ( )A = ABH ′
△

30∘ ضلع مقابل بھ H ′ 1
2

→ 5 = AB → AB = 10
1
2

A B( ) : = A + AA′
△

فیثاغورس A′B2 B2 A′2 → = + → B = 26A′B2 102 242
A′

: AC + CB = B = 26A′

M

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

|k| = =
MA′

AM

6x
5

|k| = =
MB′

BM

2x + 8
3

⇒ =
6x
5

2x + 8
3

⇒ 18x = 10x + 40 ⇒ x = 5

BΔΔ′BCB′AB′ΔM

AMNB

AMNB = AM + MN + NB
MB′

= A + MN = + 1 = 5 + 1 = 6B′ +32 42
− −−−−−

√

A′B′C ′A′AB′B

−
1
2

= − , = − , = −GA′
−→− 1

2
GA
−→−

GB′
−→− 1

2
GB
−→−

GC ′
− →− 1

2
GC
−→−
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 34

 

  

  

 در هر مثلث قائم الزاویه، طول میانۀ وارد بر وتر، نصف طول وتر است. بنابراین:

      

دقت کنید پس از رسم  متوجه می شویم که شیب اضلاع با شیب اضلاع  یکسان است، پس نمی تواند بازتاب باشد.  35

همچنین با توجه به شکل زیر، ترکیب دو بازتاب با محورهاي موازي و به فاصلۀ  از یکدیگر یک انتقال به اندازة برداري به طول  می باشد. 

 بنابراین، چون فاصلۀ  و  برابر  است، پس: 

. بنابراین داریم: مثلث  قائم الزاویۀ متساوي الساقین بوده و   36

 

 از آن جا که دوران تبدیلی طولپاست، داریم:

450
450

450
450

450450

450 450

450

2

2

2 H O

H

CA =900

B

B

C

 

. اگر  را به  وصل کنیم دو مثلث  و  بنابر وتر و یک ضلع قائمه هم نهشت بوده و درنتیجه: 

 

ها بازتاب داده تا به نقطۀ  برسیم، سپس نقطۀ  را با بردار  انتقال می دهیم تا به نقطۀ  برسیم. داریم: ابتدا نقطۀ  را نسبت به محور   37

_

1( (A 3,

15( (B 9,10( (B 9,

1( (A 3,

( (M 0,a ( (N 0+a ,5

 

   

 : توجه

دو پاره خط  و  همراستا و متجانس یکدیگرند. پس مرکز تجانس در امتداد آن هاست، در مورد دو پاره خط  و  نیز همین موضوع برقرار  38
است، پس مرکز تجانس، نقطۀ برخورد امتداد این دو ضلع است. از طرفی دو شکل متجانس همواره متشابه هستند. بنابراین:

∼NTF
Δ

ABC
Δ

→ = ( = نسبت مساحت) 2( نسبت تشابھ 2(  نسبت میانھ ھای نظیر

→ = ( =
S
NFT
Δ

S
ABC
Δ

TM

AM
)2 1

16
→ =

TM

AM

1
4

=
TM

BC

2

1
4

=− →−−
BC=8 TM

4
1
4

→ TM = 1 → AT = AM − TM = 4 − 1 = 3

A′′B′′C ′′
Δ

ABC

D2D

A = 2(x + y)A′′

d1d23cmA = B = C = 6A′′ B′′ C ′′

ABCAB = AC = 2

BC = AB = 22
−−

√ 2
−−

√ ⇒ BH = =
BC

2
2
−−

√

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

A = AB = AC = A = 2B′ C ′

= BC ⇒ = BH = CH = =B′C ′ B′H ′ C ′H ′ 2
−−

√

A = AH = = = (1)H ′ A − BB2 H 2− −−−−−−−−−
√ 4 − 2

− −−−−
√ 2

−−
√

⇒ OH = H = A − AH = 2 − (2)B′ B′ 2
−−

√

AOA OH ′AHOO = OHH ′

⇒ A ABC = = 2 = 2 × AH ⋅ OHB′C ′ و تصویرش سطح محصور بین مثلث SAHOH ′ S
AHO
Δ

1
2

(2 − ) = 2 − 2= ======
(2),(1) طبق

2
−−

√ 2
−−

√ 2
−−

√

Ax A′BNM
→

B′

AMNB = AM + MN + NBکمترین اندازۀ خط شکستھ = (AM + NB) + MN

= ( M + M ) + MNA′ B′ = + MN = 15 + 5 = 20A′B′

| | = = 15A′B′ (10 − 1 + (9 − (−3))2 )2
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−

√

ADDEBCCF
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A B

CD

E F
 

 حال با توجه به این که با این تجانس  بر  تصویر می شود، می توان نوشت:

 

 39

،  می باشد.  مطابق شکل بازتاب  نسبت به  و بازتاب  نسبت به 

 

α α

A

Aˊ

Aˊ́

H

Hˊ

d

dˊO
β
β

از طرفی داریم:

 

، دوران یافته ي مثلث  به مرکز  و زاویه ي  است. پس زاویه ي حاده ي بین  و  برابر  است و داریم: در واقع مثلث   40

مطابق شکل، بازتاب یافتۀ نقطۀ  نسبت به نیمساز  نقطۀ  است که روي ضلع  قرار دارد. می دانیم  یک لوزي است. فرض کنیم:  41

 

   و    

طبق فرض داریم:

  

 بنابراین  و  پس:

 

می دانیم از به هم وصل کردن وسط اضلاع یک چهارضلعی محدب، یک چهارضلعی پدید می آید که مساحت آن نصف مساحت چهار ضلعی اولیه است.  42
در اینجا از به هم وصل کردن وسط اضلاع لوزي، یک مستطیل پدید می آید و داریم:

A

C

D BO

 

 

از طرفی، می دانیم تبدیل دوران، تبدیلی طولپاست (ایزومتري است) و در تبدیل دوران، مساحت شکل اولیه با مساحت دوران یافته، برابر است. به این ترتیب، خواهیم داشت:

   

=
AB

CD

CD

EF
⇒ =

4
CD

CD

9
⇒ CD = 6

ABCD

K = = =
CD

AB

6
4

3
2

A،dA′A′d ′A′′

H = α + β = ⇒ A = 2(α + β) = 2 × =ÔH ′ 45∘
ÔA′′ 45∘ 90∘

OA = O = O = 2 ⇒ A = 2A′ A′′ A′′ 2
−−

√

ACDABEA40∘
BECD40∘

α = − =180∘ 40∘ 140∘

BCNMCDBCMN

AN = DM = kaBC = BN = CM = MN = a

}ABCD = 2a + (2k + 2)a = (2k + 4)aمحیط
BCMN = 4aمحیط

→ (2k + 4)a = 2(4a) ⇒ k = 2

AN = 2aAB = 3a

= = = 3
SABCD

SBCMN

AB

MC

3a
a

= 10S
مستطیل

⇒ = 2 × 10 = 20S
ABCD لوزی

= = AC ⋅ BD = 20S
A′B′C ′D′ لوزی

S
ABCD لوزی

1
2

⇒ AC ⋅ BD = 40 ⇒ × = 40A′C ′ B′D′
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 43

،  به  و  به  دوران می یابد. داریم: مطابق شکل در دوران به مرکز  و زاویۀ دوران 

 

 در مثلث  و  به حالت تناسب دو ضلع و تساوي زاویۀ  متشابه اند. داریم:

 

مطابق شکل، یک نقطه از خط  مثل  را با بردار  انتقال می دهیم تا به نقطۀ  برسیم و از آنجا که خطی موازي  رسم می کنیم تا خط  را در نقطۀ   44

قطع کند، حال نقطۀ  را با بردار  انتقال می دهیم تا نقطۀ  واقع بر خط  حاصل می شود. پاره خط  همان پاره خطی است که دو سر آن روي دو خط متقاطع  و  واقع است و موازي

و مساوي نیز می باشد (زیرا چهارضلعی  متوازي الاضلاع است).

d
A

M B

´

´

N
´ A

Bd

 

ها قرار دارد و مختصات آن  می باشد. ها بر خودش منطبق است. بنابراین  روي محور  بازتاب نقطۀ  نسبت به محور   45

چهارضلعی  مربع است. بنابراین اندازة قطرهاي آن برابرند و عمود منصف یکدیگر می باشند و داریم:

 

  

بازتاب نقطۀ   نسبت به قطر  نقطۀ  می باشد که فاصله اش از مبدأ مختصات برابر است با:

   

) است. ها بر خودش منطبق است. بنابراین  روي محور  ها قرار دارد و مختصان آن ( بازتاب قطر  نسبت به محور   46

 چهارضلعی  مربع است بنابراین اندازه قطرهاي آن برابرند و عمودمنصف یکدیگر هستند و داریم:

 

 

 بازتاب نقطه  نسبت به قطر  نقطه  است که فاصله اش از مبدأ مختصات برابر است با:

 

، پس در مثلث قائم الزاویه  با نوشتن رابطۀ فیثاغورس داریم: طبق فرض  و   47

CαAA′BB′

C = AC , C = BC , B = A = α ⇒ A B = = θA′ B′ ĈB′ ĈA′ Ĉ A′ĈB′

CA′B′ABCθ

= ⇒ = ⇒ B = 6
AA′

BB′

AC

BC

10
BB′

20
12

B′

d ′A′AB
→

B′d ′dM

MBA
→

Nd ′MNdd ′

ABM NB′A′

CyCy(0, 1)

ABCD

CH = AH = =
BD

2
AC

2
= = = 2

−xA xC

2
4 − 0

2
DACB

OB = +(2 − 0)2 (−1 − 0)2− −−−−−−−−−−−−−−−−
√ = =4 + 1

− −−−−
√ 5

−−
√

DxDx3, 0

ABCD

AH = HC = = = = = 2٫5
AC

2
BD

2
−yB yD

2
5 − 0

2

CBDA

OA = = =(0٫5 − 0 + (2٫5 − 0)2 )2
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−

√ 0٫25 + 6٫25
− −−−−−−−−−

√ 6٫5
−−−

√

AH = 8AM = 17AHM
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. درنتیجه، خواهیم داشت:  از آنجا که تبدیل بازتاب، ایزومتري است، پس 

d

A

A

H

M

8

8
H

17

 

  

که این عدد به  نزدیک تر است.

 48
A

B H

H
B

C

C

      

    

 

     

 49

300

B

B

A

A

A

2
1

B

C

C

C  

   

     

 50

 مطابق شکل در تجانس مستقیم، مرکز تجانس  و در تجانس معکوس مرکز تجانس  است. می خواهیم طول  را بیابیم، داریم:

H

´

A B

O

O

A B́K

20

´

MH = = 15289 − 64
− −−−−−−−

√

M = AM = 17A′

= A ⋅ MH = M ⋅ AS
AMA′

1
2

A′ 1
2

A′ H ′

⇒ 16 × 15 = 17 × AH ′ ⇒ A = ≃ 14٫1H ′ 240
17

14

B AH → AB H → =B′ ==
||

متوازی الاضلاع است B′ S
ABH
Δ S

B HB′
Δ

C AH → AC H → =C ′ ==
||

متوازی الاضلاع است C ′ S
AHC
Δ S

HCC ′
Δ

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

− →−−−−−−−
جمع می کند

طرفین دو تساوی را
+S

ABH
Δ S

AHC
Δ = +S

B HB′
Δ S

HCC ′
Δ → = + (1)S

ABC
Δ S

B HB′
Δ S

HCC ′
Δ

انتقال طول پاست → ≅ABC
Δ

HB′ C ′
Δ

→ = (2)S
ABC
Δ S

HB′ C ′
Δ

= + + +SAB CB′C ′ S
ABC
Δ S

B HB′
Δ S

HCC ′
Δ S

HB′ C ′
Δ − →−−

(1),(2)

= + + = 3SAB CB′C ′ S
ABC
Δ S

ABC
Δ S

ABC
Δ SABC = 3 × 20 = 60

}
→ B ||C .انتقال شیب خط را حفظ می کند B′ C ′

BC ||B′C ′
→ B C .متوازی الاضلاع است B′ C ′

=B̂1 30∘ → = − =B̂2 180∘ 30∘ 150∘ → C =Ĉ
′
C ′ ′ 150∘

OO′OO′

∼ : = ⇒ = ⇒ 3OH = 2OH + 40 ⇒ OH = 40OAB
Δ

OA′B′
Δ OH

OK

10
15

OH

OH + 20
2
3
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. از فرض نتیجه می گیریم که ترکیب  دوران به مرکز  و زاویۀ  یک دوران  است، پس   51

حال اگر  بار دوران  را انجام دهیم به یک دوران  می رسیم. داریم:

 

 

52  دو مثلث متساوي الساقین  و  هم نهشت هستند.

 

  

و زاویۀ  در نظر بگیریم، پاره خط  به روي پاره خط  تصویر می شود، یعنی داریم: پس اگر دورانی به مرکز 

    و  

پس زاویۀ بین  و  برابر  است.

روش اول: مطابق شکل، نقطۀ  بازتاب نقطۀ  نسبت به خط  بوده و نقطۀ  دوران یافتۀ نقطۀ  نسبت به مرکز دوران  و به اندازة  در جهت  53

ساعتگرد است. کافی است رابطۀ کسینوس ها را در مثلث  بنویسیم:

34

34

38

A

A

A

d

1200

 

 

 

. ، قاعده برابر است با   روش دوم: مطابق شکل مقابل، در مثلث متساوي الساقین به ساق  و زاویۀ رأس 

؛ پس جواب برابر است با:  در اینجا 

 

120
a a

0

3a

در تبدیل تجانس، مرکز تجانس نقطۀ ثابت تجانس است. بنابراین، مرکز دایرة محیطی مثلث مرکز تجانس است. لذا مرکز دو دایره برهم منطبق بوده و درنتیجه،  54

مثلث باید متساوي الاضلاع باشد و نسبت تجانس  برابر است با:
می دانیم در مثلث متساوي الاضلاع به ضلع

∼ ⇒ = = ⇒ =ABO′
Δ

OA′B′
Δ HO′

KO′

AB

A′B′

2
3

HO′

20 − HO′

2
3

⇒ 3 H = 40 − 2 H ⇒ H = 8 ⇒ O = 40 + 8 = 48O′ O′ O′ O′

4Oθ60∘
θ = 15∘

615∘90∘

OA = OB = a⇒ AB = a 2
−−

√

⇒ = =
AB

AA′

a2
−−

√

a
2
−−

√

ADEABC

= ⇒BAC^ 40∘ = =ABC^ ACB^ 70∘

= = ⇒ADE^ AED^ 70∘ =DAE^ 40∘

A40∘
BDCE

R(BD) = CE R(B) = C ⇒R(D) = E

BDCE40∘

A′AdA′′AA′120∘

AA′A′′

A = A + − 2A ⋅ ⋅ cosA′′2 A′2 A′A′′2 A′ A′A′′ 120∘ ⇒ A = (8 + (8 − 2 × 8 × 8 × (− )A′′2 3
−−

√ )2 3
−−

√ )2 3
−−

√ 3
−−

√
1
2

⇒ A = 192 + 192 + 192 = 576A′′2 ⇒ A = 24A′′

a120∘
a 3

−−
√

a = 8 3
−−

√a = 8 × = 243
−−

√ 3
−−

√ 3
−−

√

k
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، اندازة شعاع دایرة محیطی برابر  و اندازة شعاع دایرة محاطی برابر  است، پس  و نسبت تجانس این دو دایره برابر می شود با:

 

 55

A

C D

E
B B

A

  

  

  

         

. سپس این نقطه را به  وصل براي یافتن کمترین مقدار  (طبق مسئله هرون)، ابتدا بازتاب  نسبت به  را به دست می آوریم   56

همان نقطه مورد نظر  است و داریم: می کنیم. محل برخورد  و 

می دانیم: در مثلث قائم الزاویه اندازة ضلع روبه رو به زاویه   برابر طول وتر است و اندازة ضلع روبه رو به زاویه    برابر طول وتر است.

600

300

30
0

600B

M

P

A

3

3 4

2
N

H
C

QM

H
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A B

O
AB

x

y

 

  

 

 در نتیجه:

 یک تبدیل طولپا است که شیب خط ها را ثابت نگه می دارد.  

نقطۀ  را تحت انتقال با بردار  موازي خط  (به سمت راست) و به طول  بر نقطه  تصویر می کنیم. قرینۀ  را نسبت به خط  نقطۀ  و نقطۀ تلاقی خط  58

aR = h =
2
3

a 3
−−

√

3
r = h =

1
3

a 3
−−

√

6
R = 2r

k = ⇒ k = =
r

R

r

2r
1
2

: BEAEB
Δ

قضیۀ فیثاغورس = = 8−102 62
− −−−−−−

√

E = EB − BB′ B′ = 8 − 3 = 5

:EA′ B′
Δ

قضیۀ فیثاغورس A′B′ = = 13+122 52
− −−−−−−

√

ACDB طول مسیر = AC + DB + CD = ( C + C ) + CDA′ B′ = + CDA′B′ = 13 + 3 = 16

MP + NPMBC( )M ′N

MN ′BC(P)

600
3
−−

√

2
3001

2

: MH = × 3 =BMH
Δ

600 روبھ  رو بھ
3
−−

√

2

3 3
−−

√

2
→ H = Q = MH =M ′ H ′

3 3
−−

√

2

: N = × 2 =CNH ′
Δ

600 روبھ  رو بھ H ′
3
−−

√

2
3
−−

√

: BH = × 3 =BMH
Δ

300 روبھ  رو بھ
1
2

3
2

: C = × 2 = 1CNH ′
Δ

300 روبھ  رو بھ H ′ 1
2

H = BC − (BH + C ) = 6 − ( + 1) =H ′ H ′ 3
2

7
2
→ Q = H =M ′ H ′ 7

2

QN = N + Q = + =H ′ H ′ 3
−−

√
3 3

−−
√

2

5 3
−−

√

2

: N = =NQM ′
Δ

قضیھ فیثاغورس در M ′ + QM ′Q2 N 2
− −−−−−−−−−−

√ ( + (
7
2
)2

5 3
−−

√

2
)2

− −−−−−−−−−−−−

⎷

 = =+
49
4

75
4

− −−−−−−−
√ 31

−−
√

MP + NP = P + NP = N =M ′ M ′ 31
−−

√

}OA = OA′

OB = OB′ → →
ABمتوازی الاضلاع A′B′ چھار ضلعی

است زیرا قطرھایش منصفند.
AB||A′B′

AB = A′B′

T

Av ⃗ d4A′A′dA′′
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 و پاره خط  را نقطۀ  می نامیم.
B

A

C

H

D

A

4

2

1

4

d

A  

 سپس  را به طول  روي خط  جدا می کنیم. مسیر  کوتاه ترین مسیر ممکن است. داریم:
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 مطابق شکل روبه رو، طول ساق مایل  را از طریق قضیۀ فیثاغورس به دست می آوریم:

 

 

، طبق مسأله هرون، کافی است قرینۀ  را نسبت به ساق قائم  پیدا کرده و فاصلۀ آن را از رأس   براي به دست آوردن کمترین مقدار 
بیابیم:

E

 

 

 پس کمترین مقدار محیط مثلث  برابر می شود با:
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، شکل زیر را براي آن رسم می کنیم:  چون  و  فقط یک نقطۀ مشترك دارند، پس مماس خارج اند و با توجه به نسبت تجانس 

 

) که همان نقطۀ تماس دو دایره است، تصویر می شود. پس نسبت تجانس برابر می شود با: ) به نقطۀ  (نزدیک ترین نقطۀ دایرة   با توجه به شکل، نقطۀ  (نزدیک ترین نقطۀ دایرة 

 

 و درنتیجه، شعاع دایرة  برابر است با:

dBA′′D

CD4dACDB

= B + = 9 + 16 = 25 ⇒ B = 5 ⇒ D + BD = 5A′′B2 H 2 A′′H 2 A′′ A′′

D + BD = 5− →−−−−−
طولپایی بازتاب

D= DA′ A′′

A′

AC + BD = 5− →−−−−−
طولپایی انتقال

AC= DA′

ACDB = AC + CD + DB = (AC + BD) + CD = 5 + 4 = طول مسیر9

BC

B = B + H = + = 169 ⇒ BC = 13C 2 H 2 C 2 122 52

BE + ECBADC

( ) : = + = + = 225 ⇒ C = قضیۀ فیثاغورس15 CB′H ′
Δ

B′C 2 B′H ′2 H ′C 2 122 92
B′

BEC

min( ) = BC + C = 13 + 15 = 28P
B CE
Δ B′

CC ′k > 1

ACA′C ′

k = = = 4MA′

MA

8
2

C ′
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 پس طول مماس مشترك خارجی دو دایرة مماس خارج  و  برابر می شود با:

 

 61

بازتاب نقطۀ  را نسبت به  به دست آورده و آن را  می نامیم.

 را به  وصل می کنیم تا  را در  قطع کند، داریم:

 

از نقطۀ  عمودي بر راستاي  رسم می کنیم. در این صورت، داریم:

اگر مثلث  را در یک تجانس به مرکز  و نسبت  تصویر کنیم. مثلث  حاصل می شود. همچنین اگر  را در یک تجانس به مرکز  و  62

نسبت  تصویر کنیم، مثلث  حاصل می شود. مطابق شکل، از اشتراك این دو مثلث، یک شش ضلعی منتظم حاصل می شود که مساحت این شش ضلعی منتظم  مساحت هر یک از

مثلث هاي  یا  است.

 تذکر: مطابق شکل، مساحت شش ضلعی  منتظم شکل مقابل نسبت به مساحت کل مثلث  است.

 

 63

مطابق شکل و فرض سؤال،  مجانس مربع  در این تجانس است، داریم:

   

 

= kR = 4 × 3 = 12R′

CC ′

2 = 2 = 2 × 6 = 12RR′− −−−
√ 3 × 12

− −−−−−
√

AdA′

 A′BdE

AH = H (A d)A′ A′ عمودمنصف

AE + EB = E + EB = BA′ A′

BAH

AC = 50 − 20 = 30

A C : B = A − A = − = 1600 ⇒ BC = 40B
Δ

C 2 B2 C 2 502 302

C : = + B = + = 4900 + 1600 = 6500 ⇒ B ≃ 80٫6A′B
Δ

A′B2 A′C 2 C 2 702 402
A′

ABCG−
1
2

MNPABCG

1
2

QRS
2
3

MNPQRS

NP ||BC ∼ ⇒ = = ( = ( =− →−−−−−−−

M P≅A NN
Δ

P
Δ

قضیۀ اساسی تشابھ
MNP

Δ
ABC

Δ
S
M PN

Δ

S
A CB
Δ

S
A NP
Δ

S
A CB
Δ

AP

AB
)2 1

2
)2 1

4

= × =S رنگی
2
3

1
4
SABC

1
6
SABC

2
3

A′B′C ′D′ABCD

k = − ⇒ = =
5
3

k2 25
9

SA′B′C ′D′

SABCD

⇒ { = 25SSA′B′C ′D′

= 9SSABCD

16S = 16 ⇒ S = 1− →−−−
طبق فرض

{ = 25S = 25 × 1 = 25 ⇒ = 5SA′B′C ′D′ A′B′

= 9S = 9 × 1 = 9 ⇒ AB = 3SABCD

⇒ − ABCD = 4 × 5 − 4 × 3 = 8A′B′C ′D′ محیط محیط
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بازتاب نسبت به خط، تبدیلی طولپاست و تحت آن اندازة زاویه ها ثابت باقی می ماند.  64

. مطابق شکل،  بازتاب  نسبت به  است، بنابراین 

 

A

D

A B

CD

1

α
α

α

 همچنین  بازتاب  نسبت به  است، بنابراین:

 
 درنتیجه:

 

، ضلع  روبه روي زاویۀ  است، پس نصف وتر است. بنابراین:  حال در مثلث قائم الزاویه 

 

از آنجا که ارتفاع مثلث متساوي الاضلاع به ضلع  برابر  است، داریم:  65

ضلع مثلث جدید در تجانس اول (ضلع مثلث مجانس):    

     

 66

مطابق شکل زیر، نقاط  و  مراکز تجانس مستقیم و معکوس دو قاعدة ذوزنقه هستند، داریم:

5

3
A B

CD

H

O

O

5H  

  

   

    

 

دو مثلث  و  بنابر (ض ز ض) هم نهشت اند. زیرا:  67

A

B
M

CD

O

1

 

 

 

. از آنجا که زاویۀ دوران برابر زاویۀ بین دو خط دوران یافته است، نتیجه می شود: 

CD′CDACD A = A = αĈ ĈD′

CA′CACD′

= A = αD′ĈA′ ĈD′

3α = ⇒ α =90∘ 30∘

ADCAD30∘

AC = 2 ⇒ DC = = =A − AC 2 D2
− −−−−−−−−−

√ 4 − 1
− −−−−

√ 3
−−

√

⇒ = AD × DC = 1 × =SABCD 3
−−

√ 3
−−

√

a
a 3

−−
√

2

h = = 2 ⇒ a =
a 3

−−
√

2

4 3
−−

√

3

⇒ k =

4 3
−−

√

3

4 3
−−

√
⇒ k =

1
3
⇒ k =

ضلع مربع جدید

ضلع مربع اولیھ
⇒ =

1
3

ضلع مربع جدید

3
−−

√

2

⇒ ضلع مربع جدید=
3
−−

√

6
⇒ S = ( مربع جدید=

3
−−

√

6
)2 1

12

OO′

B ∼ DO′A
Δ

O′C
Δ

⇒ = =
HO′

O′H ′

AB

CD

6
10

⇒ =
HO′

O′H ′

3
5

⇒ { H = 3kO′

= 5kO′H ′
8k = 12− →−−−−

H =12H ′

⇒ k =
3
2
⇒ H = (1)O′ 9

2

O B ∼ O DA
Δ

C
Δ

⇒ = =
OH

OH ′

AB

CD

6
10

⇒ =
OH

OH ′

3
5
⇒ =

OH

OH + 12
3
5
⇒ OH = 18 (2)

⇒ O = OH + HO′ O′ O = 18 + = = 22٫5− →−−
(2),(1)

O′ 9
2

45
2

AOCBOD

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

A C = B D = +Ô Ô 90∘
Ô1

OA = OD

OB = OC

AC = BD (1)− →−−−−
اجزای متناظر

O دوران بھ مرکز

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

D A− →−−−−
ساعتگرد

 90∘ دوران

B C− →−−−−
ساعتگرد

90∘ دوران
⇒ BD AC− →−−−−

ساعتگرد

90∘ دوران

A D = (2)M̂ 90∘
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بنابراین طبق روابط  و  در گزینۀ  صحیح است.

 68

اگر مطابق شکل مربع  را حول مرکز تقارن آن به اندازة  دوران دهیم، مربع  تشکیل می شود و سطح محصور بین این دو

مربع، یک هشت ضلعی منتظم است. فرض می کنیم ضلع هشت ضلعی منتظم  باشد، بنابراین داریم: 

D C

BA
A

B

C

D

x

x

x

x

x

xx

x a
x 2

 

     

ها می باشد، بنابراین داریم: ها، نقطۀ  است و  نقطۀ تلاقی خط  با محور  قرینۀ نقطۀ  نسبت به محور   69

 

  

می دانیم تبدیل تجانس، تبدیلی است که شیب خطوط را حفظ می کند.  70

طبق فرض، نوع تجانس، معکوس بوده و مثلث  بر مثلث  محیط شده است. بنابراین، طبق شکل داریم:

A

B C
A

C B

 

  

  

. بنابراین خواهیم داشت:  به همین ترتیب، نتیجه می شود  و 

  

بیشترین فاصله نقاط  و  در صورتی ایجاد می شود که یکی از دو تجانس مستقیم و دیگري معکوس باشد. با فرض  و  داریم:  71

A2 A1AO

 

 

 توجه: در صورتی که  و  باشد، نیز همین مقدار براي  حاصل می شود.

 72
باتوجه به شکل زیر داریم:

  

   

A

B

d H

x

x

M

8

15- x

8/5

8/5

A

(1)(2)(4)

ABCD45∘
A′B′C ′D′

a

{
= 2x + aطول ضلع مربع

a = x 2
−−

√
⇒ = 2x + x = 4 + طول ضلع مربع2 2

−−
√ 2

−−
√ ⇒ x = 2 ⇒ = − 4S

ضلعی8
S

ABCD
S

قائم الزاویھ△
⇒ = (4 + 2 − 4 ×S

ضلعی8
2
−−

√ )2 1
2
x2

= 16 + 16−→−
x=2

S
ضلعی8

2
−−

√

Ax(−3, −13)A′BCA′x

= = = 2m
CA′

−13 − 3
−3 − 5

16
8

y − 3 = 2(x − 5) ⇒ y = 2x − 7 2x − 7 = 0 ⇒ x =−→−
y=0 7

2

A′B′C ′ABC

{
BC ||AB′

C ||ABB′ ⇒ ABCمتوازی الاضلاع B′ ⇒ A = BC (1)B′

{
BC ||AC ′

B ||ACC ′ ⇒ ACBمتوازی الاضلاع C ′ ⇒ A = BC (2)C ′

(1), (2) ⇒ = 2BCB′C ′

= 2ACA′C ′= 2ABA′B′

= = = 2B′C ′

BC

A′B′

AB

A′C ′

AC
k = −2− →−−−−−

تجانس معکوس

A1A2> 0K1< 0K2

= 4 = 2 , = = −K
2
1 − →−−

>0K1
K1 K

2
2

25
4

− →−−
<0K2

K2
5
2

= O + O = | | × OA + | | × OA = 2 × 4 + × 4 = 18A1A2 A1 A2 K1 K2
5
2

< 0K1> 0K2A1A2

MA + MB = B = 15A′

+ = → =152 82 172
B̂ 90∘

:قضیۀ فیثاغورس در MA = M = x → MB = 15 − xA′

= M + A = MAMB
△

B2 B2 A2 → (15 − x + =)2 82
x2 → 225 − 30x + + 64 =x2 x2

→ 30x = 289 → x =
289
30
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 73

A

CD

B
M

300
600

B

C

x

x2

3
D
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O H O

34
M

rr

A

      

  

  

    

  
این سؤال در دو حالت قابل بررسی است:  75

حالت اول:  و  با زاویۀ  متقاطع باشند.

در این حالت هر نقطه مانند  روي نیمساز زاویۀ بین دو خط، مرکز دورانی با زاویۀ  است که در آن  تصویر خط  می باشد.

 

αA

H α H

O
d d

حالت دوم:  و  موازي باشند.

در این حالت  در بی شمار دوران با زاویۀ  تصویر خط  است که مرکز این دوران ها روي خطی موازي و به فاصلۀ مساوي از خطوط  و  قرار دارند.

 

1800

d

d
A

A

 76

d1
A B

CD

  

d2
AB

C D

 

A

BC

D

→ Aدوران طولپاست D′ = AD = BC =  ,3
−−

√ : MAMD′
Δ

30∘ روبھ رو D′ = AM
1
2

→ { M = xD′

AM = 2x

: AAMD′
Δ

قضیۀ فیثاغورس در M 2 = AD + MD′2 ′2 → = +(2x)2 ( )3
−−

√
2

x2 → 4 = 3 +x2 x2 → 3 = 3x2 → = 1x2 → x = 1

= A ⋅ MS
AMD′

Δ

1
2

D′ D′ = × 1 × =
1
2

3
−−

√
3
−−

√

2

k = =
r′

r

3
4
→ =

MO′

MO

3
4
→ =

MO′

20
3
4
→ M = 15O′

O = MO − MO′ O′ = 20 − 15 = 5

O + = OOA2 O′A2 ′2 O =− →−−−−
عکس قضیۀ

ÂO′ 90∘

AH × O = OA × AO′ O′ → AH × 5 = 4 × 3 → AH = = 2٫4
12
5

خط المرکزین دو دایرۀ متقاطع عمودمنصف وتر مشترک آن ھاست.      → AB = 2AH = 4٫8

dd ′α

Oαd ′d

dd ′

d ′180∘
ddd ′

− →−−−−−−−
d2بازتاب نسبت بھ

− →−−−−−−−
d1بازتاب نسبت بھ
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با توجه به شکل هاي بالا مربع به اندازة دو برابر زاویۀ بین محور بازتاب متقاطع یعنی  در جهت حرکت عقربه هاي ساعت دوران یافته است، بنابراین نقطۀ ثابت تبدیل مرکز دوران (محل

) است. برخورد خطوط  و 

 77

مطابق شکل،  انتقال یافتۀ  با بردار  می باشد. داریم:

 

A

B

B́ Ć

CP
M

N
G

پس دو مثلث  و  متشابه اند و نسبت تشابه به آن ها  است. پس داریم:

 

 78

A

B H C

15 20

dˊ

d

 براي یافتن  داریم:

 

 79

 مطابق شکل روبه رو مثلث  با بردار  انتقال یابد و  بدست می آید. انتقال طولپاست پس دو مثلث  و

 همنهشت هستند. داریم:

Aˊ

A

B

Bˊ

C

3m
Cˊ

m
CCˊ __ ACˊ3

E

 80

چهارضلعی  ذوزنقۀ متساوي الساقین است. از طرفی اگر محیطی باشد، داریم:

1

1 H Kh

h H
2

K

A

Aˊ

x

x 3

3
4

4

Bˊ

B

(بازتاب طولپاست) 

 محیطی

90∘

d1d2

GB′C ′ABCAG
→

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

PG||AC ⇒ = = = ⇒ PG = AC
PG

AC

GM

AM

PM

MC

1
3

1
3

GN ||AB ⇒ = = = ⇒ NG = AB
NG

AB

GM

AM

MN

BM

1
3

1
3

N P = B CĜ Â

NGPABC
1
3

= ( =

S
GNP
Δ

S
ABC
Δ

1
3
)2 1

9

AH

B = + ⇒ BC = 25 , AH = ⇒ AH = = 12C 2 152 202 AB × AC

BC

15 × 20
25

ABCCC ′A′B′C ′ABC

A′B′C ′

E ∥ BC ⇒ = = ⇒ = ( =C ′ EC ′

BC

m

4m
1
4

S
AEC ′
Δ

S
ABC
Δ

1
4
)2 1

16

ABB′A′

AB = = xA′B′

AB ⇒ x + x = 8 + 2 = 10 ⇒ x = 5B′A′

HK = A = 2 , BH = K = = 3 ⇒ : = − = ⇒ h = 4A′ B′ 8 − 2
2

ABH
Δ

h2 52 32 42

= = 20SABB′A′
(8 + 2) × 4

2
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ت هندسه یازدهم فصل دو (رشته ریاضی)
200 تس

آموزشگاه پرسا



A

B

C
F

E
4

M
N
1
2

. به این ترتیب، اگر دو نقطه ي  و را حول مرکز . بنابراین  و  دو مثلث متشابه اند، زیرا   81

 به زاویه ي ثابت  دوران دهیم، دو نقطه ي  و  به ترتیب منطبق بر دو ضلع  و  به دست می آید که مثلث  تصویر مثلث  در این دوران است. از طرفی دیگر همین

مثلث، تصویر مثلث  در یک تجانس به مرکز  و به نسبت  نیز هست.

 82

مطابق شکل، کافی است بازتاب نقطۀ  را نسبت به پاره خط  به دست آوریم. در این صورت داریم:

 

 83
مرکز تجانس مستقیم دو دایره، نقطۀ تقاطع خط  المرکزین دو دایره و مماس مشترك خارجی آنهاست. با

توجه به شکل و با استفاده از قضیۀ تالس خواهیم داشت:

 

 مرکز دایرة مورد نظر را  می گیریم. مطابق شکل زیر داریم:

 

 

 84

مطابق شکل، نقطۀ  تحت دوران  حول مبدأ مختصات به نقطۀ  تصویر می شود. لذا داریم:

 

= = =
EF

BC

AF

AB

AE

AC

1
3

=Â1 Â2C E = B F = αÂ ÂEF

AαMNACABAMNAEF

ABCA= = =
AM

AC

AN

AB

MN

BC

1
3

BAC

A C = − − 2 × =B̂ 360∘ 90∘ 60∘ 150∘

= 2 × × 2 × 2 = 2S اضافھ شده

1
2

sin 150∘

  
1
2

= ⇒ =
OA

AO′

2
3

OA

OA + 6
2
3
⇒ 3OA = 2OA + 12 ⇒ OA = 12

O′′

= ⇒ =
AO′

AO′′

3
r′′

18

21 + r′′

3
r′′

⇒ 3 + 63 = 18r′′ r′′ ⇒ 15 = 63 ⇒ = = 4٫2r′′ r′′
21
5

A(α, β)90∘(−β,α)A′
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ت هندسه یازدهم فصل دو (رشته ریاضی)
200 تس

آموزشگاه پرسا



  

طبق فرض داریم:  85

A

NM

B C
600

800 400

400
 

 

 

پس زاویۀ بین  و  برابر  است. درنتیجه، زاویۀ بین مجانس هاي  و  نیز  است. زیرا در تبدیل تجانس، شیب خطوط و زوایاي متناظر ثابت باقی می مانند و بستگی به
مرکز تجانس و نسبت تجانس ندارد. 

، طبق شکل داریم: ،  و  طبق فرض   86

 

 

درنتیجه، دو دایره متخارج بوده و طول مماس مشترك داخلی آنها برابر است با:

 

نخست وضعیت دو دایره را بررسی می کنیم:  87

  

. بنابراین، داریم:  مرکز تجانس معکوس دو دایرة متخارج، نقطۀ همرسی خط المرکزین با مماس مشترك داخلی دو دایره است 

OO
M

T

T
2

5

 

    

 88

، ضلع  روبه روي زاویۀ  بوده، ، خط  به دست می آید. در مثلث  مطابق شکل با دوران خط  حول مرکز دوران  و به اندازة 
بنابراین داریم:

H

d

d

H

P
O

600
600
600

12

12

300

300

 

  

، دو مثلث قائم الزاویه شکل فوق بنابر تساوي وتر و یک ضلع قائمه هم نهشت اند.  تذکر: از آنجا که تبدیل دوران، تبدیلی طولپاست 

طبق فرض و شکل زیر داریم:  89

P | Q| :
n

m + 2
− →−−−−−−−−

حول مبدأ 90∘ دوران m

2n − 2
{
m = −(m + 2) ⇒ m = −1
2n − 2 = n ⇒ n = 2

⇒ 2m − n = −2 − 2 = −4

= , =Â 80∘
B̂ 60∘ ⇒ = − ( + ) =Ĉ 180∘ 80∘ 60∘ 40∘

MN ||BC ⇒ A M = =N̂ Ĉ 40∘

ANMN40∘
ANMN40∘

R = 2OA = 7k = 2

{ = kR = 2 × 2 = 4R′

A = k ⋅ AO = 2 × 7 = 14O′ ⇒ O = A − AO = 14 − 7 = 7O′ O′

= =O − (R +O′2 R′)2
− −−−−−−−−−−−−−

√ 49 − 36
− −−−−−−

√ 13
−−

√

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

O = 8O′

R = 2
= 5R′

⇒ O > R +O′ R′ ⇒ دو دایره متخارج  ھستند.

(M)

=
MO′

OM

O′T ′

OT
⇒ =

O − OMO′

OM

5
2
⇒ =

8 − OM

OM

5
2
⇒ 16 − 2OM = 5OM ⇒ OM =

16
7

dO60∘
d ′OHPOH60∘

OH = OP
3
−−

√

2
⇒ 12 = OP

3
−−

√

2
⇒ OP = = 8

24

3
−−

√
3
−−

√

(O = OH)H ′
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200 تس

آموزشگاه پرسا



 

 دو مثلث  و  متشابهند و نسبت تشابه  بوده، بنابراین نسبت مساحت ها برابر است با:

A

CB
B C

O

A

 

 

    

مطابق شکل،  مرکز تجانس مستقیم و  مرکز تجانس معکوس است. داریم:  90

M

T
T

OMO
3 5

 

  

دو مثلث متشابه اند. زیرا:    91

. درنتیجه، اگر دو نقطۀ  و  را حول مرکز  و به زاویۀ  دوران دهیم، دو نقطۀ  و  به ترتیب منطبق بر دو ضلع  و  به دست بنابراین،  و 

می آید که مثلث  تصویر مثلث  است. همچنین این مثلث، تصویر مثلث  در یک تجانس به مرکز  و نسبت  می باشد.

 

مطابق شکل،  محل تلاقی میانه هاست. بنابراین داریم:  92

    

A

P
N

M
B C

G

C B

A

x

x2

 

 

، منفی است.  مجانس  نسبت به مرکز تجانس  است و  و  در دو طرف مرکز تجانس  قرار دارند، پس تجانس معکوس بوده و ضریب تجانس 
حال طبق تعریف تجانس داریم:

= = =
OA′

OA

OB′

OB

OC ′

OC

1
3

ABCA′B′C ′k =
1
3

= = ⇒ = S
S ′

S
k2 1

9
S ′ 1

9

= S − = S − Sمساحت بین دو مثلث : فرض S
′ 1

9
= S = ⇒ S =

8
9

3
−−

√
9 3

−−
√

8

ABC aضلع مثلث ⇒ =
3
−−

√

4
a2

9 3
−−

√

8
⇒ = ⇒ a =a2 9

2

3 2
−−

√

2
⇒ ABC

Δ
محیط = 3a =

9 2
−−

√

2

MM ′

OT || ⇒ =O′T ′ OM

MO′

OT

O′T ′
⇒ =

OM

OM + 8
3
5
⇒ 5OM = 3OM + 24 ⇒ OM = 12

⇒ M = OM + O = 12 + 3 = 15M ′ M ′

= = =
AB

AD

AC

AE

BC

DE

2
3

=A1
^ A2

^= = αBAD^ CAE^BCAαMNADAE

AMNABCADEA= = =
AN

AE

AM

AD

MN

DE

2
3

G

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

GA = AM
2
3

GM = AM
1
3

GA− →−−−
GM=x

فرض
= 2GM = 2x , AM = 3x

M AMA′ = =====
فرض مسئلھ 3

4
⇒ M = × 3x = xA′ 3

4
9
4

A′AGAA′Gk
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ت هندسه یازدهم فصل دو (رشته ریاضی)
200 تس

آموزشگاه پرسا



 

مراکز تجانس  و  روي خط المرکزین و یا امتداد آن قرار دارند. براي محاسبۀ  داریم:  93

T

T

O OS
S3

3

2 2

2
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537

C A BO

K K K  

      

    

 95

 

A

B C

C

B A

 96

می دانیم مساحت مثلث متساوي الاضلاع به ضلع  برابر است با: 

300
600

300

600

600

600

4

4

4

d

B

A

O

B

A

8
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⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

|k| = = = ⇒ k = −
GA′

GA

x
13
4
2x

13
8

13
8

G = GM + M = x + x = xA′ A′ 9
4

13
4

SS ′SS ′

OT || ⇒ =O′T ′ SO

SO′

2
3
⇒
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
SO = S ⇒ O = S {2

3
O′ O′ 1

3
O′ − →−−−

O =5O′ S = 15O′

SO = 10
S = SO + O = 10 + 2 = 12S ′ S ′

OB

OA
=

3
2
→ OB = 15K و OA = 10K → AB = OB − OA = 15K − 10K = 5K

AC

AB
=

3
5
→

AC

5K
=

3
5
→ AC = 3K

= =
BC

OC

8K
7K

8
7

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

A CB → متوازی الاضلاع است} A′ A = BC →A′  انتقال
A ∥BC →A′ .انتقال شیب خط را ثابت نگھ    می دارد.

ACB → متوازی الاضلاع است} B′ B = AC →B′ انتقال
B ∥AC →B′ انتقال شیب خط را ثابت نگھ   می دارد.

a
3
−−

√

4
a2

= −SABB′A′ S
OBB′
Δ S

OAA′
Δ = O − O

3
−−

√

4
B2

3
−−

√

4
A2 = (O − O )

3
−−

√

4
B2 A2 = ( − )

3
−−

√

4
122 82 = × 80 = 20

3
−−

√

4
3
−−

√

: EHAEH
Δ

15∘ ارتفاع وارد بر وتر روبھ رو بھ = = = 2
AD

4
8
4

= 2 × EH(AD)SAEDE ′
1
2

= 2 × 8 = 16
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ت هندسه یازدهم فصل دو (رشته ریاضی)
200 تس

آموزشگاه پرسا



A

E

E

D
H

B C

1000

200

150

 98

مطابق مطالب کتاب درسی نقطۀ  را با بردار  انتقال می دهیم تا  بدست آید. محل تلاقی  با رودخانۀ  و پل مورد نظر  می باشد. کوتاه ترین

Áمسیر  است.

H

A

M

N

B

 

، نوع تجانس انقباضی و معکوس است، پس اولاً  و  در دو طرف  قرار دارند و ثانیاً نسبت تجانس کمتر از  می باشد. ار آنجا که در تجانس به مرکز   99
داریم:

:حالت اول 
B CA

0 11_2_ 2 3

:حالت دوم
BC A

0 12_3_ 21_ 3

مطابق شکل  بازتاب  نسبت به  و  دوران یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  می باشد، داریم:  100

2 6

2 6

4 6

A

A

A

d

120̊

قضیۀ کسینوس ها 

می دانیم ترکیب دو بازتاب با محورهاي موازي، یک انتقال است و بردار انتقال دو برابر فاصلۀ دو خط موازي است.  101
داریم:

  (فاصلۀ دو خط بازتاب)  

 102

: بازتاب  نسبت به  حتماً با  موازي است پس با  هم موازي است. Aگزینۀ  B

CD

O

: مجانس  نسبت به هر نقطه مثل  حتماً با  موازي است پس با  هم موازي است. گزینۀ 

:در هر انتقال،  با تصویرش موازي است پس با  هم موازي است. گزینۀ 

، با  زاویه اي برابر با  می سازد، پس دوران یافتۀ  با  متقاطع است پس نمی تواند با  موازي باشد. : از آنجا که دوران یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  گزینۀ 

A2A′BA′NMN

AMNB

AMNB = AM + MN + NB = N + NB + MN = B + MNA′ A′

MN = 2 , = + ⇒ B = 5 ⇒ AMNB = 7A′B2 32 42
A′

ABCA1

= = 0٫6
AB

BC

3
5

= = 0٫6
AB

BC

3
5

A′AdA′′AA′120∘

A = = 4A′ A′A′′ 6
−−

√

:AA′A′′
Δ

A = A + − 2A ⋅ × cosA′′2 A′2 A′A′′2 A′ A′A′′ 120∘

A = (4 + (4 + 2 × 4 × 4 ×A′′2 6
−−

√ )2 6
−−

√ )2 6
−−

√ 6
−−

√
1
2

= 96 + 96 + 96 = 288 ⇒ A = 12A′′ 2
−−

√

⇒ m + 1 = 2(4 − m) ⇒ m =
7
3

A = 2×A′′

⇒ B = A = 1 + =B′′ A′′ 7
3

10
3

1ABCDABCD

2ABOABCD

3ABCD

4ABOAOB^ABAOB^ABABCD
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ت هندسه یازدهم فصل دو (رشته ریاضی)
200 تس

آموزشگاه پرسا



103  مطابق شکل  دوران یافتۀ  به مرکز  و  دوران یافتۀ  به مرکز  می باشد. داریم:

O
M

Mˊ́

Mˊ

Oˊ

 از آن جا که  ثابت است پس بردار  ، را بر  منتقل می کند.

 104

مطابق شکل،  بازتاب  و  بازتاب  می باشد. داریم:

 

 

45̊
45̊

A

Á

B

Bˊ

O

 105
مطابق شکل براي محاسبۀ شعاع دایره محاطی خارجی داریم:

A

B

45˚
45˚

4

4

4
H

B΄

4 2

4 2

 

مطابق شکل در مرکز تجانس مستقیم،  می باشد و مرکز تجانس معکوس  می باشد.  106

O O
M

T
T

M

 

 107

: بازتاب نسبت به 

 

A

C

B
d 3

A

C

B

3 3

3 3

M ′MOM ′′M ′O′

OM = O , =M ′ O′M ′ O′M ′′

: O ∥M , M = 2Oعکس تالس O′ M ′′ M ′′ O′

OO′MM ′′
− →−−−

MM ′′

A′AB′B

A ∥B , A = BA′ B′ B′ A′ بازتاب طولپاست
A B.متساوی الساقین است B′ A′  ذوزنقۀ

⇒ AB = = 4 , A = ⇒ = × 4 × 4 = 8A′B′ ÔA′ 90∘
SA BA′ B′

1
2

= × 4 × 8 = 16 P = = 4 + 4SABB′
1
2

و
4 + 4 + 82

−−
√ 2

−−
√

2
2
−−

√

= = = = = 4( + 1)ra
S

P − a

16

4 + 4 − 82
−−

√

16

4 − 42
−−

√

4

− 12
−−

√
2
−−

√

= = = = 4rb rb′
S

P − b

16

4 + 4 − 42
−−

√ 2
−−

√

MM ′

OT ∥ ⇒ = ⇒ =O′T ′ OM

MO′

OT

O′T ′

OM

OM + 6
2
4

⇒ 4OM = 2OM + 12 ⇒ OM = 6

⇒ M = OM + O = 6 + 2 = 8M ′ M ′

d3
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200 تس

آموزشگاه پرسا



، پس داریم: چون فاصلۀ  تا  برابرست با 

 

C

d2

A

C

B

4 4

4 4

A

B

، پس داریم: فاصلۀ  تا  برابرست با 

 
d1

A

C

B

3 3

3 3

C

A

B

. فاصلۀ  تا  برابر با  و فاصلۀ  تا  برابر با  می باشد پس: 

 108

، با بردار  می باشد. انتقال ، انتقال یافته دایره به مرکز   مطابق شکل از آنجا که دو دایره مساویند، پس می توان گفت که دایره به مرکز 
PMطولپاست، پس:

A B C D

O´O
N

. به همین ترتیب: 

    

می دانیم که محور بازتاب، عمود منصف نقطه و تصویرش می باشد. در این سوال نقاط  و  بازتاب هم هستند، پس محور بازتاب عمود منصف  می باشد.  109

) می باشد. همچنین چون بازتاب زوایا را حفظ می کند. داریم: ، تصویر  تحت بازتاب به محور خط  (عمود منصف  در این بازتاب 

B

C

αA

αA

H
d

 

از آنجا که تبدیل  طولپاست پس مساحت دو مثلث  برابرست. داریم:  110

CB

366

A

12
300600

 

ضابطۀ دوران حول مبدأ و به زاویۀ  در جهت مثلثاتی به صورت زیر است:  111

A′d23 + 1 = 4

A′′d14 − 1 = 3

A′′′d13Ad11A = 3 + 1 = 4A′′′

O′OO = 2rO′

{ ⇒ ≅
AD ∥ O ⇒ A → C ,B → D ⇒ AB = CDO′

OA = OB = C = DO′ O′ AOB
Δ

C DO′
Δ

AP ∥ CN ,AP = CN ⇒ A C = P N ,P N = = = ⇒ A C =P̂ Ĉ Ĉ
PN
⌢

2
180∘

2
90∘

P̂ 90∘

B D =P̂ 90∘

⇒ ≅ ⇒ A C = B C

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

PB = PC

PD = PA

AB = CD

APB
Δ

CPD
Δ

P̂ P̂

BCBC

A′AdBC

B C = B C = αA′
Δ

A
Δ

T,ABCA′B′C ′

= = 3 ,A + B + C = ⇒ A + A + A = ⇒ A =Â
3
2
B̂ Ĉ 180∘ 2

3
1
3

180∘ 90∘

⇒ B = , C = ⇒ AB = 12 × sin = 6 , AC = 12 × sin = 660∘ 30∘ 30∘ 60∘ 3
−−

√

= × 6 × 6 = 18S
A CB
Δ

1
2

3
−−

√ 3
−−

√

= = 18S
A′B′

Δ
C ′

S
A CB
Δ 3

−−
√

α =
3π
2

(x, y) (y, −x)− →−−−

α=
3π
2
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تصویر مرکز دایره  مرکز دایره
همچنین در دوران که یک تبدیل ایزومتریست، شعاع دایره ثابت می ماند، پس:

طول مماس مشترك داخلی دو دایره به صورت زیر به دست می آید:

    : خط   المرکزین

طول ارتفاع وارد بر  برابر می شود با:  112

 

 (نکته) در بین مثلث هایی که طول یک ضلع و ارتفاع وارد بر آن ثابت است، کمترین محیط مربوط به مثلث متساوي الساقین است.
براساس این نکته داریم:

 

  

در نتیجه کمترین مقدار مثلث مورد نظر برابر  است.

 

،  می نامیم. براساس مسئلۀ هرون، اگر  را به  وصل کنیم و نقطۀ برخورد آن با  را  (اثبات نکته) از رأس  خطی موازي ضلع  رسم می کنیم. قرینۀ نقطۀ  را نسبت به خط 

بنامیم، آنگاه  کمترین مقدار براي  خواهد بود.

. ، یعنی مثلث  در رأس  قائمه است و  وسط وتر  است و در نتیجه  از آنجا که  در نتیجه 

مطابق شکل، پاره خط هاي  و  موازي اضلاع مثلث  هستند و داریم:  113

 

 

  

O(−2, 3) → (3, 2)O′

= R =R
′ 5

2

⇒ O = = =O′ +(3 − (−2))2 (3 − 2)2
− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√ 25 + 1
− −−−−−

√ 26
−−

√

= = = = : طول مماس مشترک داخلی1 TT ′ O −O′2 (R + )R
′ 2− −−−−−−−−−−−−−−

√ 26 − ( +
5
2

5
2
)2

− −−−−−−−−−−−
√ 26 − 25

− −−−−−−
√

AB

S = 48 = × 16 × h ⇒ h = 6
1
2

: A = + = 100ACH
Δ

C 2 62 82 ⇒ AC = AB = 10

2 × 10 + 16 = 36

C  ABAdA′BA′dC

BC = BC + ACA′AC + BC

AB||dA ⊥ABA′ABA′ACBA′AC = BC

ABBCOA′B′

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

∼ ⇒ = ( = (1)OAB
Δ

OA′B′
Δ SOAB

S
OA′B′

OA

OA′
)2 1

16

∼ ⇒ = ( = (2)BCB′
Δ

OA′B′
Δ S

BCB′

S
OA′B′

BB′

OB′
)2 9

16

= 1 − ( + ) = (3)− →−−
(1),(2) SABCA′

SOA′B′

1
16

9
16

6
16

= = 6− →−−
(1),(3) SABCA′

SOAB

6
16

1
16
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 114

 شعاع دایرة اولیه را  می گیریم؛ شعاع دایرة تصویر برابر می شود با:

 

 

 با توجه به فرض داریم:

 محیط دایرة اولیه برابر می شود با:

 

 115

مطابق شکل، حاصل این دو تبدیل یک دوران است به مرکز  و با زاویه اي دو برابر زاویۀ بین  و  است.

 

 
از طرفی:

 

 116

ها و خط  برابر  است. از طرفی، در بین گزینه ها، فقط ترکیب  تبدیل (الف) و (د) و (هـ) همانی است. زاویۀ بین محور 
ترکیب دو بازتاب با محورهاي متقاطع، یک دوران است که زاویۀ دوران دو برابر زاویۀ بین دو محور بازتاب و مرکز دوران، محل تقاطع دو

، یک دوران  حول مبدأ مختصات در جهت ها و خط  محور بازتاب می باشد. بنابراین، ترکیب دو بازتاب نسبت به محور 

ساعتگرد است. اگر  تصویر نقطۀ  بعد از این دو بازتاب باشد، آنگاه نقطۀ  (تصویر  تحت دوران  حول مبدأ مختصات در

جهت پادساعتگرد) بر نقطۀ  منطبق می شود.

y

x

A

A1

  
y

x
A1

A2 y =-x   
y

x

A2

A3

   

،  و  می نامیم. ابتدا عرض نقطۀ  را به دست می آوریم: مطابق شکل، نقاط برخورد خطوط   و   را با محورهاي   117

R

r = R × 0٫6 = R
3
5

π − π = 16 ⇒ π( − ) = 16R2 r2 R2 9
25

R2 ⇒ π × = 16 ⇒ = ⇒ R =
16
25

R2 R2 25
π

5
π−−√

P = 2πR = 2π × = 10
5
π−−√

π−−√

AADAC

D C = ⇒ M = 2 × =Â 45∘
ÂM ′ 45∘ 90∘

A = AM = 2 M = A + A = 4 + 4 = 8 ⇒ M = = 2M ′ − →−−−
فیثاغورس

M ′2 M 2 M ′2 M ′ 8
−−

√ 2
−−

√

3xy = −x45∘

xy = −x90∘

A2AA3A290∘

A

ℓℓ′x, yM , ,AA′M ′A′
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خط  از نقاط  و  می گذرد، پس معادلۀ آن به صورت زیر است:

 

ها را به دست می آوریم:  نقاط برخورد   و  با محور 

 

 مساحت ناحیۀ رنگی به صورت زیر به دست می آید:

 

 118

، طول  ، با توجه به اینکه در جمع اضلاع این مثلث، یعنی  طبق مسئلۀ هرون، براي یافتن کمترین محیط مثلث 

ثابت است، پس باید  را طوري روي وتر درنظر بگیریم که  به کمترین مقدار خود برسد. پس ابتدا تصویر  را نسبت به وتر 
به  دست می  آوریم. 

 

در این صورت، از  به  وصل می کنیم تا  را در  قطع کند:

   

در مثلث  قضیۀ کسینوس ها را می نویسیم:

  

 119

) می یابیم. سپس نقطۀ  را به اندازة  واحد به سمت  و موازي خط  طبق مسئلۀ هرون، ابتدا تصویر نقطۀ  را نسبت به خط  (نقطۀ 

انتقال می دهیم تا به  برسیم. کوتاه ترین مسیر شکستۀ  طولی معادل  دارد. 
مطابق شکل داریم:

H Q P H

A A M

B13

B

d

 

  

   

= k ⇒ = ⇒ O = 5
OA′

OA

OA′

3
5
3

A′

ℓ′(0, 5)A′P(3, 4)

y − 5 = ( )(x − 0) ⇒ y = − x + 5 :
5 − 4
0 − 3

1
3

ℓ′

ℓℓ′x

: y = − x + 5 x = 15 ⇒ (15, 0)ℓ′
1
3

−→−
y=0

M ′

= k ⇒ = ⇒ OM = 9 ⇒ M(9, 0)
OM ′

OM

15
OM

5
3

= − = (5 × 15) − (3 × 9) = = 24S1 SOA′M ′ SOAM

1
2

1
2

75 − 27
2

AMNAM + MN + ANAM

NAN + MNMBC

M ′ABCN

: = = = 2BMH
Δ

MH
↓

30∘ ضلع روبھ روی زاویۀ

BM

2
4
2

→ M = 2MH = 2 × 2 = 4M ′

AMM ′

: A = A + M − 2AM × M cosAMM ′
Δ

M ′2 M 2 M ′2 M ′ 120∘ ⇒ A = + − 2 × 6 × 4 × (− ) = 76M ′2 62 42 1
2

→ A = = 2M ′ 76
−−

√ 19
−−

√

→ = AM + A = 6 + 2AMN
Δ

کمترین محیط M ′ 19
−−

√

BdB′A′2Bd

A′AQPB+ AA′B′ A′

B = 6,AH = M = B + BMH ′ H ′ H ′ → 11 = 6 + BM → BM = 5

: A = B + AABM
Δ

B2 M 2 M 2 → = + A132 52
M 2 → AM = 12 → M = AM − A = 12 − 2 = 10A′ A′
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 120

( تنها نقطه اي از بازتاب دو خط داده شده نسبت به خط  که می تواند نقطۀ ثابت تبدیل نام گیرد، همان نقطۀ تقاطع دو خط (نقطۀ 
است که مختصات آن از حل دستگاه زیر به  دست می آید:

 

    

) ابتدا معادلۀ خط گذرنده از  که بر خط  عمود است را حال براي یافتن مختصات نقطۀ  (بازتاب  نسبت به خط 
می نویسیم: 

2-

4-

A

H

A

4

2

 

     

   

) نقطۀ  می شود. و همچنین نسبت به نیمساز ناحیۀ اول و  نکتۀ بسیار مهم: تصویر (بازتاب) نقطۀ  نسبت به نیمساز ناحیۀ دوم و چهارم محورهاي مختلف (خط 

) نقطۀ  است.  سوم (خط 

 121

) را رسم کرده، سپس بازتاب نقطۀ  (پاي ارتفاع وارد بر وتر) را نسبت به دو ضلع مطابق شکل، ابتدا ارتفاع  (وارد بر وتر 

 و  به ترتیب  و  نامیده ایم. دقت کنید وقتی ارتفاع وارد بر وتر را در یک مثلث قائم الزاویه رسم می کنیم، زاویۀ این

( ارتفاع با اضلاع قائم، با دو زاویۀ حادة مثلث، به طور ضربدري مساوي است. (مثلاً 

M

A

N

B CH

α

β

αβ

α β

 

. از طرفی، چون  بازتاب  نسبت به چون  پس  پس  و  و  روي یک خط راست بوده و 

 است، پس  و به همین ترتیب  پس مطلوب مسئله  می شود.

حال هدف یافتن  است:

: = + M = + ( + = + = 100 + 289 = 389MA′ B′
Δ

A′B′2 A′M 2 B′2 102
MB  

5

BB′

↓

2B =2×6H ′

)2 102 172

→ =A′B′ 389
−−−

√

→ min(AQPB) = + A = + 2A′B′ A′ 389
−−−

√

dA

{ y = 2x
x + y = 6

→ 3x = 6 → x = 2 → y = 4 → A
∣
∣
∣

2
4

A′Ay = −xAy = −x

= −1mΔ → = = = +1m
AA′

−1
mΔ

−1
−1

→ A : y − = (x − )A′ y
A

m
AA′

x
A

→ y − 4 = 1(x − 2) → y = x + 2 {− →−−−
y=−x با

قطع y = x + 2
y = −x

→ −x = x + 2 → x = −1, y = +1 → H(−1, 1) → = 2H − A = 2(−1, 1) − (2, 4) = (−4, −2)A′

→ M = = = 13A′ (Δx + (Δy)2 )2
− −−−−−−−−−−−

√ +52 122
− −−−−−−

√

A(α, β)y = −x(−β, −α)A′

y = x(β,α)A′

AHBCH

ABACNM

H C = = αÂ B̂

α + β = 90∘
M N = 2α + 2β = 2 × =Â 90∘ 180∘

MANMN = MA + ANMH

ACMA = AHAN = AHMA + AN = 2AH

AH
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300

A

B C
H {

4 3  
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ابتدا خط  را رسم می کنیم.

 

 حال طبق تعریف تجانس داریم:

 

  

   

 123
می دانیم دو دایره همواره متجانس مستقیم و معکوس یکدیگرند. مرکز تجانس مستقیم دو دایرة متجانس (و البته متخارج)، محل برخورد

مماس هاي مشترك خارجی و خط المرکزین است.

 

 بنابراین، مطابق شکل در مثلث  می توانیم قضیۀ تالس جزء  به  کل را بنویسیم:

   

از آنجا که قطرهاي مربع، نیمسازند، داریم:   124

مطابق شکل، دو خط  و  به ترتیب عمودمنصف  و امتداد قطر  هستند و ترکیب دو بازتاب محوري  و  که باهم زاویۀ  می سازند، یک

دوران به اندازة  است که محل تلاقی دو خط  و  مرکز دوران است. درنتیجه، تبدیل مورد نظر دورانی با زاویۀ  است.

 

، محل تلاقی میانه هاي مثلث  بوده و از آنجا که  هر میانه را به نسبت  به  تقسیم می کند، داریم: بدیهی است   125

: sin =AHC
Δ

Ĉ
AH

AC
→ AH = AC sin = (∗)Ĉ

↓

30∘

AC

2

: cos =ABC
Δ

Ĉ
↓

30∘

AC

BC
→ =

3
−−

√

2
AC

4 3
−−

√
→ AC = 6

AH = = 3− →−−
طبق(∗) 6

2
→ = 2AH = مطلوب مسئلھ6

2x + 3y = 6

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

x = 0 → y = 2 → B
∣
∣
∣0

2

y = 0 → x = 3 → A
∣
∣
∣ 3

0

است A مجانس → O = |k|OA = 2 × 3 = 6A′ A′

است B مجانس → O = |k|OB = 2 × 2 = 4B′ B′

→ = −Sھاشورزده S
OA′B′

Δ S
OAB
Δ = −

O × OA′ B′

2
OB × OA

2
= −

6 × 4
2

3 × 2
2

= 12 − 3 = 9

MO′T ′

: OT ||MO′T ′
Δ

O′T ′ → =
MO

MO′

OT

O′T ′
→ =

4 + 1
MO′

1
4
→ M = 20O′

→ = M − ( + + OM) = 20 − (4 + 1 + 5) = 10QN

فاصلھ نزدیک ترین نقاط دو دایره
↓

O′ QO′

R′
↓

ON

R
↓

=O1
^ 45∘

L1L2ABBDL1L2α

2αL1L290∘

GA′B′C ′G12
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CB

A

A

BC

G

 

. ) در دو طرف مرکز تجانس  قرار دارند. پس تجانس معکوس بوده و نسبت تجانس برابر است با   از طرفی، هر نقطه و تجانس یافتۀ آن (مانند  و 

چون دو دایره مماس داخل  هستند، پس مطابق شکل، دایرة  مجانس دایرة  به مرکز تجانس  (نقطۀ تماس دو دایره) و با نسبت تجانس  است.  126
بنابراین داریم:

A
O O

C

C

r r

 

  

، پس نسبت مساحت ها برابر است با: از آنجا که نسبت تجانس برابر   127

B A

AB

C OC  

  : فرض

 

مربع  مجانس مربع  به مرکز  و نسبت تجانس  است. بنابراین داریم:  128

A Ba

D C

D
C

O

BA

 
 بنابراین، نسبت مساحت هاي دو مربع برابر است با:

   

دو پاره خط  و  هم راستا و متجانس یکدیگرند (به همین ترتیب، دو پاره خط  و  هم راستا و متجانس یکدیگرند) پس مرکز تجانس در امتداد  129
آنها و نقطۀ برخورد امتدادهاي دو ساق ذوزنقه است. حال نسبت تجانس را می نویسیم:

 

 

از آنجا که در این تجانس،  بر  تصویر می شود، خواهیم داشت:

 

= = = 2
GA′

GA

GB′

GB

GC ′

GC

AA′Gk = −2

C ′CAk = 4

= 4 ⇒ A = 4AO O = 3r
AO′

AO
O′ − →−−

AO=r
O′ {− →−−−−

O =12O′ r = 4
R = 16

⇒ = π − π = π( − مساحت بین دو دایره( R2 r2 R2 r2

= π(256 − 16) = 240π

k =
4
3

= ⇒ = S = S
S ′

S
k2 S ′ k2 16

9
− S = 14S ′

⇒ ( − 1)S = 14 ⇒ S = 14
16
9

7
9

⇒ S = 18

A′B′C ′D′ABCDOk =
3
−−

√

2

= = = =
OA′

OA

OB′

OB

OC ′

OC

OD′

OD

3
−−

√

2

= = ⇒ = S
S ′

S
k2 3

4
S ′ 3

4
⇒ Sمساحت ناحیۀ بین دو مربع = S − = S − S = S 4S ′ 3

4
1
4

=
فرض

⇒ S = 16 ⇒ = 16 ⇒ a = 4a2

⇒ ABCD = 4a = محیط مربع16

ADDEBCCF

= ⇒ =
AB

CD

CD

EF

8
CD

CD

18
⇒ C = 144 ⇒ CD = 12D2

ABCD

k = = =
CD

AB

12
8

3
2
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با توجه به شکل زیر داریم:   130

600
600

A

A

A

62

62

64

H

 

  

  

با توجه به شکل زیر داریم:   131

y

x

A
1
6 B

7
2 B

8
2

C D

A
1
-6

 

     

دو دایرة  و  مماس داخل هستند و نقطۀ تماس آن ها مرکز تجانس است.  132
بنابراین:

O1
O2

O{

R2

{R1

 

  

  

در نتیجه مساحت هاشورخورده برابر است با:

   

 133
H

H

R
O

M

R

O 6
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 میدانیم که  نسبت تجانس. داریم:
 

 داریم:

 
 پس دو دایره مماس خارج اند.

مطابق شکل نقطۀ  را نسبت به  بازتاب می دهیم، میزان افزایش مساحت، اندازة مساحت چهارضلعی  یا دو برابر مساحت مثلث  است،  135
پس:

: AHA HA′
Δ

در مثلث قائم الزاویھ 60∘ روبھ رو = A
3
−−

√

2
A′ = × 4 = 6

3
−−

√

2
6
−−

√ 2
−−

√

A = 2AHA′′ = 2 × 6 2
−−

√ = 12 2
−−

√

ACDB طول مسیر = AC + CD + DB = C + C + CDA′ B′ = + CDA′B′ = + 1 = 11(7 − 1 + (2 + 6)2 )2
− −−−−−−−−−−−−−−−

√

CC ′

= k =
OO2

OO1

1
3
→ {

O = xO2

O = 3xO1

= 3x − x = 2x = 2O1O2 → {
O = = 1O2 R2

O = = 3O1 R1

= π( − )Sھاشور R
2
1 R

2
2 = π(9 − 1) = 8π

: ||OHOHM
Δ

O′H ′ =−→−
تالس R′

R

MO′

MO
: نسبت تجانس و=
R′

R

3
5

→ =
3
5

6
6 + OO′

→ 18 + 3O = 30O′

→ 3O = 12O′ → : O = طول خط المرکزین4 O′

K =
1
3

K = = , MO = 6 ⇒ M = 2 ⇒ O = 4
MO′

MO

1
3

O′ O′

K = = = , R = 3 ⇒ = 1
1
3

R′

R

1
3

R′

O = 4 , R + = 4 ⇒ O = R +O′ R′ O′ R′

BACABCB′ABC
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A

B

C

DE

150̊

Bˊ

 

دو محور بازتاب  و  موازي هستند، پس ترکیب این دو بازتاب معادل تبدیل انتقال است، پس  انتقال یافتۀ  است. طول بردار انتقال، دو  136

برابر فاصلۀ  تا  است و راستاي انتقال عمودي است، بنابراین  متوازي الاضلاع است و داریم:

M

M
D

A B

N

M
N

CN

ˊ
ˊ

ˊ́
ˊ́

 

چون تبدیل انتقال طولپاست، پس شش ضلعی منتظم و تصویرش هم نهشت هستند، یعنی تمام اضلاع برابر بوده و ناحیۀ مشترك یک لوزي است. مساحت این  137

لوزي شامل دو مثلث متساوي الاضلاع است و مساحت شش ضلعی منتظم شامل شش مثلث متساوي الاضلاع است، پس نسبت مساحت هاي آن ها  می باشد.

A B

CF

DE

 138

A´

A

H

x

yk

Á´

1

1

α α

β
β

1
O

 

 

طبق ویژگی هاي بازتاب داریم:  139

10 10

88 H

L

A A´

x
O

 

= 2SABCB′ SABC= 2 × ( × 2 × 6 × sin )
1
2

150∘ = 2 × 3 = 6

ABCDM ′′N ′′MN

ABCDMNN ′′M ′′

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

M = 2AD = 4M ′′

DN = = 1
CD

2
⇒ = M × DN = 4SMNN ′′M ′′ M ′′

=
2
6

1
3

= ⇒ (α + β) = ⇒ 2α + 2β =xOy^ 45∘ 45∘ 90∘

OA = 1 ⇒ O = OA = O = 1 → =A′ A′′ OA′ A′′^ 90∘

= + ⇒ =A′A′′2 12 12
A′A′′ 2

−−
√

AH = H = = 8 OA = O = 10A′ 16
2

و A′

O = − ⇒ OH = 6H 2 102 82

= × 6 × 16 = × x × 10 ⇒ x = 9٫6S
AOA′
Δ

1
2

1
2

58

ت هندسه یازدهم فصل دو (رشته ریاضی)
200 تس

آموزشگاه پرسا



 140
 

OOدر مربع  داریم:

M

A B

D C

A B

D C

1

 

   : نسبت تجانس

مطابق شکل مثلث  با بردار  انتقال یافته است.  141
داریم:

A

A

B

B
x

x2 M

x2

C

C

x2

 

همنهشت و مساحت هاي برابر دارند. داریم: می دانیم که انتقال طولپاست، پس دو مثلث  و 

، نقاط ثابت بازتاب هستند، پس محور بازتاب از  می گذرد. نقاط  و   142
داریم:

A

B C

A

H

2

2 4

4

 

 بازتاب طولپاست

با استفاده از انتقال، خط  را با یک بردار به اندازة  و موازي خط  انتقال می دهیم تا خط  را در نقطۀ  قطع کند، سپس این نقطه را با همین بردار و در  143

خلاف جهت انتقال می دهیم تا خط  را در نقطۀ  قطع کند. پاره خط  جواب مسئله است.

A B

LL
L

AB = 5

ˊˊ
ˊ

A′B′C ′D′

: = , = = ⇒ = × = × = 2A′O′B′
Δ

Ô
′

90∘
O′A′ O′B′ 2

−−
√ A′B′2 2

−−
√ O′A′ 2

−−
√ 2

−−
√

K = = , O = 6 ⇒ = K = ⇒ OM = 2 , M = 4
AB

A′B′

1
2

O′ OM

MO′

1
2

O′

ABCAA′

B ∥ A , B = AB′ A′ B′ A′

C ∥ A , C = AC ′ A′ C ′ A′

= 2 , B = x ⇒ A = 2x ⇒ B = C = 2x
AA′

BA′
A′ A′ B′ C ′

ABCA′B′C ′

BM ∥ ⇒ ∼  ⇒ = ( =B′C ′ BMA′
Δ

A′B′C ′
Δ

S
BMA′
Δ

S
A′B′C ′

Δ

x

3x
)2 1

9

BCBC

⇒ AB = B = , AC = C = 4A′ 2
−−

√ A′

⇒ AH = H = A (1)A′ 1
2

A′

A C : B = ( + = 18 ⇒ BC = = 3B
△

C 2 2
−−

√ )2 42 18
−−

√ 2
−−

√

AH = = = ⇒ (1) : A = ⇒ A =
AB × AC

BC

× 42
−−

√

3 2
−−

√

4
3

1
2

A′ 4
3

A′ 8
3

L5L′′L′B

LAAB
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A

B C

O

Á

Bˊ Cˊ
 

 

 

در مثلث  و  متشابهند و نسبت تشابه آن ها  می باشد، داریم:

 ضلع مثلث 

بررسی گزینه ها:  145

): دو شکل متجانس همواره متشابهند اما اگر دو شکل متشابه باشند، می توانند مجانس نباشند یعنی اضلاع آن ها دو به دو موازي نباشند. گزینۀ (

): تبدیلی مثل دوران، جهت شکل را حفظ می کند اما شیب خطوط را حفظ نمی کند. گزینۀ (

): تبدیلی مثل متجانس، اندازة زاویه ها را حفظ می کند اما طولپا نیست. گزینۀ (

): تبدیلی که تمام نقاط صفحه را بر خودشان تصویر کند همانی است. گزینۀ (

 146

نقطۀ  روي خط  قرار دارد. فرض می کنیم  مجانس  به مرکز تجانس  و نسبت  می باشد، داریم:

Oˊ A Aˊ

شیب خط مجانس  با شیب  یکسان است، پس داریم:

 147

1

3

A

A´

B

B´

C´
D´

D

4

4

C

مطابق شکل  انتقال یافته  با بردار  می باشد. داریم:  148

h

h

d´ M

N

2
30°

h
d

d´´

) برابرست با:   فاصلۀ بین  و  (بازتاب  نسبت به 

باید مساحت مثلث را بدست آورده در  آن را ضرب کنیم  149

مثلث  در رأس  قائمه است زیرا شیب  عکس قرینه ي یکدیگرند.

= ⇒ O = OA
OA′

OA

1
2

A′ 1
2

= ⇒ O = OB
OB′

OB

1
2

B′ 1
2

= ⇒ O = OC
OC ′

OC

1
2

C ′ 1
2

A′B′C ′ABC
1
2

= ( = ⇒ =
SA′B′C ′

SABC

1
2
)2 1

4
S
A′B′C ′

Δ
1
4
S
ABC
Δ

⇒ = ⇒ = 3 ⇒ = مساحت ناحیۀ بین دو مثلث4
3
4
S
ABC
Δ

3
4
S
ABC
Δ 3

−−
√ S

ABC
Δ 3

−−
√

a ⇒ = 4 ⇒ a = 4 ⇒ = 12
3
−−

√

4
a2 3

−−
√ ABC

Δ
ABCمحیط

Δ

1

2

3

4

d : 2y + x = 6 , (2, 1) , k =O′ 3
2

A(0, 3)d :2y + x = 6A′A(2, 1)O′k =
3
2

=O′A′
− →−− 3

2
AO′

−→−

⇒ ⇒ =

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

− ) = ( − ) ⇒ ( − 2) = (0 − 2) ⇒ = −1xA′ xO′
3
2

xA xO′ xA′
3
2

xA′

( − ) = ( − ) ⇒ ( − 1) = (3 − 1) ⇒ = 4yA′ yO′
3
2

yA yO′ yA′
3
2

yA′

A′ ∣
∣
∣
−1
4

( )d ′d

: (y − 4) = − (x + 1) ⇒ y = − x + ⇒ 2y + x = 7d ′ 1
2

1
2

7
2

C = 1,BC = 4 ⇒ B = 3A
′

A
′

A = + = ⇒ A = 5A′2 42 32 52
A′

= = = بردار انتقال5
∣
∣
∣V
→∣
∣
∣

∣

∣
∣AA′
−→− ∣

∣
∣

∣

∣
∣DD′
−→− ∣

∣
∣

d ′d2

h = 2 × sin = 2 × = 130∘ 1
2

d ′d ′′d ′dMN = 2h = 2
1
4

ABCCBC ,AC
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C ( (,35

B ( (,1 -1

y

x

 

می دانیم در تبدیل طولپا، طول هر پاره خط با طول پاره خط تبدیل یافته اش برابر است، پس محیط  همان محیط ذوزنقه  است.  150

مطابق شکل، طول قاعدة کوچک را  در نظر می گیریم. طبق فرض داریم:

 

 

 شکل ذوزنقه به صورت روبه رو خواهد بود که در آن طول ساق مایل نیز برابر  می شود. محیط ذوزنقه برابر است با :

                     

مطابق شکل تصویر مثلث  در انتقال با بردار  ( محل همرسی میانه هاي مثلث  است)، مثلث  است. ناحیۀ مشترك بین این دو  151

مثلث، مثلث  است. تصویر یک پاره خط در یک انتقال با آن پاره خط موازي است، پس داریم:

 

نسبت میانه ها در دو مثلث متشابه، برابر نسبت تشابه است. از طرفی میانه ها در هر مثلث، یکدیگر را به نسبت  به  قطع می کنند، پس داریم:

، برابر  است. اگر  ، طول پاره خط ها  برابر و اندازة مساحت ها  برابر می شود. طول هر ضلع مربعی به طول قطر  می دانیم در یک تجانس به نسب   152

و  به ترتیب مساحت مثلث متساوي الاضلاع به طول ضلع  و مساحت مثلث تبدیل یافتۀ آن تحت این تجانس باشند، آنگاه داریم:

 153

 مطابق شکل  و  است. چهارضلعی  محیطی است، بنابراین داریم:

 

 

بازتاب تبدیلی طولپاست، پس  است و در نتیجه داریم:

= AC × BC = ( )( ) = 8S
ABC
Δ

1
2

1
2

8
−−

√ 32
−−

√

= × 8 = 2S
A′B′C ′

Δ
1
4

A′B′C ′D′ABCD

a

= (AB + CD) × BH = 21SABCD

1
2

⇒ (2a + 4)(a − 2) = 21 ⇒ − 4 = 21 ⇒ = 25 ⇒ a = 5
1
2

a2 a2

5

= 5 + 5 + 9 + 3 = محیط22

ABC AA′
→

A′ABCA′B′C ′

DEA′

} ⇒ E ∼ A C
 ||AB ⇒ D||ABA′B′ A′

||AC ⇒ E||ACA′C ′ A′
A′D

Δ
B
Δ

21

= ( = ( ⇒ = ⇒ = 8
S DEA′

SABC

MA′

AM
)2 1

3
)2 S DEA′

72
1
9

S DEA′

k|k|k22
−−

√1S

S ′4

S = × = 4
3
−−

√

4
42 3

−−
√

= ⇒ = ( = ⇒ = =
S ′

S
k2 S ′

4 3
−−

√

1

2 2
−−

√
)2 1

8
S ′

4 3
−−

√

8

3
−−

√

2

A = 8A′B = 18B′A BA′B′

AB + = A + B = 8 + 18 = 26A′B′ A′ B′

AB = = 13A′B′
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فرض کنیم مطابق شکل، پاره خط  ویژگی موردنظر را دارد. در واقع نقطۀ  با دوران  نسبت به نقطۀ  بر نقطه  منطبق می شود. پس

بهترین کار آن است که دایرة کوچک را با دوران  حول نقطۀ  دوران دهیم و با دایرة بزرگ تر تقاطع دهیم. نقطۀ تقاطع همان نقطۀ 

خواهد بود و بدین ترتیب پاره خط  را از طرف  امتداد می دهیم تا دایرة کوچک را در نقطۀ  قطع کند.

 

 توجه: با تجانس معکوس و ضریب تجانس  هم می توان این کار را انجام داد.

 155

 ابتدا  را  کیلومتر به سمت چپ (و موازي ساحل دریا) انتقال می دهیم و نقطۀ حاصل را  می نامیم. همچنین بازتاب  نسبت به ساحل دریا را نقطۀ  می نامیم. مطابق شکل مسیر 

کوتاه ترین جاده از  به  است که  کیلومتر آن در ساحل دریا قرار دارد:

 

 طول مسیر  برابر  کیلومتر است. مشابه همین کار را براي جادة دوم بین  و  انجام می دهیم.

  

 طول مسیر  برابر  کیلومتر است. در نتیجه طول جادة موردنظر برابر  کیلومتر می شود.

طول وتر  در مثلث قائم الزاویه  برابر  می شود. رابطۀ فیثاغورس بین اضلاع مثلث  برقرار است، پس این مثلث در رأس   156
قائم الزاویه است:

 

، مساحت آن را افزایش ، نقطۀ  را می یابیم؛ با این کار بدون تغییر در محیط چهارضلعی  با بازتاب نقطۀ  نسبت به پاره خط 

می دهیم. مقدار مساحت زمین  برابر است با: 

 

 

: A = A − B = 169 − 25 = 144 ⇒ AH = 12AHB
Δ

H 2 B2 H 2

= AH(A + B ) = × 12(8 + 18) = 156SA BA′B′
1
2

A′ B′
1
2

PQP180∘
AQ

180∘AQ

QAAP

k = −1

B2B′AA′BA′B′

AB2

: { = + = 289 ⇒ = 17HA′ B′
Δ H = 10 + 5 = 15B′

H = 10 − 2 = 8A′ − →−−−
فیثاغورس

A′B′2 152 82 A′B′

BA′B′17 + 2 = 19BC

: { = + = 225 ⇒ = 15B′′H ′C ′ = 4 + 8 = 12B′′H ′

= 11 − 2 = 9H ′C ′ − →−−−
فیثاغورس

B′′C ′2 92 122
B′′C ′

BB′′C ′15 + 2 = 1719 + 17 = 36

BDBCD4 2
−−

√ABDB

→ + (4 = 81 =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

AB = 7

BD = 4 2
−−

√

AD = 9

72 2
−−

√ )2 92

CBDC ′ABCD

AB DC
′

= + = + = 14 + 8SAB DC ′ SABD SB DC ′

7 × 4 2
−−

√

2
4 × 4

2
2
−−

√
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دو دایرة  و  متخارج اند. محل تقاطع خط المرکزین با مماس هاي مشترك داخلی، مرکز تجانس معکوس  و محل تقاطع امتداد خط المرکزین

با مماس هاي مشترك خارجی، مرکز تجانس مستقیم  است. با توجه به شکل داریم: 

O¢

C¢

M¢

B
O C

M

 

 

در نتیجه با توجه به شکل  است.

O¢

C¢

O

C

N

N¢

A
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نقطۀ  را به اندازة عرض رودخانه ( واحد) عمود بر راستاي رودخانه به سمت بالا انتقال می دهیم،  لبۀ بالاي رودخانه را در  قطع می کند. پل

 را مطابق شکل قرار می دهیم. کوتاه ترین مسیر ممکن  برابر است با: 
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نقطۀ  را نسبت به خط  بازتاب می دهیم تا نقطۀ  به دست آید. محل تقاطع  با  نقطۀ  است. 

 

 

 160

 می دانیم میانه هاي هر مثلث یکدیگر را به نسبت  به  قطع می کنند. بنابراین: 

 

) می باشد و داریم:  ) و با نسبت  نقطه  (وسط  ، نقطه  (وسط   با توجه به نکتۀ بالا مجانس رأس  به مرکز  (محل همرسی میانه) ها با نسبت 

.

CC ′B

A

∼ ⇒ = = ⇒ OB = × 9 = 3OMB
Δ

BO′M ′
Δ OB

BO′

OM

O′M ′
− →−−−−−−

ترکیب در مخرج OB

OO′

2
2 + 4

2
6

∼ ⇒ = = ⇒ OA = × 9 = 9ONA
Δ

AO′N ′
Δ

OA

AO′
ON

O′N ′
− →−−−−−−

تفضیل در مخرج
OA

OO′
2

4−2
2
2

AB = OB + OA = 12

B2AB′M

MNAMNB

AM + MN + NB = (AM + M ) + MN = A + MN = + 2 = 10 + 2 = 12B′ B′ +62 82
− −−−−−

√

AdA′BA′dM

∼ ( ) = ⇒ = ⇒ 5x = 32 − 3x ⇒ 8x = 32 ⇒ x = 4AHM
Δ

BMH ′
Δ

زز − →−−−−−
تناسب اضلاع AH

BH ′

MH

MH ′

3
5

x

− x
32
3

: A = + = 25 ⇒ AM = 5AHM
Δ

M 2 32 42

21

= , =
GA′′

AA′′

1
3

GA

AA′′

2
3

AG
1
2

A′AG−
1
2

A′′BC

A = G = G = AA′ A′ A′′ 1
3

A′′
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B CA²

A

C² B²
A¢

B¢ C¢
G

داریم:

 

 به روش مشابه می توان نشان داد که  می باشد پس حاصل عبارت خواسته شده برابر است با:

 

 161
طبق فرض داریم:

                                                  

                                                 

 بر  منطبق است پس 

 162
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 با توجه به فرض داریم:

 

می دانیم ترکیب دو بازتاب متوالی نسبت به محورهاي بازتاب متقاطع معادل یک دوران است به مرکز محل تقاطع دو محور و با زاویه دورانی به
اندازة دو برابر زاویه تقاطع دو محور بازتاب. بنابراین داریم:

 

 

= G + G = A + A = A = × × 8 =A′A′′ A′ A′′ 1
3

A′′ 1
3

A′′ 2
3

A′′ 2
3

3
−−

√

2

8 3
−−

√

3

= =B′B′′ C ′C ′′
8 3

−−
√

3

+ + = 3 × = 8A′A′′ B′B′′ C ′C ′′
8 3

−−
√

3
3
−−

√

= 3 O = 3x ⇒ A = 3x − x = 2x
OA′

AO
− →−−
OA=x

A′ A′

= 2 ⇒ A = 2x
AO′

AO
O′

 O′A′= = 0A′O′

AO

0
AO

= ⇒ =

S
OA′ B′
Δ

S
AOB
Δ

k2 S
OA′ B′
Δ k2S

AOB
Δ

= − ⇒ = − ⇒ = ( − 1)S ABA′ B′ S
OA′ B′
Δ S

AOB
Δ S ABA′ B′ k2S

AOB
Δ S

AOB
Δ S ABA′ B′ S

AOB
Δ k2

⇒ 8 = × 2 × 4( − 1) ⇒ − 1 = 2 ⇒ k =
1
2

k2 k2 3
−−

√

+ (2 = ⇒ A + A = B =22 3
−−

√ )2 42
B2 C 2 C 2 − →−−−−−−−−

عکس قضیھ فیثاغورس
Â 90∘

AB = BC ⇒ =
1
2

Ĉ 30∘

}⇒ M ⇒ M = CM ⇒ M = =M =ĈM ′′ 60∘

MC = CM ′′
متساوی الاضلاع است C

Δ
M ′′ M ′′ M ′′ + (212 3

−−
√ )2

− −−−−−−−−−
√ 13

−−
√
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 164
می دانیم ترکیب دو بازتاب متوالی نسبت به محورهاي بازتاب موازي معادل یک انتقال است با طول برداري به اندازة دو برابر فاصله بین دو محور

بازتاب. بنابراین داریم:

 

 165

شکل روبه رو، این دو تجانس متوالی هم را نشان می دهد.
در این شکل داریم:

  

 
  در نتیجه:

 

مختصات نقاط  و  به صورت زیر می شوند:  166

 

شکل روبه رو، دوران نقطه  حول نقطه  به اندازة   درجه را نشان می دهد:
در این شکل داریم:

 

 

 در نتیجه:

 

مطابق شکل داریم:  167

 

A = 2H = 2kA′′ H ′

 
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

AB||MN

AB = MN
2
3

= ⇒ = ⇒ y − 2 = (x − 3) (1)mAB mMN

y − 2
3 − x

1 + 1
−3 − 2

2
5

AB = MN ⇒ = =
2
3

(x − 3 + (y − 2)2 )2
− −−−−−−−−−−−−−−−

√
2
3

+52 22
− −−−−−

√ −→
(1)

(x − 3 + (x − 3)2 4
25

)2
− −−−−−−−−−−−−−−−−

√
2
3

29
−−

√

⇒ |x − 3| = ⇒ |x − 3| = ⇒29
25

−−
√

2
3

29
−−

√
10
3

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

x − 3 = ⇒ x =
10
3

19
3

x − 3 = ⇒ x =
−10

3
−1
3

BC

A B A C
∣
∣
∣
−3
4

− →−−−−−
y=x بھ خط

بازتاب نسبت ∣
∣
∣

4
−3

∣
∣
∣
−3
4

− →−−−−−
y بھ محور

بازتاب نسبت ∣
∣
∣

3
4

BC120

BC = = = 5(4 − 3 + (−3 − 4)2 )2
− −−−−−−−−−−−−−−−−

√ 50
−−

√ 2
−−

√

= ( ) ⇒ BH = × 5 =60∘ ضلع روبھ رو بھ
3
−−

√

2
وتر

3
−−

√

2
2
−−

√
5 6

−−
√

2

BD = 2BH = 5 6
−−

√

{ ⇒ OA = O ⇒ = 2(α + β) = 2 × ( ,Δ )
OA = OA′

O = OA′ A′′ A′′ OAA′′̂ Δ′ زاویۀ بین
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 پس  دوران یافتۀ  حول نقطه  با زاویه اي دو برابر زاویۀ بین دو خط است که چون زاویۀ دوران مضربی از  نیست، پس شیب خط ها در
این دوران حفظ نمی شود.

 

فرض کنید مثلث  را با بردار  انتقال دهیم تا بر مثلث   تصویر شود. چون انتقال، شیب خط ها را حفظ می کند. بنابراین:  168

A A

B C

M

CB  

 

( طبق شکل زیر، در مثلث متساوي الساقین  زاویۀ رأس  درجه است، پس این مثلث، متساوي الاضلاع بوده و ارتفاع  (فاصلۀ مرکز از وتر   169
به صورت زیر است:

                                                                                   

 مساحت قطاع  برابر است با:

 170

مطابق شکل، براي اینکه محیط شش ضلعی به کمترین مقدار برسد، باید بازتاب حول ضلع  (بزرگ ترین ضلع) انجام شود. به این موضوع توجه

، ضلع  بزرگ ترین ضلع (وتر) است و در مثلث  هم ضلع  (وتر) بزرگ ترین مقدار را دارد. همچنین تصاویر کنید که در مثلث 

 و  که روي ضلع  یعنی محور
بازتاب هستند، روي خودشان می افتد. 

داریم:

 

  

می دانیم اولاً یک  ضلعی منتظم همواره محاطی (و همچنین همواره محیطی) است. پس رئوس یک  ضلعی منتظم، دایرة محیطی آن را به  کمان مساوي  171

A′′AO180∘

ABC
1
2
BC
→

A′B′C ′

AB|| ⇒ AB||M M C ∼ A C ⇒ = ( = ( =A′B′ B′ − →−−−−−−−
قضیۀ اساسی تشابھ

B′
Δ

B
Δ SM CB′

SABC

CB′

BC
)2 1

2
)2 1

4

AOA′60OHAA′

OH = OA ⇒ 3 = r ⇒ r = 6 ( )
3
−−

√

2
3
−−

√
3
−−

√

2
شعاع دایره

AOA′

= (π ) = π( ) = 6πS قطاع
60∘

360∘
r2 1

6
62

BC

ADBDBDBCBC

BCBC

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

A B : AD = = = 12D
Δ

B − AD2 B2− −−−−−−−−−
√ −202 162

− −−−−−−−
√

B C : DC = = = 15D
Δ

B − BC 2 D2− −−−−−−−−−
√ −252 202

− −−−−−−−
√

AB CD = AB + AD + DC + C + + B = 16 + 12 + 15 + 15 + 12 + 16 = 86A′D′ محیط D′ D′A′ A′

nnn
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، این  ضلعی روي خودش منطبق شود همین  یکدیگر که برابر  می باشد، تقسیم می کند. ثانیاً چون  ضلعی منتظم است؛ حداقل زاویه اي که لازم است تا طی دوران به مرکز 

خواهد بود. درنتیجه، با زاویه هایی که مضارب صحیح  هستند هم  ضلعی روي خودش منطبق می شود:

α

O

A1 A2

A3

A12

 

 گزینه اي که مضرب صحیح  است، همان  می باشد.

طبق شکل زیر، چون  و  دوران یافتۀ یکدیگر هستند، پس شعاع آنها یکسان است:  172

O

O

1200
d

A
 

   

) دو دایره را به  دست می آوریم. دقت کنید چون  (شعاع دوران ثابت می ماند)، طبق قضیۀ فیثاغورس داریم: حال طول خط المرکزین (

در آخر، طول مماس هاي مشترك خارجی و داخلی را می یابیم:

 

 173

، پس می توان  را ، زاویه هاي  و  مساوي اند. به طریق مشابه داریم:  ، به دلیل هم نهشتی مثلث هاي  و  مطابق شکل، می دانیم تحت بازتاب نسبت به خط 

 دوران یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  در نظر گرفت. 

مثلث  یک مثلث متساوي الساقین  با زاویۀ رأس  است. پس در حقیقت، یک مثلث

. متساوي الاضلاع خواهد بود. یعنی: 

 

360∘

n
nOnα =

360∘

n

αn

n = 12 → α = =
360∘

12
30∘

30∘90∘

CC ′

R = R′ → 2 + m = 3m − 2 → m = 2 → R = = 4R′

dOA = A = 4O′ 3
−−

√

d = O = = = = 4O′ O + OA2 A 2′
− −−−−−−−−−

√ 48 + 48
− −−−−−−

√ 96
−−

√ 6
−−

√

= = = =
طول مماس مشترک خارجی

طول مماس مشترک داخلی

− (R −d2 R′)2
− −−−−−−−−−−−

√

− (R +d2 R′)2
− −−−−−−−−−−−

√

96 − 0
− −−−−−

√

96 − 64
− −−−−−−

√

4 6
−−

√

4 2
−−

√
3
−−

√

dOAHO HA′Ô1Ô2=O3
^ O4

^A′′

AO2α = 60∘

OAA′′(OA = O )A′′= 60Ô

A = OA = 4A′′ 3
−−

√
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 174

، پس مساحت مربع  با داشتن طول قطر مربع، طول ضلع این مربع (که  برابر قطر آن می باشد) عبارت است از: 

.  برابر است با: 

 

؛ در نهایت، مساحت ناحیۀ بین این دو مربع ، پس مساحت مربع ثانویه برابر است با   چون مربع  مجانس مربع  است، با نسبت 

عبارت است از: 

 175

، برابر طول پاره خط  است.  ، نقطۀ  می نامیم. مطابق شکل، کمترین مقدار  بازتاب  را نسبت به ساق قائم 

 

D

H

M

A

B

A

C2 6

2 2

6

در مثلث قائم الزاویه  داریم:

 

مطابق شکل، مساحت دو مثلث  و  را به ترتیب  و  می نامیم، داریم:  176

6
6-

4d

x

y

OA

d

B

B

A

 

  

طبق فرض مسئله، قطر دایره برابر  واحد بوده، پس  شعاع دایره برابر  واحد است. مطابق شکل زیر، در مثلث قائم الزاویۀ  با استفاده از رابطۀ  177
فیثاغورس داریم:

 

  

  

(از آنجا که تجانس معکوس داریم، پس  و  در دو طرف مرکز تجانس  قرار می گیرند و  است.)

طبق فرض مسئله داریم:  178

2
−−

√

2
a = × 6 = 6

2
−−

√

2
2
−−

√

ABCDS = =a2 36

A′B′C ′D′ABCDk =
1
3

= S = × 36 = 4S ′ k2 1
9

ΔS = S − = 36 − 4 = 32S ′

ACDA′MA + MBBA′
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: = + B = + = قضیۀ فیثاغورس100 A′B2 A′H 2 H 2 62 82 → B = 10A′

OABOA′B′SS ′

⎧

⎩
⎨
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⎪⎪⎪

= ⋅ SS ′ k2

S = × 4 × =
1
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6
−−

√

6

6
−−

√

3

⇒ = − SSABB′A′ S ′ = S − S = ( − 1)S− →−−−−−

k= +16√√

SABB′A′ k2 k2

= ( + 1 − 1) × = 26
−−

√
6
−−

√

3

8R4A′O′B′

= 4A′B′ 2
−−

√

⇒ |k| = = = :نسبت تجانس 4
A′B′

AB

4 2
−−

√

2
−−

√

⇒ = |k| = 4
MO′

OM
⇒ M = 4OM (1)O′

OM + M = 20− →−−−−
O =20O′

فرض مسئلھ
O′ OM = 4− →−−−

(1) طبق
⇒ M = 16O′
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M O O{

12

8

 

    

، «متقاطع» هستند، زیرا داریم:  دو دایرة  و 

 

179  شکل زیر را در نظر بگیرید:

G

G
AB

H

C

A B
H

       

   

شکل زیر را در نظر بگیرید:   180

A , A B B

DC

C

AB

D

D C  

 

ترکیب دو بازتاب با محورهاي غیر موازي معادل یک دوران است به مرکز محل برخورد دو محور و زاویۀ دوران دو برابر زاویۀ بین محورها. در این سؤال زاویۀ  181

بین دو خط   است، پس ترکیب این دو بازتاب معادل دوران  می باشد. پس این تبدیل شیب خطوط و جهت اشکال ها را حفظ می کند.

نکته: دوران شیب خطوط را در حالتی که زاویۀ دوران مضرب صحیح  باشد، حفظ می کند.

 سوال تکراري با سوال 335137 - غیرفعال شد

) را به  وصل می کنیم. محل برخورد  با  نقطۀ مورد نظر  است. 182  (بازتاب یافتۀ  نسبت به 

A B4

8
C

D

5

4H

B 4

5 M

 

  

  

در دوران، زاویه بین هر پاره خط و تصویر آن برابر با زاویۀ دوران است یعنی  و داریم:  183

B
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A B
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