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ها را با کدام عرض، قطع می کند؟ خط مماس بر منحنی تابع  در نقطۀ  واقع بر آن، محور   8f(x) =
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فرض کنید نمودارهاي دو تابع  و  در یک نقطۀ مشترك، بر یک خط مماس باشند. اگر طول نقطۀ مشترك   10
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فرض کنید نمودارهاي دو تابع  و  در یک نقطۀ مشترك، بر یک خط مماس باشند. اگر طول نقطۀ مشترك   11
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 حد خواسته شده را به صورت تعریف مشتق می نویسیم:

، داریم:  چون 

 با فرض  داریم:

 خواستۀ سؤال برابر است با:

 

با فاکتور گرفتن  از صورت کسر داریم:  4

 

، پس: ، توجه کنید که   در تابع 

 حال مشتق  در  را محاسبه می کنیم.
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 مشتق تابع  به صورت زیر می شود: 
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 با توجه به ضابطۀ تابع، براي محاسبۀ  از ضابطۀ بالایی و براي محاسبۀ  از ضابطۀ پایینی استفاده می کنیم:

  

 براي مشتق تابع در  باید از ضابطه پایینی استفاده کنیم:

 

 ابتدا باید براکت را در  تعیین عدد کنیم و سپس مشتق بگیریم:

   

  

توجه کنید که وقتی  است آن گاه  بوده و  می باشد.  7

 

 براي محاسبۀ  سراغ ضابطۀ بالا و براي محاسبۀ  سراغ ضابطۀ پایین می رویم.

  

 

      :پس

 8

 

  

  

اگر دو تابع  و  در  بر هم مماس باشند، آن گاه  و  است.  9

  

  

از حل دستگاه  و  به دست می آید.

چون در  مماس مشترك دارند پس در این نقطه هم مقادیرشان با هم برابر است و هم مشتق این دو تابع در  با هم برابر هستند.  10
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اگر دو تابع  و  در  بر هم مماس باشند آن گاه  و  است. دو تابع  و  11

 داده شده است.

  

      

ابتدا ضابطۀ وارون تابع داده شده را به دست می آوریم.  12

   

 اکنون از تابع معکوس، مشتق گرفته و به جاي  عدد  را قرار می دهیم.

   

تابع  اکیداً صعودي است؛ پس وارون خود را روي خط  قطع می کند:  13

     

پس نقطۀ تلاقی  است. شیب خط مماس بر منحنی  در  برابر  است:

 

 ضابطۀ تابع وارون را می یابیم:

     

پس شیب خط مماس بر منحنی  در نقطۀ  برابر  است. می دانیم شیب یک خط برابر تانژانت زاویۀ بین آن خط و جهت مثبت محور 

ها را به ترتیب  و  و زاویۀ بین این دو مماس را  بنامیم، داریم: هاست. اگر زاویۀ بین این دو مماس و محور 

 

      

بنابراین:
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 شکل فرضی مقابل را در نظر بگیرید:

 

  

 شیب خط مماس در  برابر  است، پس:

 

 

 نقطه  بر روي خط  نیز قرار دارد.

 

خط  در نقطه اي به طول  بر تابع  مماسی است، پس خط مماس یعنی مشتق د  برابر  است.  15

  

  

      

به ازاي  تابع  تابع ثابت است و خط  نمی تواند بر آن مماس شود، پس  قابل قبول است و داریم:

  

نقطۀ  بر روي خط  نیز قرار دارد.

      

شیب خط  را می یابیم:  16

     

   شیب خط مماس

 بنابراین در تابع  باید نقطه اي را بیابیم که شیب خط مماس یعنی مشتق در آن برابر  باشد.
 

   

، نمودار تابع را در نقطه به طول هاي  و  قطع می کند؛ از ها برابر می شود با:  خط افقی  مطابق شکل، ضابطۀ قرینه سهمی نسبت به محور   17
طرفی طبق فرض، مماس هاي رسم شده در این نقاط بر هم عمودند، یعنی:

y =
+ mx + 1x2

x + 3
4y − 3x = n

4y = 3x + n ⇒ y = x + ⇒ =
3
4

n

4
شیب

3
4

x = 1
3
4

y = ⇒ =
+ mx + 1x2

x + 3
y ′

(2x + m)(x + 3) − 1 × ( + mx + 1)x2

(x + 3)2

(1) = = ⇒ 4(m + 2) − 2 − m = 12y ′
(2 + m) × 4 − (1 + m + 1)

42

3
4

⇒ 4m + 8 − 2 − m = 12 ⇒ 3m = 6 ⇒ m = 2

y = y = = 1 ⇒ A(1, 1)
+ 2x + 1x2

x + 3
−→−
x=1 1 + 2 + 1

1 + 3
A(1, 1)4y − 3x = n

4 × 1 − 3 × 1 = n ⇒ n = 1 ⇒ m + n = 2 + 1 = 3

y = 2x + bx = 1y =
x + a

ax + 1
x = 12

=y ′
1 × (ax + 1) − a(x + a)

(ax + 1)2
= =

ax + 1 − ax − a2

(ax + 1)2

1 − a2

(ax + 1)2

(1) = = 2y ′
1 − a2

(a + 1)2
⇒ 2( + 2a + 1) = 1 −a2 a2

2 + 4a + 2 − 1 + = 0a2 a2 ⇒ 3 + 4a + 1 = 0a2 ⇒ (a + 1)(3a + 1) = 0 ⇒ {
a = −1

a = −
1
3

a = −1y = = −1
x − 1
−x + 1

y = 2x + ba = −
1
3

y = =
x −

1
3

x + 11
3

3x − 1
−x + 3

y = = 1−→−
x=1 3 − 1

−1 + 3

A(1, 1)y = 2x + b

1 = 2 + b ⇒ b = −1 ⇒ a − b = − + 1 =
1
3

2
3

6y − 3x = 1

6y = 3x + 1 ⇒ y = x + = x +
3
6

1
6

1
2

1
6
⇒ شیب=

1
2

= −2

y = − 4x + 5x2−2

= 2x − 4 = −2 ⇒ x = 1y ′ ⇒ y = 1 − 4 + 5 = 2 ⇒
∣
∣
∣
x = 1
y = 2

xy = − − 1x2dα−α
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) برابر می شود با:  عرض نقاط مورد نظر (نقاط به طول  و 

 

 یعنی معادلۀ خط  به صورت  است و مبدأ مختصات به فاصلۀ  از خط  است.

، پس ابتدا  را حساب می کنیم: می دانیم:   18

 

 

، در یک همسایگی   ضابطۀ  به صورت زیر است و داریم: حال براي محاسبۀ 

 

 

می دانیم:  19

 

 ابتدا از تابع  در نقطۀ  مشتق می گیریم. دقت کنید تابع در این نقطه پیوسته و مشتق پذیر است. 

 

 در قدم بعدي  را به ازاي  محاسبه می کنیم. 

 پس باید از تابع  به ازاي   مشتق بگیریم:

  

در نتیجه مقدار مشتق چپ تابع  در  به صورت زیر می شود:

 

هر کدام از توابع  و  را تشکیل می دهیم:  20

{ ⇒ (−2α)(+2α) = −1 ⇒ =
(α) ⋅ (−α) = −1f ′ f ′

f(x) = − − 1 ⇒ (x) = −2xx2 f ′
α2 1

4

α−α

f(α) = f(−α) = − − 1 = − 1 = −α2 −1
4

5
4

dy =
−5
4

= 1٫25
5
4

d

(fog(x) = (g(x)) × (x))′ f ′ g′g( )
3

8
−−

√

g( ) = = 2
3

8
−−

√

1

− 19
8

− −−−−
√3

⇒ (fog ( ) = ( ) ⋅ (2) (∗))′
3

8
−−

√
g′

3

8
−−

√
f ′

g(x) = ( − 1x2 )
−

1
3 ⇒ (x) = − ( − 1 × 2x =g′

1
3

x2 )
−

4
3

−2x

3 ( − 1x2 )4
− −−−−−−−

√3

⇒ ( ) = = = −8g′
3

8
−−

√

−2 ×
3

8√

3 (
1
8
)4

− −−−
√3

−16

2
−−

√
2
−−

√

(2)f ′x = 2f

f(x) = (4x + 1 ⇒ (x) = 32x⇒ (2) = 64)2 f ′ f ′

(fog ( ) = −8 × 64 = −128 × 4−→
(∗)

)′
3

8
−−

√
2
−−

√ 2
−−

√

(fog(x) = (g(x)) × (x))′ f ′ g′

g(x)x =
5
−−

√

2

g(x) = = ( − 1
1

− 1x2
− −−−−

√
x2 )

−
1
2 ⇒ (x) = − ( − 1 × 2x⇒ ( ) = − × ( × = −4g′

1
2

x2 )
−

3
2 g′

5
−−

√

2
1
2

1
4
)
−

3
2 5

−−
√ 5

−−
√

g(x)x→ (
5
−−

√

2
)−

x→ ( ⇒ g(x) = = =
5
−−

√

2
)−

1

(
1
4

−−−
√ )−

1

(
1
2
)−

2+

fx→ 2+

x→ ⇒ [ ] = 22+ 2+ ⇒ f(x) = (2x = 8 ⇒ (x))3 x3 f ′ = 24 ⇒ ( ) = 24 × 4x2 f ′ 2+

fogx =
5
−−

√

2

(g( )) × ( )f ′
5
−−

√

2

−

g′
5
−−

√

2

−

= 24 × 4 × (−4 ) = 8(−48 )5
−−

√ 5
−−

√

foggof
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این تابع در نقاط مرزي    مشتق ناپذیر است.    

  

 در مجموع  نقطۀ مشتق ناپذیر در دو تابع وجود دارد.

چون  متناوب با دورة متناوب  است، پس مشتق  نیز متناوب با دوره متناسب  است، زیرا:  21

 

 حال مشتق تابع  را به دست می آوریم:

 

 متناوب با دورة تناوب  است، پس:

 

 22

 

 23

شرط اینکه تابع f در  مشتق پذیر باشد آن است که تابع  در  پیوسته باشد و مشتق هاي راست و چپ آن در  با هم برابر باشند.  24

  

     

 25

 

 

   

 26

 شرط مشتق پذیر بودن تابع  در  آن است که تابع در  پیوسته باشد و مشتق هاي راست و چپ تابع در  با هم برابر باشند.

(fog)(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

−1 ; 1 − < −1x2

1 − ; −1 ≤ 1 − ≤ 1x2 x2

1 ; 1 − > 1x2 غ ق ق

⇒ fog(x) = {−1 ; > 2x2

1 − ; ≤ 2x2 x2

{± }2
−−

√⇒ (fog(x) = { ⇒)′
0 > 2x2

−2x < 2x2

(gof)(x) =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

0 ; x < −1
1 − ; −1 ≤ x ≤ 1x2

0 ; x > 1
⇒ (gof(x) = {)′

−2x ; −1 ≤ x ≤ 1
0 ; x < −1 x > یا1

⇒ = {−1, نقاط مشتق ناپذیر{1

4

f5f5

f(x + 5) = f(x) 1 × (x + 5) = (x) ⇒ (x + 5) = (x)− →−−
مشتق

f ′ f ′ f ′ f ′

f

g(x) = f(x + 1) + f(3x + 10) → (x) = (x + 1) + 3 (3x + 10)g′ f ′ f ′

(−2) = (−2 + 1) + 3 (−6 + 10) = (−1) + 3 (4) (1)g′ f ′ f ′ f ′ f ′

f ′5

(4) = (4 − 5) = (−1) (−2) = 4 (−1) = 4 × = 6f ′ f ′ f ′ −→
(1)

g′ f ′ 3
2

(fog (− ) = (− ) × (g(− )) ⇒ x = − ⇒)′ 2
−−

√3 g′ 2
−−

√3 f ′ 2
−−

√3 2
−−

√3

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

f(x) =
1

2x√3

g(x) =
1

2x3

f(g(x)) = f( ) = = x⇒ (fog = (x = 1
1

2x3

1
2

2x3

−−−
√3

)′ )′

(x) × (g(x)) = (fog (x)g′ f ′ )′

x > 0 ⇒ g(x) = , x > 0 ⇒ f(x) = ; (fog)(x) = ⇒ (fog)(x) = −x
1

2x5

−1

2x
−−

√5
−→−
x>0 −1

2( )
1

2x5

− −−−−−

√5

(fog (x) = −1 ⇒ (fog ( ) = −1)′ )′ 3
−−

√5

x = afx = ax = a

= −2xپیوستگی

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

f(x) = (− + bx + c) = −2 − 2b + clim
x→(−2)+

lim
x→(−2)+

1
2
x2

f(x) = = = = 3lim
x→(−2)−

lim
x→(−2)−

5 − 2x
− −−−−−

√ 5 + 4
− −−−−

√ 9
−−

√

f(−2) = = = 35 + 4
− −−−−

√ 9
−−

√

⇒ −2 − 2b + c = 3

((−2 ) = ((−2 )f ′ )+ f ′ )− → −x + b =
1(−2)

2 5 − 2x
− −−−−−

√
→ 2 + b = → 12 + 6b = −2

−2
6

→ 6b = −14 → b =
−7
3

+ c = 5− →−−−−
−2b+c=5 14

3
→ c =

1
3

f(x) = { ⇒ (x) = {a + bx + c x ≥ kx2

2ax + b x < k
f ′ 2ax + b x ≥ k

2a x < k

}
(1) : a + bk + c = 2ak + bشرط پیوستگی k2

(2) : 2ak + b = 2aشرط مشتق پذیری
⇒ a + bk + c = 2ak2

a + (2a − 2ak)k + a − (2a − 2ak) = 2a− →−−−−−
c=a−b

b=2a−2ak
k2

⇒ a + 2ak − 2a + a − 2a + 2ak = 2ak2 k2 ⇒ −a + 4ak − 3a = 0k2 − 4k + 3 = 0− →−−
÷(−a)

k2 {− →−−−−−−−
مجموع ضرایب صفر k = 1

k = 3(max)

f(x) = { a + 5x + bx2

2ax + 5
x ≤ 2
x > 2

fx = ax = ax = a
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   :پیوستگی

    

 پس  است.

 27

  

 

   

 اما   در معادله صدق می کند.

آهنگ تغییر متوسط دو تابع داده شده در بازة  را می یابیم.  28

      

    

     

 خواستۀ سؤال برابر است با:

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

f(x) = 4a + 5lim
x→2+

f(x) = 4a + 10 + blim
x→2−

f(2) = 4a + 10 + b

→ 4a + 10 + b = 4a + 5 → b = −5

( ) = ( )f ′ 2+ f ′ 2− → 2a = 2ax + 5 → 2a = 4a + 5 → a = −
5
2

a + b = − − 5 = −
5
2

15
2

[5, 6] آھنگ تغییر متوسط در=
f(6) − f(5)

6 − 5
=

−21 − 36 + 24
− −−−−−−−−−−

√ 21 − 25 + 20
− −−−−−−−−−−

√

1
= 3 − 4 = −1

= آھنگ تغییر لحظھ ای= y ′
1(−2x + 4)

2 21 − + 4xx2
− −−−−−−−−−−

√
=

−x + 2

21 − + 4xx2
− −−−−−−−−−−

√

= −1− →−−
برابری −x + 2

21 − + 4xx2
− −−−−−−−−−−

√
⇒ −x + 2 = − 21 − + 4xx2

− −−−−−−−−−−
√ + 4 − 4x = 21 − + 4x− →−−

2 توان
x2 x2 ⇒ 2 − 8x − 17 = 0 ⇒ x = 2 ±x2 5

2
2
−−

√

x = 2 −
5
2

2
−−

√

[ , ]
π

4
π

2

y = sin x cos 2x ⇒
y( ) − y( )π

2
π

4

−π

2
π

4

=
sin cos π − sin cosπ

2
π

4
π

2
π

4

= = −
1 × (−1) − 0

π

4

4
π

y = x − xsin4 cos4 = ( )( x − x)x + xsin2 cos2
  

1

sin2 cos2 = x − x = −cos 2xsin2 cos2

=
y( ) − yπ

2
π

4

−π

2
π

4

−cos π + cos π

2
π

4

= =
−(−1) + 0

π

4

4
π

= −1
−

4
π

4
π
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