
نام آزمون: 40 تست سراسری مثلثات سه سال اخیر

آموزشگاه پرسا

ها در جهت منفی انتقال می‌دهیم. ها در جهت مثبت و سپس  در امتداد محور  نمودار تابع  را ابتدا به اندازۀ  در امتداد محور    1

ها در فاصلۀ  کدام است؟ تعداد محل تقاطع نمودار حاصل با محور 
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 مطابق شکل زیر، در دایره‌ای به محیط‌  و  عمودمنصف  است. محیط قسمت هاشورخورده چقدر از   2

، بزرگتر است؟  محیط مثلث 
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 در شکل زیر، مساحت مثلث  برابر  است. فاصلۀ  از  کدام است؟    3ABC۷٫۲ ۳
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، کدام است؟ در شکل زیر مثلث  متساوی‌الساقین و طول ساق  برابر  واحد است. مساحت مثلث    4ABCAB۸OHB
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اگر  و  باشد، مجموعه مقادیر  کدام است؟   5− < x <
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اگر  و  باشد، مجموعۀ مقادیر  کدام است؟   6− < x <
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ها زاویۀ  درجه می‌سازد. اختلاف مقادیر  کدام است؟ ، به‌ازای دو مقدار  با جهت مثبت محور‌  خط    7۲mx+ ( − ۱)y = ۳m۲mx۶۰m
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اگر  و  باشد، حاصل  کدام است؟   8tanx+ cotx = −۳۳π < ۴x < ۴π
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اگر  و  باشد، حاصل  کدام است؟    9tanx+ cotx = ۴۵π < ۴x < ۶π
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اگر  باشد، مقدار  کدام است؟   10f(x) = ۳۲ (x) (۲x) (۴x) (۸x) (۱۶x)cos۲ cos۲ cos۲ cos۲ cos۲f( )
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فرض کنید زاویۀ  در ناحیۀ چهارم مثلثاتی و  باشد، حاصل عبارت  کدام است؟   11αcos(α) =
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) اگر  باشد، حاصل  کدام است؟ )   12۲ x+ x =sin۲ cos۲ ۴
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اگر  و انتهای کمان  در ربع سوم مثلثاتی باشد، مقدار  کدام است؟    13sinα = ۲ cosααcosα
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، مقدار  کدام است؟ اگر    14f(x) = ۱۶ (۳x) (۶x) (۱۲x) (۲۴x)cos۲ cos۲ cos۲ cos۲f( )
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اگر زاویۀ  در ناحیۀ سوم دایرۀ مثلثاتی و  باشد، مقدار  کدام است؟   15αtanα =
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اگر  باشد، حاصل  کدام است؟   16tan( ) =
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اگر  باشد مقدار  کدام است؟   17f(α) = ۴ sin(α) cos(۲α) + ۲ sin(α)f( )
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  یکدیگر را در نقطۀ  و خط  را به‌ترتیب در نقاط  و  قطع می‌کنند. اگر مرکز خطوط  و    18

دایره‌ای که از این سه نقطه می‌گذرد، بر نیمساز ناحیۀ دوم واقع باشد، مقدار  در مثلث  کدام است؟ 
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در شکل زیر مثلث  متساوی‌الساقین و طول ساق  برابر  است. مساحت مثلث  کدام است؟   19ABCAC۶OHC
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، کدام است؟ ساده شدۀ عبارت    20+
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اگر  باشد، مقدار  کدام عدد می‌تواند باشد؟   21۱۰(sinx+ cosx) = ۶ ۵
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اگر انتهای کمان  در ربع سوم و  باشد، مقدار صحیح   کدام است؟   22x= ۴
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اگر اختلاف جواب‌های غیرصفر معادلۀ  در بازۀ  برابر  باشد، مقدار  کدام است؟    23cot( ) = cos( )
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تابع متناوب  را که دورۀ تناوب آن  است، در نظر بگیرید. مساحت ناحیۀ محصور به منحنی  و محور    24

، کدام است؟ ها در بازۀ 

2

f(x) = {x
۲ − x

;۰ ≤ x ≤ ۱
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فرض کنید تابع  به ازای هر  نسبت به خطوط  و  متقارن باشد. کدام عبارت زیر درست است؟   25

 تابعی متناوب با دورۀ تناوب  است. تابعی متناوب با دورۀ تناوب  است.

 تابعی متناوب با دورۀ تناوب  است. تابعی متناوب با دورۀ تناوب  است.
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شکل زیر، نمودار تابع  را در یک دورۀ تناوب، نشان می‌دهد. مقدار  کدام است؟   26y = c+ a cos bxc
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شکل زیر، قسمتی از نمودار تابع  را نشان می‌دهد. اگر  و  باشد، مقدار  کدام است؟   27f(x) = a cos(bx+ c)b > ۰۰ < c < π
ac

b

۱
۱۶

۱

۱
۴π

π

3

ت سه سال اخیر
ت سراسری مثلثا

40 تس

آموزشگاه پرسا



 

شکل زیر، قسمتی از نمودار تابع  را نشان می‌دهد، مقدار  کدام است؟   28y = c+ a cos bxac
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شکل زیر، نمودار تابع  در یک بازه تناوب را نشان می‌دهد. مقدار  کدام است؟   29
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  باشد،  اگر شکل زیر، قسمتی از نمودار تابع   30

، کدام است؟ اختلاف صفرهای تابع  در بازۀ 
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 شکل زیر، نمودار تابع  در یک بازۀ تناوب را نشان می‌دهد. مقدار   31

 کدام است؟

y = a ( − bx) + csin۲ π
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تعداد جواب‌های معادلۀ مثلثاتی  در فاصلۀ  کدام است؟   32(x) − (x) cos(۳x) = ۱cos۲ sin۲[۰,۲π]
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فرض کنید  مجموعۀ جواب‌های معادلۀ مثلثاتی  در بازۀ  باشد، ماکزیمم   33

، کدام است؟ عضو مجموعۀ  
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، کدام است؟ ، در فاصلۀ  تعداد جواب‌های معادلۀ مثلثاتی    34۵ (x) + ۲ cos(۳x) = −۲sin۲[−π,π]
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، کدام است؟ ، در بازۀ  مجموع جواب‌های معادلۀ مثلثاتی    35۲ sin(x) cos(۲x) + sin(x) = ۱[۰ , ۲π]
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تعداد جواب‌های معادلۀ مثلثاتی  در بازه  کدام است؟   37۸ cosx− x = ۱tan۲[۰,۲π]
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مجموع جواب‌های معادلۀ مثلثاتی  در بازۀ  کدام است؟   39sin(x+ )cos(x− ) = ۱π
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کمترین فاصلۀ بین دو مقدار از جواب‌های معادلۀ  کدام است؟    40=
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اگر اختلاف جواب‌های معادله  در بازه  برابر  باشد، مقدار  کدام است؟   41+ = ۰
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  1

     

 در واقع عدد بین صفر تا یک است؛ زیرا:

‌

 را رسم می‌کنیم. حال تابع  و خط 

خط و نمودار در دو نقطه تقاطع دارند. 

 

  2

 

طبق مساحت سینوسی مثلث  داریم:   3

‌

‌

؛ پس  قطر مربعی به ضلع  است و درنتیجه:  ‌دو مثلث قائم‌الزاویۀ هاشور‌خورده با هم هم‌نهشت‌اند و داریم 

  4

 

   

y = ۲| sin x| y = =− →−−−−
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⌢

OH AH AB
⌢ π

۳
π − ۳

۳

ABC

→ ۱٫۲a = ۷٫۲ ⇒ a = ۶
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√
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مثلث  به خاطر داشتن دو زاویۀ  متساوی‌الساقین است، پس: 

     ‌

‌این جواب در گزینه‌ها نیست پس عبارت را در مزدوجش ضرب و تقسیم می‌کنیم:

 ‌

زاویه  را تشکیل می‌دهیم:   5

‌

، داریم: ‌فرض می‌کنیم 

‌

 پس داریم: ، آن‌گاه  ‌از روی دایرۀ مثلثاتی مقابل مشخص است که اگر 

‌

‌

ابتدا حدود  را می‌یابیم:   6

 ‌

‌با فرض  و استفاده از دایرۀ مثلثاتی داریم:

،  از  تا  افزایش یافته و سپس تا  کاهش می‌یابد، بنابراین در کل داریم:‌ ‌طبق دایرۀ مثلثاتی مقابل، اگر 

 

 ‌  ‌  ‌  ‌

شیب خط داده‌شده به‌صورت  می‌شود که باید برابر  باشد، پس:    7

‌

  8

‌

‌
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√
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π

۴
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= ⇒ + ۲m − = ۰
−۲m
− ۱m۲

۳
−−
√ ۳

−−
√ m۲ ۳

−−
√

⇒ m = ⇒ | − | = =
−۲ ± ۴ + ۱۲

− −−−−−
√

۲ ۳
−−
√

m۱ m۲

۲ ۱۶
−−
√

۲ ۳
−−
√

۴

۳
−−
√
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cos x
sin x

x + xsin۲ cos۲

sin x cos x

۱
۳

(sin x + cos x = x + x + ۲ sin x cos x = ۱ − = ⇒ sin x cos x = ±)۲ sin۲ cos۲ ۲
۳

۱
۳

۳
−−
√

۳

۳π < ۴x < ۴π⇒ π < x < π⇒ sin x + cos x = −
۳
۴

۳
−−
√

۳

7
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‌

  9

روش اول:   10

‌

عبارت داخل پرانتز را در  ضرب و تقسیم می‌کنیم:

‌

 

در عبارت قبلی از اتحادهای  و  استفاده کرده‌ایم.

     ‌  

روش دوم: می‌توانیم  را ابتدا محاسبه کرده و سپس در صورت سؤال قرار دهیم: 

 

   

. داریم: ابتدا صورت عبارت را کمی ساده کنیم، می‌دانیم  و    11

 

 

‌حاصل عبارت موردنظر برابر می‌شود با:

‌

طرفین  را بر  تقسیم می‌کنیم و از رابطۀ  استفاده می‌کنیم.   12

   

⇒ x + x = (sin x + cos x)( x + x − sin x cos x) = − (۱ + ) = −sin۳ cos۳ sin۲ cos۲
۳
−−
√

۳
۱
۳

۴
۹

۳
−−
√

⇒ = = = − = −۰٫۷۵
۱

x + xsin۳ cos۳

۱

−
۴
۹

۳
−−
√

−۹

۴ ۳
−−
√

۳ ۳
−−
√

۴
۳
−−
√

tan x + cot x = ۴ ⇒ = ۴ ⇒ cos x sin x = ,
۱

cos x sin x

۱
۴

۵π < ۴x < ۶π < x < ⇒ sin x < cos x < ۰ → sin x − cos x < ۰ (۱)−→
÷۴ ۵π

۴
۳π
۲

sin x − cos x = − = −−→
(۱)

۱ − ۲ cos x sin x
− −−−−−−−−−−−−
√

۱

۲
−−
√

x − x = (sin x − cos x)( x + x + cos x sin x) = − (۱ + )sin۳ cos۳ cos۲ sin۲ ۱

۲
−−
√

۱
۴

⇒ = −۰٫۸
۱

x − xsin۳ cos۳
۲
−−
√

f(x) = ۳۲(cos x cos ۲x cos ۴x cos ۸x cos ۱۶x)۲

sin x

f(x) = ۳۲(
sin x cos x cos ۲x cos ۴x cos ۸x cos ۱۶x

sin x
)۲

f(x) = ۳۲(
sin ۳۲x

۱
۳۲
sin x

)۲ = =
۳۲xsin۲

۳۲ xsin۲

۳۲xsin۲

۱۶(۱ − cos ۲x)

۲ x = ۱ − cos ۲xsin۲sin x cos x = sin ۲x
۱
۲

: f( پس داریم(
π

۱۲
=

sin۲ ۸π
۳

۱۶(۱ − cos )
π

۶

=

sin۲ ۲π
۳

۱۶(۱ − cos )
π

۶

=

۳
۴

۱۶(۱ − )
۳
−−
√

۲

⇒ f( ) = ×
π

۱۲
۳

۳۲(۲ − )۳
−−
√

۲ + ۳
−−
√

۲ + ۳
−−
√

= =
۶ + ۳ ۳

−−
√

۳۲

۶ + ۲۷
−−
√

۳۲

cos ۱۵∘( = )
π

۱۲
۱۵∘

: x می‌دانیم= cos۲ ۱ + cos ۲x
۲

⇒ = =cos۲ ۱۵∘
۱ + cos ۳۰∘

۲

۲ + ۳
−−
√

۴

: f( پس داریم(
π

۱۲
= ۳۲ cos۲ ۱۵∘ cos۲ ۳۰∘ cos۲ ۶۰∘ cos۲ ۱۲۰∘ cos۲ ۲۴۰∘ = ۳۲ × ( ) × × × ×

۲ + ۳
−−
√

۴
۳
۴

۱
۴

۱
۴

۱
۴
=

۶ + ۳ ۳
−−
√

۳۲

sin( + α) = cosα
π

۲
sin(α − π) = − sin(π − α) = − sinα

cosα = ⇒ sinα = ±
۲
۳

۱ − αcos۲
− −−−−−−−
√ = ± −

۵
۹

−−
√ = ====

ربع چهارم ۵
−−
√

۳

۱ + α =tan۲ ۱
αcos۲
⇒ ۱ + α = ⇒ α =tan۲ ۹

۴
tan۲ ۵

۴

= =
cosα + sinα

| α − ۱|tan۲

−
۲
۳

۵√

۳

| − ۱|
۵
۴

۴(۲ − )۵
−−
√

۳

۲ x + x =sin۲ cos۲ ۴
۳

xcos۲= ۱ + x
۱
xcos۲

tan۲

+ = ×
۲ xsin۲

xcos۲

xcos۲

xcos۲

۴
۳

۱
xcos۲
⇒ ۲ x + ۱ = (۱ + x)tan۲ ۴

۳
tan۲ ۶ x + ۳ = ۴ + ۴ x⇒ ۲ x = ۱−→

×۳
tan۲ tan۲ tan۲ ⇒ x =tan۲ ۱

۲
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‌روش دوم: از روابط  و  استفاده می‌کنیم.

‌

  

با توجه به رابطۀ داده‌شده، مقدار کسینوس را به‌ دست می‌آوریم:    13

 ‌
‌می‌دانیم: 

‌

‌

  14

‌ضابطۀ تابع  را در  ضرب و تقسیم می‌کنیم.

‌

‌دقت کنید:

‌

. از طرفی می‌دانیم  و  و البته: 

‌

ابتدا کمی عبارت را ساده کنیم.   15

‌

. ‌دقت کنید ‌که:  و 

،  و  را نیاز داریم، که آنها را محاسبه می‌کنیم.  ،  ، برای حل سؤال مقادیر 

x = ۱ − xsin۲ cos۲x = ۱ − xcos۲ sin۲

۲ x + x =sin۲ cos۲ ۴
۳

۲ x + ۱ − x = ⇒ x = − ۱ =sin۲ sin۲ ۴
۳

sin۲ ۴
۳

۱
۳

۲ x + x = ⇒ ۲(۱ − x) + x =sin۲ cos۲ ۴
۳

cos۲ cos۲ ۴
۳
⇒ ۲ − ۲ x + x =cos۲ cos۲ ۴

۳
⇒ x = ۲ − =cos۲ ۴

۳
۲
۳

x = = =tan۲ xsin۲

xcos۲

۱
۳

۲
۳

۱
۲

sinα = ۲ cosα⇒ tanα = ۲

۱ + α = ⇒ = ۱ + ۴ = ۵ ⇒ α =tan۲ ۱
αcos۲

۱
αcos۲

cos۲ ۱
۵

cosα = = −− →−−−
cos α<۰

ربع سوم −۱

۵
−−
√

۵
−−
√

۵

: sinα cosα = sin ۲αمی‌دانیم
۱
۲

f۳xsin۲

f(x) = ۱۶(
cos ۶x cos ۱۲x cos ۲۴xsin ۳x cos ۳x

  
sin ۶x

۱
۲

sin ۳x
)۲

sin ۳x cos ۳x = sin ۶x
۱
۲

sin ۶x cos ۶x = sin ۱۲x
۱
۲

sin ۱۲x cos ۱۲x = sin ۲۴x
۱
۲

sin ۲۴x cos ۲۴x = sin ۴۸x
۱
۲

f(x) = ۱۶(
sin ۴۸x۱

۱۶

sin ۳x
)۲

⇒ f( ) = ۱۶( =
π

۳۶

sin
۴۸π
۳۶

۱۶ sin ۳×π
۳۶

)۲
sin۲ ۴π

۳

۱۶ sin۲ π

۱۲

α =sin۲ ۱ − cos ۲α
۲

sin = −
۴π
۳

۳
−−
√

۲
cos =

π

۶

۳
−−
√

۲

f( ) = = × =
π

۳۶

۳
۴

۱۶( )
۱−cos π

۶
۲

۳

۱۶(۲ − )۳
−−
√

۲ + ۳
−−
√

۲ + ۳
−−
√

۶ + ۳ ۳
−−
√

۱۶

=
cos(۲α − ) + cos(α + π)π

۲

cot(۲α)
sin ۲α − cosα

cot(۲α)
cos(α + π) = − cosαcos(۲α − ) = sin ۲α

π

۲

cosαsinαsin ۲αcos ۲αcot ۲α
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حال خواستۀ سؤال را به دست می‌آوریم:

  16
‌می‌دانیم:

    

از طرفی:

حال خواستۀ سؤال را محاسبه می‌کنیم.

‌

،  نیز ربع اول خواهد بود و اگر  در ربع سوم باشد باز هم  در ربع اول خواهد بود. دقت کنید اگر  در ربع اول باشد با توجه به مقدار 

  17

قبل از حل سؤال نحوۀ محاسبۀ  و اتحاد مثلثاتی آن را بررسی می‌کنیم.

‌‌

  ‌ ‌

حال تابع  را ساده می‌کنیم.

 ‌

‌

چون مرکز روی خط  است و دو خط دیگر با این خط متقاطع هستند، پس زاویۀ A قائمه بوده و دو خط اولیه بر هم عمود هستند و داریم:   18

۱)۱ + α =tan۲ ۱
αcos۲
⇒ ۱ + ( =

۳
۴
)۲ ۱

αcos۲
⇒ α =cos۲ ۱۶

۲۵
cosα = −− →−−−−−

αدر ربع سوم ۴
۵

۲) α = ۱ − αsin۲ cos۲ ⇒ α = ۱ − (− =sin۲ ۴
۵
)۲ ۹

۲۵
sinα = −− →−−−−−

αدر ربع سوم ۳
۵

۳) sin ۲α = ۲ sinα cosα = ۲(− )(− ) =
۳
۵

۴
۵

۲۴
۲۵

۴) cos ۲α = α − α = (− − (− =cos۲ sin۲ ۴
۵
)۲ ۳

۵
)۲ ۷

۲۵

۵) cot ۲α = = =
cos ۲α
sin ۲α

۷
۲۵

۲۴
۲۵

۷
۲۴

= = =
sin ۲α − cosα

cot(۲α)

− (− )
۲۴
۲۵

۴
۵

۷
۲۴

۴۴ × ۲۴
۲۵ × ۷

۱۰۵۶
۱۷۵

tan ۲α =
۲ tanα

۱ − αtan۲
, ۱ + αtan۲ =

۱
αcos۲

tanα = = =
۲ tan α

۲

۱ − tan۲ α

۲

۱
۲

۱ −
۱

۱۶

۸
۱۵

۱ + α = ⇒ ۱ + = ⇒ α = ⇒ cosα = ⇒ sinα = =tan۲ ۱
αcos۲

۶۴
۲۲۵

۱
αcos۲

cos۲ ۲۲۵
۲۸۹

۱۵
۱۷

۱ −
۲۲۵
۲۸۹

− −−−−−−
√

۸
۱۷

= = = = −
tanα − sinα
sinα − cosα

−
۸

۱۵
۸

۱۷

−
۸

۱۷
۱۵
۱۷

۸×۱۷−۸×۱۵
۱۵×۱۷

−۷
۱۷

۱۶
۱۵

−۷
۱۶

۱۰۵

α

۲
tan =

α

۲
۱
۴

α
α

۲
α

sin ۳α

sin(۲α + α) = sin ۲α ⋅ cosα + cos ۲α ⋅ sinα

⇒ sin ۳α = ۲ sinα ⋅ α + (۱ − ۲ α) sinαcos۲ sin۲⇒ sin ۳α = ۲ sinα(۱ − α) + sinα − ۲ αsin۲ sin۳ ⇒ sin ۳α = ۳ sinα − ۴ αsin۳

(fα)

f(α) = ۴ sinα cos ۲α + ۲ sinα = ۴ sinα(۱ − ۲ α) + ۲ sinαsin۲ ⇒ f(α) = ۶ sinα − ۸ α = ۲(۳ sinα − ۴ α) = ۲ sin ۳αsin۳ sin۳

f( ) = ۲ sin( ) = ۲ sin( ) = ۲ sin(۱۲π + ) = ۲ sin = ۲ sin(۲π − ) = −۲ sin = −۲ × = −
۴۱π

۹
۴۱π

۳
۳۶π + ۵π

۳
۵π
۳

۵π
۳

π

۳
π

۳

۳
−−
√

۲
۳
−−
√

y = −x

10
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‌

  19

. روش اول: دقت کنید در مثلث  داریم 

 

، ارتفاع وارد بر وتر  وتر است. نکته: در مثلث قائم‌الزاویه با یک زاویۀ 

. پس 

از طرفی در مثلث  طبق قضیۀ سینوس‌ها داریم:

 این روش فراتر از کتاب ریاضی تجربی است و مناسب دانش‌آموزان رشتۀ ریاضی است.
روش دوم:

m = − , = , m = −۱ ⇒ a = −۱ ; ‌{ ⇒ A(۳ , ۰)
۱
۲

m′ −۲
a

m′ x + ۲y = ۳
۲x − y = ۶

‌{ ⇒ B(−۳ , ۳) ; ‌{ ⇒ C(۱ , −۱)۲y + x = ۰
y + x = ۰

۲x − y = ۳
y + x = ۰

AC = = , AB = =۴ + ۱
− −−−−
√ ۵

−−
√ ۳۶ + ۹

− −−−−−
√ ۴۵

−−
√

tanB = = = , tanC = ۳
AC

AB

۵
−−
√

۴۵
−−
√

۱
۳

tan(B − C) = = = − ⇒ cot(B − C) = −
tanB − tanC

۱ + tanB tanC

− ۳
۱
۳

۱ + × ۳
۱
۳

۴
۳

۳
۴

: α = , α می‌دانیم= sin۲ ۱ − cos ۲α
۲

cos۲ ۱ + cos ۲α
۲

OHC
Δ

= , =Ĥ ۹۰∘ Ĉ۱ ۱۵∘

۱۵∘
۱
۴

= × OC × OC =S
OHC
Δ

۱
۲

۱
۴

OC ۲

۸

O CA
Δ

= ⇒ = ⇒ OC = ۶ × = ۶ tan
OC

sin ۱۵∘
AC

sin Ô۱

OC

sin ۱۵∘
۶

sin ۱۰۵∘
  
cos ۱۵∘

sin ۱۵∘

cos ۱۵∘
۱۵∘

⇒ = = × = =
=sin۲ ۱۵∘

۱ − cos ۳۰∘

۲

=cos۲ ۱۵∘
۱ + cos ۳۰∘

۲

tan۲ ۱۵∘
۱ − cos ۳۰∘

۱ + cos ۳۰∘
۲ − ۳

−−
√

۲ + ۳
−−
√

۲ + ۳
−−
√

۲ + ۳
−−
√

۱

(۲ + ۳
−−
√ )۲

۱

۷ + ۴ ۳
−−
√

⇒ = = × =S
OHC
Δ

(۶ tan ۱۵∘)۲

۸
۳۶
۸

۱

(۷ + ۴ )۳
−−
√

۹

۲(۷ + ۴ )۳
−−
√

∗
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750
H

O
B C

A

H

150

150

6

 

 

‌‌

می‌دانیم:

 

از طرفی:‌

پس داریم:

راه‌حل اول:   20
مخرج مشترک گرفته و ساده می‌کنیم:

     

راه‌حل دوم:

    

  21

 ‌

طرفین تساوی فوق را به توان  می‌رسانیم:

 ‌  ‌

حال از رابطۀ  استفاده می‌کنیم:

 ‌  ‌  ‌

: sin =AHC
Δ

۱۵∘
HC

AC
HC = ۶ sin− →−−

AC=۶
۱۵∘

: tan = ⇒ OH = HC × tanOHC
Δ

۱۵∘
OH

HC
۱۵∘

= × HC × OHS
O CH
△

۱
۲

⇒ = × (۶ sin ) × (HC tan ) = × ۳۶ × tanS
OHC
Δ

۱
۲

۱۵∘ ۱۵∘
۱
۲

sin۲ ۱۵∘ ۱۵∘

α =sin۲ ۱ − cos ۲α
۲

⇒ = = =sin۲ ۱۵∘
۱ − cos ۳۰∘

۲

۱ −
۳√

۲

۲

۲ − ۳
−−
√

۴

α = = ⇒ = = × = ⇒ tan =tan۲ αsin۲

αcos۲

۱−cos ۲α
۲

۱+cos ۲α
۲

tan۲ ۱۵∘
۱ − cos ۳۰∘

۱ + cos ۳۰∘
۲ − ۳

−−
√

۲ + ۳
−−
√

۲ + ۳
−−
√

۲ + ۳
−−
√

۱

(۲ + ۳
−−
√ )۲

۱۵∘
۱

۲ + ۳
−−
√

= ۱۸( ) × = =S
OHC
Δ

۲ − ۳
−−
√

۴
۱

۲ + ۳
−−
√

۹

۲(۲ + ۳
−−
√ )۲

۹

۲(۷ + ۴ )۳
−−
√

+
sin θ

۱ − cos θ

۱ + cos θ

sin θ
=

θ + (۱ − θ)sin۲ cos۲

(۱ − cos θ) sin θ
=

۲ θsin۲

(۱ − cos θ) sin θ
=

۲ sin θ
۱ − cos θ

=

۲ × ۲ sin cos
θ

۲
θ

۲

۲ sin۲ θ

۲

= ۲ cot
θ

۲

+
sin θ

۱ − cos θ

۱ + cos θ

sin θ
=

۲ sin cos
θ

۲
θ

۲

۲ sin۲ θ

۲

+

۲ cos۲ θ

۲

۲ sin cos
θ

۲
θ

۲

= cot + cot
θ

۲
θ

۲
= ۲ cot

θ

۲

۱۰(sin x + cos x) = ۶ ۵
−−
√ ⇒ sin x + cos x = =

۶ ۵
−−
√

۱۰

۳ ۵
−−
√

۵
۲

=(sinα + cosα)۲ ۹ × ۵
۲۵

⇒ α + α + ۲ sinα cosα =sin۲ cos۲ ۹
۵
⇒ ۱ + sin ۲α = ⇒ sin ۲α =

۹
۵

۴
۵

sin ۲α =
۲ tanα

۱ + αtan۲

=
۲ tanα

۱ + αtan۲

۴
۵
⇒ ۴ + ۴ α = ۱۰ tanαtan۲ ⇒ ۴ α − ۱۰ tanα + ۴ = ۰tan۲ ⇒ ۲ α − ۵ tanα + ۲ = ۰tan۲
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 ‌ ‌

از رابطۀ داده شده، مقدار  را محاسبه می‌کنیم.   22

 ‌  ‌

 ‌  ‌ ‌‌

‌حاصل  را می‌یابیم.

 ‌  ‌  ‌

 زاویه‌ای در ناحیۀ دوم است و در این ناحیه مقدار تانژانت منفی است، پس:

  23

نمودار تابع داده شده را در یک دورۀ تناوبش رسم می‌کنیم.   24

0 1 2

1

x

y

y= x2-
y = x

اکنون شکل را در بازۀ خواسته شده یعنی  رسم می‌کنیم:

2
x

y

43
4-1-2-

S1
S2

13
4

. چون  است بنابراین مساحت خواسته شده دو برابر مساحت یکی از مثلث‌های کامل است، یعنی 

تابع زوج و فرد حذف شده!   25

نمودار تابع نسبت به خط  متقارن است؛ پس:

‌

‌نمودار تابع نسبت به خط  متقارن است؛ پس:

Δ = ۲۵ − ۴ × ۲ × ۲ = ۹ ⇒ tanα = ⇒
۵ ± ۳

۴

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

tanα = ۲

tanα =
۱
۲

sin x

= ۴
۱ − sin x

۱ + sin x
⇒ ۴ + ۴ sin x = ۱ − sin x⇒ ۵ sin x = −۳ ⇒ sin x =

−۳
۵

x = ۱ − x = ۱ − =cos۲ sin۲ ۹
۲۵

۱۶
۲۵

⇒ cos x = ±
۴
۵

cos x =− →−−−
۳ xناحیۀ −۴

۵
۱ − cos x

۱ + cos x

= = ( )
۱ − cos x

۱ + cos x

۲ ( )sin۲ x

۲

۲ ( )cos۲ x

۲

tan۲ x

۲
⇒ ( ) =tan۲ x

۲

۱ − (− )
۴
۵

۱ + (− )
۴
۵

⇒ ( ) = = ۹tan۲ x

۲

۹
۵

۱
۵

⇒ tan( ) = ±۳
x

۲

π < x < ⇒ < <
۳π
۲

π

۲
x

۲
۳π
۴

x

۲
tan( ) = −۳

x

۲

cot( ) = cot( + ۲x) = − tan ۲x , cos( ) = cos( + ۴x) = − sin ۴x
π + ۴x

۲
π

۲
π + ۸x

۲
π

۲

− tan ۲x = − sin ۴x⇒ = ۲ sin ۲x cos ۲x⇒ = ۰ ⇒‌
sin ۲x
cos ۲x

sin ۲x(۱ − ۲ ۲x)cos۲

cos ۲x

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

sin ۲x = ۰

۲x =cos۲ ۱
۲

⇒‌

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

cos ۲x = ⇒ ‌ ⇒ a = − = + = ;
۲
−−
√

۲

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

۲x = ⇒ =
π

۴
x۱

π

۸
۲x = − ⇒ = −

π

۴
x۲

π

۸

x۱ x۲
π

۸
π

۸
π

۴

cos(۳a) = cos = −
۳π
۴

۱

۲
−−
√

cos ۲x = − ⇒
۲
−−
√

۲
جوابی در بازۀ داده‌شده برای این حالت وجود ندارد.

[− , ]
۳
۴

۱۳
۴

=S۱ S۲۲ × ( ) = ۲
۲ × ۱

۲

x = ۱

f(۲ − x) = f(x)

x = ۳
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‌

: ‌در رابطۀ دوم به جای  قرار می‌دهیم: 

‌

؛ بنابراین  دورۀ تناوب است. حال بررسی می‌کنیم آیا  هم‌ دورۀ تناوب است. در رابطۀ اول به جای  قرار می‌دهیم ، پس  ‌از طرفی 

:

‌

، پس  کوچک‌ترین دورۀ تناوب است. ‌و دلیلی نداریم که 

از روی نمودار، مشخص است که ماکزیمم تابع برابر  و مینیمم تابع برابر  است، پس داریم:   26

‌

با توجه به نمودار و اینکه  مشخص است که  مثبت است.   27

‌

‌نقطۀ  در تابع صدق می‌کند:

‌

‌همچنین در  مقدار تابع برابر صفر است.

‌

ها را قطع می‌کند، پس داریم:  و حال دستگاه زیر را حل می‌کنیم. ‌با توجه به نمودار در  دومین بار است که نمودار تابع محور 

‌

با توجه به نمودار، ماکزیمم تابع برابر  و مینیمم تابع برابر  است، پس:   28

ها دارای مینیمم است، پس  منفی است. ‌چون نمودار در شکل برخورد با محور 

 ‌ ‌

  29

 

‌

‌‌

ضابطۀ تابع  را ساده می‌کنیم:   30

f(۶ − x) = f(x)

xx + ۴

f(۶ − (x + ۴)) = f(x + ۴) ⇒ f(۲ − x) = f(x + ۴)

f(۲ − x) = f(x)f(x + ۴) = f(x)t = ۴t = ۲x

x + ۲

f(۲ − (x + ۲)) = f(x + ۲) ⇒ f(x + ۲) = f(−x)

f(−x) = f(x)t = ۴

۵۱

y = c + a cos bx

}⇒ ۲c = ۶ ⇒ c = ۳
max = |a| + c = ۵
min = −|a| + c = ۱

۰ < c < π, b > ۰a

max = |a| = a = → f(x) = cos(bx + c)
۱
۴
−→−
a>۰ ۱

۴
۱
۴

A( , − )
۳
۴

۱
۴

cos( b + c) = − ⇒ cos( + c) = −۱ ⇒ + c = π
۱
۴

۳
۴

۱
۴

۳b
۴

۳b
۴

x =
۵
۴

f( ) = ۰ ⇒ cos( b + c) = ۰ ⇒ cos( b + c) = ۰
۵
۴

۱
۴

۵
۴

۵
۴

x =
۵
۴

xb + c =
۵
۴

۳π
۲

b − b = − π⇒ b = ⇒ b = π

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

b + c =
۵
۴

۳π
۲

b + c = π
۳
۴

− →−−−−−−−
از هم کم می‌کنیم ۵

۴
۳
۴

۳π
۲

۲
۴

π

۲

b + c = c = − =
۵
۴

۳π
۲
− →−−
b=π ۳π

۲
۵π
۴

π

۴

= =
a ⋅ c

b

×
۱
۴

π

۴
π

۱
۱۶

۵
۲

−
۱
۲

⇒ ۲c = − = ۲ ⇒ c = ۱ ⇒ ۱ + |a| = ⇒ |a| =
c + |a| = ۵

۲

c − |a| = − ۱
۲

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪

۵
۲

۱
۲

۵
۲

۳
۲

ya

|a| = a = −
۳
۲
−→−
a<۰ ۳

۲
⇒ a ⋅ c = − × ۱ = −

۳
۲

۳
۲

T = = ⇒ |b| = ۵ ⇒ b = ±۵ ⇒ b = ۵
π

|b|

π

۵
f( ) = ۱ ⇒ a (۵ − ) + c = ۱ ⇒ a + c = ۱

π

۴
cos۲ π

۴
π

۴

f( ) = −۲ ⇒ a (۵ × − ) + c = −۲ ⇒ c = −۲
۷π
۲۰

cos۲ ۷π
۲۰

π

۴

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

⇒ a = ۳ ⇒ ab = ۱۵

f
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‌

‌مقدار  را هم از دورۀ تناوب تابع به دست می‌آوریم:

‌

از نمودار مشخص است که  است.   31

‌

می‌دانیم  پس داریم:   32

 

   

( اما جواب  در هر دو معادله به‌ دست آمد و تکراری است. پس در کل معادلۀ فوق  جواب  را خواهد داشت. ،  و  معادلۀ دوم نیز سه جواب دارد )

  33
می‌دانیم:

    

 

 ‌

 

f(x) = a + b sin(cx − ) cos(cx − )
۳π
۴

۳π
۴

⇒ fx = a + sin(۲cx − ) = a + cos(۲cx)
b

۲
۳x
۲

b

۲

→ a = ۱ −۱ = ۱ + ⇒ b = −۴− →−−−−
طبق نمودار

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

a − | | = ۱
b

۲

a + | | = ۳
b

۲

− →−−−−
f(۰)=−۱ b

۲

c

= π⇒ |c| = ۱ ⇒ c = ±۱
۲π
|۲c|

⇒ f(x) = ۱ − ۲ cos ۲x ۱ − ۲ cos ۲x = ۰ ⇒ cos ۲x =− →−−−−
f صفرهای ۱

۲
− →−−

۰≤x≤
⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

۲ =x۱
π

۳

۲ =x۲
۵x
۳

⇒ → − = =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

=x۲
۵π
۶

=x۱
π

۶

x۲ x۱
۴π
۶

۲π
۳

a(−b) > ۰ → ab < ۰

( − bx) = (۱ − cos ۲( − bx)) = − sin ۲bx⇒ y = − sin ۲bx + + csin۲ π

۴
۱
۲

π

۴
۱
۲

۱
۲

a

۲
a

۲

⇒ ۲| | = ۳ → a = ±۳ ,

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

= | − | + + c = ۱ymax

a

۲
a

۲

= −| − | + + c = −۲ymin

a

۲
a

۲
− →−−
×−۱

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

a

۲

T = − (− ) = ۵π⇒ = ۵π⇒ b = ± ab = − = −۰٫۶
۱۵π

۴
۵π
۴

۲π
|۲b|

۱
۵
− →−−
ab<۰ ۳

۵

x = ۱ − xcos۲ sin۲

۱ − x − x cos ۳x = ۱sin۲ sin۲ ⇒ x cos ۳x + x = ۰sin۲ sin۲

x(cos ۳x + ۱) = ۰sin۲ ⇒ { sin x = ۰ x = ۰, π, ۲π− →−−−−
x∈[۰,۲π]

cos ۳x = −۱ ⇒ ۳x = ۲kπ + π
⇒ x = +

۲kπ
۳

π

۳
x = , π,− →−−−−

x∈[۰,۲π] π

۳
۵π
۳

۵π
۳

π
π

۳
π۵(۰, π, ۲π, , )

π

۳
۵π
۳

sinα ⋅ cosα = sin ۲α
۱
۲

, ۱ + cosα = ۲ cos۲ α

۲

(۱ + cos ۲α)(۱ + cos ۴α)(۱ + cos ۸α) =
۱
۸

⇒ ۲ α × ۲ ۲α × ۲ ۴α = ⇒ α ⋅ ۲α ⋅ ۴α =cos۲ cos۲ cos۲ ۱
۸

cos۲ cos۲ cos۲ ۱
۶۴

⇒ cosα ⋅ cos ۲α cos ۴α = ± ⋅ cos ۲α ⋅ cos ۴α = ⋅ cos ۴α =
۱
۸
− →−−−
α≠kπ

× sin α
sinα ⋅ cosα  

sin ۲α
۱
۲

۱
۲
sin ۲α ⋅ cos ۲α
  

sin ۴α
۱
۲

۱
۴
sin ۴α ⋅ cos ۴α
  

sin ۸α
۱
۲

= sin ۸α = ± sinα⇒ sin ۸α = ± sinα
۱
۸

۱
۸

(۱) sin ۸α = sinα⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

۸α = ۲kπ + α⇒ α = ⇒ max :
۲kπ

۷
۶π
۷

۸α = ۲kπ + π − α⇒ α = + ⇒ max :
۲kπ

۹
π

۹
۷π
۹
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 البته دقت کنید که  جواب قابل‌قبول برای معادله نیست. پس ماکزیمم جواب‌ها  است.

می‌دانیم که  است.   34

‌

‌جمع دو عبارت نامنفی وقتی صفر است که تک‌تک آن‌ها صفر باشند و ریشۀ مشترک، جواب معادله است.

‌

  

‌بنابراین ریشه‌های مشترک  و  هستند. پس معادله دو جواب دارد.

، پس می‌توان نوشت: می‌دانیم    35

 

سمت چپ معادله برابر  است، پس:

     

بنابراین مجموع این سه ریشه برابر  است.

  36

   

دو طرف را در  ضرب می‌کنیم:

      

  

، پس ریشه‌ها در بازۀ  عبارتند از: ؛ یعنی  باید 

‌

،  جواب دارد. ‌پس معادله در بازۀ 

  37

‌با استفاده از رابطۀ  داریم:

   

‌پس معادله در بازۀ  دارای  جواب است.

(۲) sin ۸α = − sinα⇒ sin ۸α = sin(−α)

⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

۸α = ۲kπ − α⇒ α = ⇒ max =
۲kπ

۹
۸π
۹

۸α = ۲kπ + π + α⇒ α = + ⇒ max =
۲kπ

۷
π

۷
۵π
۷

∗α = π
۸π
۹

۱ + cos ۲x = ۲ xcos۲

۵ x + ۲ cos ۳x + ۲ = ۰ → ۵ x + ۲(۱ + cos ۳x) = ۰ → ۵ x + ۲ = ۰sin۲ sin۲ sin۲ cos۲ ۳x
۲

۵ x = ۰ → sin x = ۰ x = kπ→ x = −π, ۰, πsin۲ − →−−−
حالت خاص

۲ = ۰ → cos = ۰cos۲ ۳x
۲

۳x
۲

= kπ +− →−−−−−−−−−−

cos x=۰→x=kπ+
π

۲ ۳x
۲

π

۲
→ x = +

۲kπ
۳

π

۳
→ x = −π , − , , π

π

۳
π

۳
π−π

cos ۲x = ۱ − ۲ xsin۲

۲ sin x(۱ − ۲ x) + sin x = ۱sin۲ ⇒ ۳ sin x − ۴ x = ۱sin۳

sin ۳x

sin ۳x = ۱ ⇒ ۳x = ۲kπ +
π

۲
⇒ x = +

۲kπ
۳

π

۶
x =− →−−−−

۰≤x≤۲π π

۶
,

۵π
۶

,
۹π
۶

=
۱۵π

۶
۵π
۲

۲ × ۲ α × ۲ ۲αcos۲ α

۲
cos۲ cos۲ =

۱
۸
⇒ ۶۴ α ۲α = ۱cos۲ α

۲
cos۲ cos۲ ⇒ ۸ cos cosα cos ۲α = ±۱

α

۲
sin ≠ ۰

α

۲
۴(۲ sin cos )

α

۲
α

۲
  

sin α

cosα cos ۲α = ± sin
α

۲
⇒ ۲ cos ۲α(۲ sinα cosα)

  
sin ۲α

= ± sin
α

۲
⇒ sin ۴α = sin(± )

α

۲

⇒

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

۴α = ۲kπ ± ⇒
α

۲

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

α = ۲kπ
۷
۲

α = ۲kπ
۹
۲

۴α = (۲k + ۱)π ∓ ⇒
α

۲

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

α = (۲k + ۱)π
۹
۲

α = (۲k + ۱)π
۷
۲

⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

α = kπ
۷
۲

α = kπ
۹
۲

⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

α =
۲kπ

۷

α =
۲kπ

۹

sin ≠ ۰
α

۲
α ≠ ۲kπ[۰ , ۲π]

⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

α = , , ,⋯ ,
۲π
۷

۴π
۷

۶π
۷

۱۲π
۷

α = , , ,⋯ ,
۲π
۹

۴π
۹

۶π
۹

۱۶π
۹

جواب۶

جواب۸

[۰ , ۲π]۱۴

۸ cos x − x = ۱ ⇒ ۸ cos x = ۱ + xtan۲ tan۲

۱ + x =tan۲ ۱
xcos۲

۸ cos x = ⇒ ۸ x = ۱ ۲ cos x = ۱
۱
xcos۲

cos۳ − →−−
۳ فرجه

⇒ cos x = = cos ⇒ x = ۲kπ ±
۱
۲

π

۳
π

۳
− →−−−−

۰≤x≤۲π ⎧
⎩⎨
x = π

۳

x = ۲π − π

۳

[۰, ۲π]۲
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با استفاده از رابطۀ  داریم:   38

 ‌  ‌  ‌

، پس: چون 

 ‌  ‌

 ‌

 ‌  ‌ ‌‌‌

‌جواب‌های واقع در بازۀ  عبارتند از:

با استفاده از رابطۀ  عبارت  را به‌صورت زیر نوشته و در معادله جایگزین می‌کنیم.   39

 ‌‌‌

‌طبق رابطۀ  داریم:

 ‌

 ‌  ‌

 ‌

 ‌  ‌

 ‌  ‌‌‌‌‌

طبق فرض داریم:    40

‌

‌

‌جواب‌های معادله به‌صورت  هستند که فاصلۀ هر دو جواب متوالی  است. 

  41

‌

cos( − α) = sinα
π

۲
sin(x + ) cos(x − ) = ۱

π

۶
π

۳
⇒ cos( − (x + )) cos(x − ) = ۱

π

۲
π

۶
π

۳
⇒ cos( − x − ) cos(x − ) = ۱

π

۲
π

۶
π

۳
⇒ cos( − x) cos(x − ) = ۱

π

۳
π

۳
cos(−α) = cosα

cos(x − ) cos(x − ) = ۱
π

۳
π

۳
⇒ (x − ) = ۱cos۲ π

۳
⇒ cos(x − ) = ±۱

π

۳
cos(x − ) = ۱ ⇒ x − = ۲kπ

π

۳
π

۳
⇒ x = ۲kπ +

π

۳

cos(x − ) = −۱
π

۳
⇒ x − = ۲kπ + π

π

۳
⇒ x = ۲kπ +

۴π
۳

[۰, ۲π]‌

x = , x =
π

۳
۴π
۳

cos( − α) = sinα
π

۲
sin(x + )

π

۴
sin(x + ) = cos( − (x + ))

π

۴
π

۲
π

۴
= cos( − x − ) = cos( − x)

π

۲
π

۴
π

۴
(۱)

sin(x + ) = cos( − x)
π

۴
π

۴
= cos(x − ) (۱)

π

۴

sin(x + ) cos(x − ) = ۱
π

۴
π

۴
(x − ) = ۱−→

(۱)
cos۲ π

۴
⇒ cos(x − ) = ±۱

π

۴
cos(x − ) = ۱ ⇒ x − = ۲kπ

π

۴
π

۴
→ x = ۲kπ +

π

۴

cos(x − ) = −۱
π

۴
⇒ x − = ۲kπ + π

π

۴
⇒ x = ۲kπ +

۵π
۴

۰ ≤ x ≤ ۲π⇒ x = ,
π

۴
۵π
۴

⇒ مجموع جواب‌ها = + = =
π

۴
۵π
۴

۶π
۴

۳π
۲

= ⇒ x = (۱ + sin x
cos x

۱ + sin x

۱ + sin x

cos x
cos۲ )۲

⇒ ۱ − x = ۱ + x + ۲ sin x⇒ ۲ x + ۲ sin x = ۰sin۲ sin۲ sin۲

⇒ ۲ sin x(sin x + ۱) = ۰ ⇒ { sin x = ۰ ⇒ x = kπ

۱ + sin x = ۰ غ ق ق )چرا؟(
kππ

⇒ + = ۰ ⇒ = ۰ ⇒ sin ۴x = cos ۲x
۱

sin( + ۲x)π

۲

۱
cos( + ۴x)π

۲

− sin ۴x + cos ۲x
(cos ۲x)(− sin ۴x)

⇒ ۲ sin ۲x cos ۲x = cos ۲x⇒ cos ۲x(۲ sin ۲x − ۱) = ۰ ⇒
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

cos ۲x = ۰ ⇒  غ ق ق

sin ۲x = = sin
۱
۲

π

۶

⇒ ⇒ α = − =

⇒ ۲x = ۲kπ + , ۲x = ۲kπ + π −
π

۶
π

۶

x = kπ + , x = kπ +
π

۱۲
۵π
۱۲

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

=x۱
π

۱۲

=x۲
۵π
۱۲

۵π
۱۲

π

۱۲
π

۳

tan(۲α) = tan( ) = −
۲π
۳

۳
−−
√
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ت سه سال اخیر
ت سراسری مثلثا

40 تس

آموزشگاه پرسا
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