
حسابان 2 و کنکور پایه

نام و نام خانوادگی: گروه مشاوره آکو سهیل حاج

نام آزمون: 60 سوال تشریحی سخت حسابانکرم

دوازدهم

آموزشگاه پرسا

تابعتابع

بالا منتقل به  ابتدا نسبت به محور  ها قرینه کرده، سپس نمودار حاصل را دو واحد به چپ منتقل کرده و در نهایت آن را  واحد  تابع  را   . 1

می کنیم تا تابع  حاصل شود. ضابطۀ تابع وارون تابع  را بیابید.

پاسخ:

y = x3y5

ff

y = y = = − y = −x3 − →−−−−−−−−−−
x→−x

yها قرینه نسبت به محور
(−x)3 x3 − →−−−−

x→x+2

واحد چپ2
(x + 2)3

y = f(x) = − + 5 ⇒ = 5 − y− →−−−−
واحد با57

(x + 2)3 (x + 2)3

⇒ x + 2 = ⇒ x + 2 = − ⇒ x = −2 −5 − y
− −−−−√3 y − 5

− −−−−√3 y − 5
− −−−−√3

⇒ y = (x) = −2 −f −1 x − 5
− −−−−√3

نمودار  را نسبت به محور  ها قرینه می کنیم. نمودار حاصل را  واحد به راست منتقل می کنیم و سپس آن را  واحد به پایین می بریم تا تابع  . 2

 حاصل شود. ضابطۀ تابع وارون تابع  را بیابید.

پاسخ:

y = x−−√3x43

ff

y = y = − y = −x−−√3 − →−−−−−−−−
xها قرینه نسبت به

x−−√3 − →−−−−−
x→x−4

واحد راست4
x − 4
− −−−−√3

y = − − 3 ⇒ f(x) = − − 3− →−−−−−
واحد پایین3

x − 4
− −−−−√3 x − 4

− −−−−√3
y = − − 3 ⇒ = −y − 3 ⇒ x − 4 =x − 4

− −−−−√3 x − 4
− −−−−√3 (−y − 3)3

⇒ x = + 4 ⇒ x = 4 − (3 + y ⇒ y = 4 − (3 + x = (x)(−y − 3)3 )3 )3 f −1

اگر  روي  اکیداً نزولی باشد، دامنۀ تابع  را بیابید.  . 3

. نکته: اگر  تابعی اکیداً نزولی و  باشد، آنگاه  پاسخ:

fRg

g(x) = f(|2x − 1|) − f(|x + 1|)
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−√

ff(a) ≤ f(b)a ≥ b

g(x) = ⇒ f(|2x − 1|) − f(|x + 1|) ≥ 0f(|2x − 1|) − f(|x + 1|)
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−√

⇒ f(|2x − 1|) ≥ f(|x + 1|) |2x − 1| ≤ |x + 1|− →−−−−−
fاکیداً نزولی

⇒ ≤ ⇒ 4 − 4x + 1 ≤ + 2x + 1 ⇒ 3 − 6x ≤ 0(2x − 1)2 (x + 1)2
x2 x2 x2

⇒ 3x(x − 2) ≤ 0 ⇒
x

3x(x − 2) +
0

0 −
2

0 + ⇒ 0 ≤ x ≤ 2

⇒ = [0, 2]Dg

توابع  و  هر دو اکیداً نزولی هستند و تابع  تعریف شده است. اگر  و  باشند، حدود  را  . 4

بیابید.

براي هر  و  از دامنۀ  داریم: پاسخ:

fgfogfog( ) = 2a − 1m2fog( + 1) = −a + 4m2a

x1x2fog

1
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< g( ) > g( ) f(g( )) < f(g( ))x1 x2 − →−−−−−
gاکیداً نزولی

x1 x2 − →−−−−−
fاکیداً نزولی

x1 x2

< ⇒ fog( ) < fog( ) ⇒ fogx1 x2 x1 x2 اکیداً صعودی
: + 1 > ⇒ fog( + 1) > fog( ) ⇒ −a + 4 > 2a − می دانیم1 m2 m2 m2 m2

⇒ 4 + 1 > 2a + a ⇒ 3a < 5 ⇒ a <
5

3

اگر تابع  روي  اکیداً نزولی و  باشد، دامنۀ تابع زیر را بیابید.  . 5

پاسخ:

چون  روي  اکیداً نزولی و  است، داریم:

براي  تابع  مثبت است. 

براي  تابع  منفی است. 

نمودار  تقریباً به صورت مقابل است.

 

fRf(−2) = 0

g(x) = ( − 81)f(x)x2
− −−−−−−−−−−√

g(x) = ⇒ ( − 81)f(x) ≥ 0( − 81)f(x)x2
− −−−−−−−−−−−√ x2

fRf(−2) = 0

x < −2fx < −2 ⇒ f(x) > f(−2) ⇒ f(x) > 0 ⇒

x > −2fx > −2 ⇒ f(x) < f(−2) ⇒ f(x) < 0 ⇒

f

− 81 = 0 ⇒ x = ±9x2

x

− 81x2

f(x)

( − 81)f(x)x2

+
+

+

−9

0

0

−
+

−

−2

0

0

−
−

+

9

0

0

+
−

−

⇒ x ≤ −9 − 2 ≤ x ≤ 9 ⇒ = (−∞, −9] ∪ [−2, یا[9 Dg

اگر  روي  اکیداً صعودي و  باشد، دامنۀ تابع زیر را بیابید.  . 6

پاسخ:

چون  روي  اکیداً صعودي و  است، داریم:

براي  تابع  منفی است. 

براي  تابع  مثبت است. 

به طور تقریبی نمودار  به صورت مقابل است.

 

fRf(1) = 0

g(x) = ( − 3x)f(x)x2
− −−−−−−−−−−√

g(x) = ⇒ ( − 3x)f(x) ≥ 0( − 3x)f(x)x2
− −−−−−−−−−−−√ x2

fRf(1) = 0

x < 1fx < 1 ⇒ f(x) < f(1) ⇒ f(x) < 0 ⇒

x > 1fx > 1 ⇒ f(x) > f(1) ⇒ f(x) > 0 ⇒

f

− 3x = 0 ⇒ x(x − 3) = 0 ⇒ x = 0 , x = 3x2

x

− 3xx2

f(x)

( − 3x)f(x)x2

+
−

−

0

0

0

−
−

+

1

0

0

−
+

−

3

0

0

+
+

+

⇒ 0 ≤ x ≤ 1 x ≥ 3 ⇒ = [0, 1] ∪ [3, یا(∞+ Dg

2
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اگر  روي  تابعی اکیداً صعودي باشد، دامنۀ تابع  را بیابید.  . 7

. نکته: اگر  تابعی اکیداً صعودي و  باشد، آنگاه  پاسخ:

براي حل این گونه نامعادلات، طرفین را به توان  می رسانیم.

fRg

g(x) = f(|x − 2|) − f(|x + 1|)
− −−−−−−−−−−−−−−−−−√

ff(a) ≤ f(b)a ≤ b

g(x) = ⇒ f(|x − 2|) − f(|x + 1|) ≥ 0f(|x − 2|) − f(|x + 1|)
− −−−−−−−−−−−−−−−−−√

⇒ f(|x − 2|) ≥ f(|x + 1|) |x − 2| ≥ |x + 1|− →−−−−−−
fاکیداً صعودی

2

≥ ⇒ − 4x + 4 ≥ + 2x + 1 ⇒ 4 − 1 ≥ 2x + 4x(x − 2)2 (x + 1)2
x2 x2

⇒ 6x ≤ 3 ⇒ x ≤ ⇒ = (−∞, ]
1

2
Dg

1

2

اگر  روي  اکیداً نزولی باشد، دامنۀ تابع  را بیابید.  . 8

. نکته: اگر تابع  اکیداً نزولی باشد و  آنگاه  پاسخ:

fRg

g(x) = f(|x − 3|) − f(|x + 2|)
− −−−−−−−−−−−−−−−−−√

ff(a) ≤ f(b)a ≥ b

g(x) = ⇒ f(|x − 3|) − f(|x + 2|) ≥ 0f(|x − 3|) − f(|x + 2|)
− −−−−−−−−−−−−−−−−−√

⇒ f(|x − 3|) ≥ f(|x + 2|) |x − 3| ≤ |x + 2|− →−−−−−
fاکیداً نزولی

≤ ⇒ − 6x + 9 ≤ + 4x + 4 ⇒ 9 − 4 ≤ 4x + 6x(x − 3)2 (x + 2)2
x2 x2

⇒ 10x ≥ 5 ⇒ x ≥ ⇒ = [ , +∞)
1

2
Dg

1

2

صعودي و نزولی بودن تابع زیر را بررسی کنید.  . 9

پاسخ:

نزولی 

f(x) = [−2x] + 1

f(x) = [−2x] + 1

< ⇒ −2 > −2 ⇒ [−2 ] ≥ [−2 ] ⇒ [−2 ] + 1 ≥ [−2 ] + 1x1 x2 x1 x2 x1 x2 x1 x2

⇒ f( ) ≥ f( )x1 x2

ابتدا نمودار تابع  را رسم کنید، سپس تعیین کنید که این تابع در چه بازه اي اکیداً صعودي و در چه بازه اي  . 10

اکیداً نزولی است.

پاسخ:

اکیداً صعودي 

اکیداً نزولی 

f(x) =
⎧
⎩⎨
⎪
⎪

(x − 2)3

−2

|x + 1|

x ≥ 1

0 ≤ x < 1

x < 0

[−1, 0) , [1, +∞)

(−∞, −1]

3
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مثلثاتمثلثات

، آنگاه حدود  را بیابید. اگر  و   . 11

پاسخ:

با توجه به دایرة مثلثاتی مقابل داریم:

 

!
!

!
!!

!

!

!

< α <
π

3

5π

6
tan α =

2m − 1

3
m

< α < ⇒ < α < π −
π

3

5π

6

π

3

π

6

< α < π − ⇒ tan α > tan α < −
π

3

π

6
3
−−√ یا

3
−−√

3

⇒ > < −
2m − 1

3
3
−−√ یا

2m − 1

3

3
−−√

3

⇒ 2m − 1 > 3 2m − 1 < −3
−−√ یا 3

−−√

⇒ m > m <
3 + 13

−−√
2

یا
1 − 3

−−√
2

ماکزیمم و مینیمم توابع زیر را بیابید.  . 12

پاسخ:

 زوج :نکته

 فرد :نکته

 (الف

 (ب

f(x) = 2 x − 5 g(x) = −3 2x + (الف10 sin4 (ب sin5

n → 0 ≤ u ≤ 1 0 ≤ u ≤ 1sinn و cosn

n → −1 ≤ u ≤ 1 − 1 ≤ u ≤ 1sinn و cosn

f(x) = 2 x − 5sin4

0 ≤ x ≤ 1 0 ≤ 2 x ≤ 2 ⇒ 0 − 5 ≤ 2 x − 5 ≤ 2 − 5sin4 −→−
×2

sin4 sin4

⇒ −5 ≤ f(x) ≤ −3 ⇒ min f = −5 max f = و3−

g(x) = −3 2x + 10sin5

−1 ≤ 2x ≤ 1 3 ≥ −3 2x ≥ −3 ⇒ −3 + 10 ≤ −3 2x + 10 ≤ 3 + 10sin5 − →−−
×(−3)

sin5 sin5

⇒ 7 ≤ g(x) ≤ 13 ⇒ min g = 7 max g = و13

دامنۀ تابع  را بیابید.  . 13

پاسخ:

f(x) = x − 1tan2
− −−−−−−−√

f(x) = ⇒ x − 1 ≥ 0 ⇒ x ≥ 1 ⇒ | tan x| ≥ 1x − 1tan2
− −−−−−−−−√ tan2 tan2

⇒ tan x ≤ −1 tan x ≥ یا1

4
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 با توجه به دایرة مثلثاتی مقابل حدود  بصورت زیر است.

 

4
π3

1

2
π

2
π3

4
π5

4
π7

14
π

در حالت کلی داریم:

x

≤ x ≤ ≤ x ≤ x ≠
π

4

3π

4
یا

5π

4

7π

4
و π

2
و

3π

2

2kπ + ≤ x ≤ 2kπ + 2kπ + ≤ x ≤ 2kπ + x ≠ kπ +
π

4

3π

4
یا

5π

4

7π

4
و π

2

نمودار هریک از توابع داده شده را رسم کرده و بیشترین و کمترین مقدار و دورة تناوب تابع را مشخص کنید.  . 14

(الف

(ب

الف) با رسم  و قرینه کردن قسمت هاي زیر محور طول ها نسبت به این محور خواهیم داشت: پاسخ:

π π2π-π-2

y

3

1

π-3
x

π π4

y= sin x

 

ب)  کافی است نمودار  را رسم کرده و سپس طول نقاط را در  ضرب کرده  و سپس نقاط با عرض منفی را نسبت به محور طول ها قرینه کنیم  تا به نمودار زیر

برسیم:

π-2 π-1/5 π-1 π-0/5 π0/5 π1 π1/5 π2

0/5

1
y= cos x2

x

y

y = | sin x|

y = | cos 2x|
y = sin x

⎧
⎩⎨
⎪
⎪

T = π

max = 1

min = 0

y = cos x
1

2
(cos 2x)| cos 2x|

x = 0, , π, , 2π, ⋯ → y = 1 ⇒ T =
π

2

3π

2

π

2

⎧
⎩⎨
⎪⎪⎪
⎪⎪⎪

T =
π

2

max = 1

min = 0

5
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( نمودار تابع  به صورت زیر است. حاصل  را به دست آورید. (  . 15

پاسخ:

f(x) = a + cos bxa + bb > 0

T = 2π b = 1 a = 3 a + b = 4

معادلۀ مثلثاتی زیر را حل کنید.  . 16

می دانیم پاسخ: : 

(x − ) + 2 cos( − x) = 3sin2 π

8

5π

8
sin( − α) = cos α

π

2

(x − ) + 2 cos( − x) = 3 ⇒ (x − ) + 2 sin( − ( − x)) − 3 = 0sin2 π

8

5π

8
sin2 π

8

π

2

5π

8

⇒ (x − ) + 2 sin( − + x) − 3 = 0sin2 π

8

π

2

5π

8

⇒ (x − ) + 2 sin(x − ) − 3 = 0 , sin(x − ) = tsin2 π

8

π

8

π

8

⇒ + 2t − 3 = 0 ⇒ t = 1 , t = −3t2

sin(x − ) = −3 , sin(x − ) = 1 ⇒ x − = 2kπ +
π

8
غ ق ق π

8

π

8

π

2

⇒ x = 2kπ + + ⇒ x = 2kπ +
π

2

π

8

5π

8

معادلات زیر را حل کنید.  . 17

پاسخ:

نکته: پاسخ:

  

به کمک رابطۀ فوق ظاهر معادله را تغییر می دهیم:

tan 2x = 3 tan x

tan 2x =
2 tan x

1 − xtan2

= 3 tan x
2 tan x

1 − xtan2

1) tan x = 0 = tan(0) ⇒ x = kπ (k ∈ Z)

6
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2) tan x ≠ 0 ⇒ = 3 ⇒ = 3
2 tan x

1 − xtan2
tan x

2

1 − xtan2

⇒ 3 − 3 x = 2 ⇒ 3 x − 1 = 0 ⇒ x =tan2 tan2 tan2 1

3

⇒ tan x = ± ⇒
3
−−√

3

⎧
⎩⎨
⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪

1) tan x = = tan( ) ⇒ x = kπ + (k ∈ Z)
3√

3

π

6

π

6

2) tan x = − = tan(− ) ⇒ x = kπ − (k ∈ Z)
3√

3

π

6

π

6

با مرتب کردن معادلۀ داده شده داریم: پاسخ:

 

 

 

x − x + 1 = tan xtan3 tan2

x − x − tan x + 1 = 0tan3 tan2 − →−−−
tan x=t

− − t + 1 = 0 ⇒ (t − 1) − (t − 1) = 0t3 t2 t2

⇒ (t − 1)( − 1) = 0 ⇒ (t + 1) = 0t2 (t − 1)2

⇒
⎧
⎩⎨

1) t = tan x = −1 = tan(− ) ⇒ x = kπ − (k ∈ Z)π

4

π

4

2) t = tan x = 1 = tan( ) ⇒ x = kπ + (k ∈ Z)π

4

π

4

با جاي گذاري  در معادله داریم: پاسخ:

 

امکان ندارد.  

 

x − 2 x − 3 = 0tan4 tan2

x = mtan2

− 2m − 3 = 0 ⇒ (m + 1)(m − 3) = 0 ⇒m2

1) m = x = −1 →tan2

2) m = x = 3 ⇒ tan x = ±tan2 3
−−√ ⇒

⎧
⎩⎨
⎪
⎪

tan x = = tan( ) ⇒ x = kπ + (k ∈ Z)3
−−√ π

3

π

3

tan x = − = tan( ) ⇒ x = kπ − (k ∈ Z)3
−−√ −π

3

π

3

نکته:    پاسخ:

طبق نکتۀ فوق معادله را ساده می کنیم:

 

 

 

 

 

cos 3x = 4 xcos2

cos 3x = 4 x − 3 cos xcos3

cos 3x = 4 x ⇒ 4 x − 3 cos x = 4 xcos2 cos3 cos2

⇒ 4 x − 4 x − 3 cos x = 0 ⇒ cos x(4 x − 4 cos x − 3) = 0cos3 cos2 cos2

⇒ 1) cos x = 0 = cos ⇒ x = kπ + (k ∈ Z)
π

2

π

2

2) 4 x − 4 cos x − 3 = 0 ⇒ = = 8cos2 ∆−−√ 16 + 48 = 64
− −−−−−−−−−−√

⇒ cos x =
⎧
⎩⎨
⎪
⎪

= →
4+8

8

3

2
نا ممکن است.

= ⇒ cos x = cos( ) ⇒ x = 2kπ ± (k ∈ Z)
4−8

8

−1

2

2π

3

2π

3

نکته:    ،  پاسخ:

طبق نکتۀ فوق معادله را تغییر شکل می دهیم:

sin 3x + 2 cos 2x = 2

sin 3x = 3 sin x − 4 xsin31 − cos 2x = 2 xsin2

7
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3 sin x − 4 x + 2 cos 2x = 2 ⇒ 3 sin x − 4 x = 2 − 2cos2x = 2(1 − cos 2x) (∗)sin3 sin3

⇒ 3 sin x − 4 x = 2 × 2 x ⇒ 4 x + 4 x − 3 sin x = 0sin3 sin2 sin3 sin2

⇒ sin x(4 x + 4 sin x − 3) = 0sin2

⇒ 1) sin x = 0 = sin(0) ⇒ x = kπ (k ∈ Z)

2) 4 x + 4 sin x − 3 = 0 ⇒ (2 sin x + 3)(2 sin x − 1) = 0 ⇒sin2

⎧
⎩⎨
⎪
⎪

sin x = →
−3

2
ناممکن است.

sin x =
1

2

⇒ sin x = = sin( ) ⇒ x =
1

2

π

6

⎧
⎩⎨
⎪
⎪

2kπ + (k ∈ Z)π

6

2kπ + (k ∈ Z)5π

6

اگر   و  باشد حاصل  و  را بیابید.      . 18

با توجه به فرض  از دو طرف تساوي تانژانت می گیریم: پاسخ:

  

با جایگذاري  داریم:

 

) را در عبارت  جاي گذاري می کنیم: پس نتیجه (

   

   

α + β =
π

4
tan α ⋅ tan β =

1

6
tan αtan β(0 ≤ α < β ≤ )

π

2
α + β =

π

4

tan(α + β) = tan( ) = 1 ⇒ = 1
π

4

tan α + tan β

1 − tan α ⋅ tan β

tan α ⋅ tan β =
1

6

= 1 ⇒ tan α + tan β =
tan α + tan β

1 − 1

6

5

6
⇒ tan β = − tan α (1)

5

6

1tan α tan β =
1

6

tan α( − tan α) =
5

6

1

6
m − =− →−−−−

tan α=m 5

6
m2 1

6
5m − 6 = 1 ⇒ 6 − 5m + 1 = 0 ⇒ m =−→−

×6

m2 m2 5 ± 1

12

⇒ m = tan α =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪

⇒ tan β =
1

3

1

2

⇒ tan β =
1

2

1

3

tan β > tan α− →−
β>α

⇒ tan β = , tan α =
1

2

1

3

اگر  و  باشد حاصل  را بیابید.    . 19

ابتدا زاویۀ  را برحسب  و  می نویسیم: پاسخ:

 

 

 

tan(α + β) = 3tan(α − β) = 2tan 2α

2αα + βα − β

2α = (α + β) + (α − β) tan 2α = tan((α + β) + (α − β))− →−−−−−−
tan.می گیریم

از طرفین

⇒ tan 2α =
tan(α + β) + tan(α − β)

1 − tan(α + β) tan(α − β)

⇒ tan 2α = = = −1
3 + 2

1 − 3 × (+2)

5

−5

اگر  و  باشد حاصل  را بیابید.  . 20

طبق فرض  داریم: پاسخ:

 

 

با باز کردن عبارت  داریم:

sin x ⋅ sin y =
3

4
tan x ⋅ tan y = 3tan(x − y)

tan x tan y = 3

⋅ = 3 ⇒ = 3
sin x

cos x

sin y

cos y

sin x sin y

cos x ⋅ cos y

= 3 ⇒ cos x cos y =− →−−−−−−−

sin x sin y=
3

4

طبق فرض
3

4

cos x cos y

1

4

cos(x − y)

8
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حال طبق رابطۀ  داریم:

   

cos(x − y) = cos x cos y + sin x sin y = + = 1
1

4

3

4

1 + α =tan2 1

αcos2

1 + (x − y) =tan2 1

(x − y)cos2
⇒ 1 + (x − y) = 1tan2 ⇒ tan(x − y) = 0

هریک از عبارات داده شده را برحسب  بنویسید.  . 21

پاسخ:

tan
x

2

نکته:   بنابراین: پاسخ:

  

1 + cos x

sin x ⎧
⎩⎨

1 + cos x = 2cos2 x

2

sin x = 2 sin cosx

2

x

2

= = =
1 + cos x

sin x

2cos2 x

2

2 sin cosx

2

x

2

cos x

2

sin x

2

1

tan x

2

می دانیم:   بنابراین: پاسخ:

 

1 + cos x

1 − cos x ⎧
⎩⎨
⎪
⎪

x =sin2 1−cos 2x

2

x =cos2 1+cos 2x

2

= = ( ) =
1 + cos x

1 − cos x

2 ( )cos2 x

2

2 ( )sin2 x

2

cot2 x

2

1

( )tan2 x

2

نکته:   بنابراین: پاسخ:

 

 

 

sin x

1 + sin x

= 1 + sin x(sin + cos )
x

2

x

2

2

= = =
sin x

1 + sin x

2 sin cosx

2

x

2

(sin + cos )x

2

x

2

2

2

(sin +cos )
x

2

x

2

2

sin cos
x

2

x

2

2

( )( )
sin +cos

x

2

x

2

sin
x

2

sin +cos
x

2

x

2

cos
x

2

= =
2

(1 + )(1 + tan )
1

tan
x

2

x

2

2

1 + tan + + 1x

2

1

tan
x

2

= =
2

2 + tan +x

2

1

tan
x

2

2 tan x

2

+ 2 tan + 1tan2 x

2

x

2

حدحد

حاصل حد مقابل را بیابید.  . 22

پاسخ:  با استفاده از دایرة مثلثاتی داریم: 

 حد چپ

lim
x→

5π

4

x − 1

sin x + 12
−−√

= = =lim
x→( )

5π

4

−

x − 1

sin x + 12
−−√

− 1
5π

4

(− + ε) + 12
−−√ 2√

2

− 1
5π

4

−1 + ε + 12
−−√

9
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-π
4( (5

π
4

5

+π
4( (5

2
2( (+-

2
2( (--

2
2-

 

توجه کنید که  عددي مثبت است.

⇒

= = = +∞
−1

5π

4

+ ε2√

− 1
5π

4

0
+

= = حد راست= lim
x→( )

5π

4

+
x−1

sin x+12√

−1
5π

4

(− −ε)+12√
2√

2

−1
5π

4

−1− ε+12√

= = = −∞
− 1

5π

4

− ε2
−−√

− 1
5π

4

0
−

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

 پس تابع در این نقطه حد ندارد

− 1
5π

4

حاصل   را بیابید.  . 23

با استفاده از تغییر متغیر داریم: پاسخ:

* با توجه به این نکته که وقتی   میل کند،  داریم:

lim
x→π

sin x

1 + cos x

x → π

x − π = t ⇒ { x = π + t

t → 0

= = ×lim
x→π

sin x

1 + cos x
lim
t→0

sin(π + t)

1 + cos(π + t)
lim
t→0

− sin t

1 − cos t

1 + cos t

1 + cos t

t → 0sint ∼ t

= = =lim
t→0

− sin t(1 + cos t)

1 − tcos2
lim
t→0

− sin t(1 + cos t)

tsin2
lim
t→0

−(1 + cos t)
sin t

= = = ⇒lim
t→0

−1 − cos t

× tsin t

t

lim
t→0

−1 − cos t

t

⎧
⎩⎨
⎪⎪⎪
⎪⎪⎪

= = +∞lim
x→0−

−1−cos t

t

−2

0−

= = −∞lim
x→0+

−1−cos t

t

−2

0+

⎫
⎭⎬
⎪⎪⎪
⎪⎪⎪ پس تابع در این نقطه حد ندارد

حاصل  را به ازاي مقادیر مختلف  به  دست آورید.  . 24

پاسخ:

با توجه به قاعده پرتوان داریم: 

 : قاعدة پرتوان 

 

lim
x→+∞

+ 3 − + 1xn x4 x2

2 − + 5xn x4
(n ∈ N) n

a + b + ⋯ x ±∞ axn xn−1 −→
∼

xn

lim
x→+∞

+ 3 − + 1xn x4 x2

2 − + 5xn x4
=

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

= −3− →−
n<4

lim
x→+∞

3x4

−x4

= = 4− →−
n=4

lim
x→+∞

+ 3x4 x4

2 −x4 x4
lim

x→+∞

4x4

x4

=− →−
n>4

lim
x→+∞

xn

2xn

1

2

در تابع  ،  را چنان بیابید که تابع فقط یک مجانب قائم داشته باشد.  . 25f(x) =
x + 2

+ mx + 6x2
m

10
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حالت   مخرج ریشۀ مضاعف داشته باشد. پاسخ:

فقط  مجانب قائم است.

فقط   مجانب قائم است.

حالت  : عبارت  از صورت و مخرج ساده شود، یعنی مخرج بر  بخش پذیر باشد.

فقط  مجانب قائم است.

−1

f(x) =
x + 2

+ mx + 6x2

+ mx + 6 = 0 ⇒ ∆ = 0 ⇒ − 24 = 0 ⇒ m = ±2x2 m2 6
−−√

m = 2 ⇒ f(x) = =6
−−√ x + 2

+ 2 x + 6x2 6
−−√

x + 2

(x + )6
−−√ 2

x = − 6
−−√

m = −2 ⇒ f(x) = =6
−−√ x + 2

− 2 x + 6x2 6
−−√

x + 2

(x − )6
−−√ 2

x = 6
−−√

2x + 2x + 2

x + 2 = 0 ⇒ x = −2 ⇒ + mx + 6 = 0 ⇒ 4 − 2m + 6 = 0 ⇒ m = 5x2

f(x) = = =
x + 2

+ 5x + 6x2

x + 2

(x + 2)(x + 3)

1

x + 3

x = −3

در تابع   ،  را چنان بیابید که تابع فقط یک مجانب قائم داشته باشد.  . 26

صورت کسر را تجزیه می کنیم:  پاسخ:

) مخرج ریشه مضاعف داشته باشد. حالت 

فقط  مجانب قائم است. (که در این حالت بعد از ساده کردن کسر، ریشۀ مخرج مضاعف نیست.)

فقط   مجانب قائم است.

) مخرج بر   بخش پذیر باشد حالت 

این حالت در بالا بررسی شده است.

f(x) =
+ 4x + 3x2

+ mx + 9x2
m

f(x) =
(x + 1)(x + 3)

+ mx + 9x2

1

+ mx + 9 = 0 ⇒ ∆ = 0 ⇒ − 36 = 0 ⇒ m = ±6x2 m2

m = 6 ⇒ f(x) = = =
(x + 1)(x + 3)

+ 6x + 9x2

(x + 1)(x + 3)

(x + 3)2

x + 1

x + 3

x = −3

m = −6 ⇒ f(x) = =
(x + 1)(x + 3)

− 6x + 9x2

(x + 1)(x + 3)

(x − 3)2

x = 3

2x + 3

x + 3 = 0 ⇒ x = −3 ⇒ + mx + 9 = 0 ⇒ 9 − 3m + 9 = 0 ⇒ m = 6x2

11
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) مخرج بر   بخش پذیر باشد. حالت 

فقط  مجانب قائم است.

3x + 1

x + 1 = 0 ⇒ x = −1 ⇒ + mx + 9 = 0 ⇒ 1 − m + 9 = 0 ⇒ m = 10x2

f(x) = = =
(x + 1)(x + 3)

+ 10x + 9x2

(x + 1)(x + 3)

(x + 1)(x + 9)

x + 3

x + 9

x = −9

تابع  در بازة  چند مجانب قائم دارد؟  . 27

پاسخ:

با توجه به این که هیچ کدام از مقادیر   و   و   و   صورت کسر یعنی   را صفر نمی کنند، پس همگی مجانب قائم هستند.

f(x) =
tan x

2 sin x − 1
[0, 2π]

f(x) = = =
tan x

2 sin x − 1

sin x
cos x

2 sin x − 1

sin x

cos x(2 sin x − 1)

cos x(2 sin x − 1) = 0 ⇒ cos x = 0 , sin x =
1

2

cos x = 0 ⇒ x = kπ + x = ,
π

2
− →−−
[0,2π] π

2

3π

2

sin x = = sin ⇒
1

2

π

6

⎧
⎩⎨
⎪⎪
⎪⎪

x = 2kπ + x =π

6
− →−−−−

0≤x≤2π
π

6

x = 2kπ + π − = 2kπ + x =π

6

5π

6
− →−−−−

0≤x≤2π 5π

6

x =
π

2
x =

3π

2
x =

π

6
x =

5π

6
sin x

، آنگاه حدود  را بیابید. اگر   . 28

با توجه به قاعدة پرتوان:  داریم: پاسخ:

 در کل باید  باشد.

(m − + + 2) = +∞lim
x→−∞

x3 (x − 1)3
x2m

a + b + ⋯ x ±∞ axn xn−1 −→
∼

xn

(m − + + 2) = (m − + 3 − 3x + 1 + + 2)lim
x→−∞

x3 (x − 1)3
x2 lim

x→−∞
x3 x3 x2 x2

= ((m − 1) + 4 − 3x + 3) = +∞lim
x→−∞

x3 x2

1 ) m = 1 ⇒ (4 − 3x + 3) = 4 = 4 = 4 (+∞) = حالت∞+ lim
x→−∞

x2 lim
x→−∞

x2 (−∞)2 قابل قبول

2 ) m ≠ 1 ⇒ ((m − 1) + 4 − 3x + 3) = (m − 1) = (m − حالت(1 lim
x→−∞

x3 x2 lim
x→−∞

x3 (−∞)3

⇒ (m − 1) (−∞) = +∞ ⇒ m − 1 < 0 ⇒ m < 1
m ≤ 1

، آنگاه حدود  را بیابید. اگر   . 29

با توجه به قاعدة پرتوان:  داریم: پاسخ:

( + m − 4 + 2) = +∞lim
x→−∞

(x + 1)3
x3 x2m

a + b + ⋯ x ±∞ axn xn−1 −→
∼

xn

12
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( + 3 + 3x + 1 + m − 4 + 2) = ((m + 1) − + 3x + 3) = +∞lim
x→−∞

x3 x2 x3 x2 lim
x→−∞

x3 x2

1 ) m = −1 ⇒ (− + 3x + 3) = (− حالت( lim
x→−∞

x2 lim
x→−∞

x2

= − = − (+∞) = −∞(−∞)2 غیر قابل قبول

2 ) m ≠ −1 ⇒ ((m + 1) − + 3x + 3) = (m + حالت(1 lim
x→−∞

x3 x2 lim
x→−∞

x3

⇒ (m + 1) = (m + 1) (−∞) = +∞ ⇒ m + 1 < 0 ⇒ m < −1(−∞)3

، آنگاه حدود  را بیابید. اگر   . 30

پاسخ:

در کل باید  باشد.

(m + − 7x) = +∞lim
x→−∞

x2 (x + 2)2m

m + + 4x + 4 − 7x = ((m + 1) − 3x + 4) = +∞lim
x→−∞

x2 x2 lim
x→−∞

x2

1 ) m = −1 ⇒ (−3x + 4) = (−3x) = −3 (−∞) = حالت∞+ lim
x→−∞

lim
x→−∞

قابل قبول است.

2 ) m ≠ −1 ⇒ ((m + 1) − 3x + 4) = (m + 1) = (m + حالت(1 lim
x→−∞

x2 lim
x→−∞

x2 (−∞)2

⇒ (m + 1) (+∞) = +∞ ⇒ m + 1 > 0 ⇒ m > −1

m ≥ −1

، آنگاه  و  را بیابید.  اگر   . 31

با توجه به قاعدة پرتوان:  داریم: پاسخ:

= −2lim
x→±∞

2 + m + − 1xn x3 x2

4 + − 3x3 x2
mn(n ∈ N)

a + b + ⋯ x ±∞ axn xn−1 −→
∼

xn

= −2lim
x→±∞

2 + m + − 1xn x3 x2

4 + − 3x3 x2

1 ) n < 3 ⇒ = = −2 ⇒ m = −8 ⇒ n < 3 , m = حالت8− lim
x→±∞

mx3

4x3

m

4
جواب

2 ) n = 3 ⇒ = = = حالت2− lim
x→±∞

2 + mx3 x3

4x3
lim

x→±∞

(2 + m) x3

4x3

2 + m

4

⇒ 2 + m = −8 ⇒ m = −10 ⇒ n = 3 , m = −10 جواب

3 ) n > 3 ⇒ = ±∞ حالت→ lim
x→±∞

2xn

4x3
غیرقابل قبول

حاصل  را بیابید. ( نماد جزء صحیح است.)  . 32

، حال باید ببینیم  چگونه به  میل می کند. براي این کار  برابر مخرج را در صورت ایجاد می کنیم. می دانیم  پاسخ:

[ ]lim
x→±∞

−2x + 1

x − 2
[ ]

= −2lim
x→±∞

−2x + 1

x − 2

−2x + 1

x − 2
−2−2

[ ] = [ ] = [ + ]lim
x→±∞

−2x + 1

x − 2
lim

x→±∞

−2x + 4 − 3

x − 2
lim

x→±∞

−2 (x − 2)

x − 2

−3

x − 2

= [−2 + ]lim
x→±∞

−3

x − 2

13
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=

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪

[−2 + ] = [−2 + ] = [−2 + ] = [−2 − ε] = −3lim
x→+∞

−3

x − 2

−3

+∞
0

−

[−2 + ] = [−2 + ] = [−2 + ] = [−2 + ε] = −2lim
x→−∞

−3

x − 2

−3

−∞
0

+

حاصل حدهاي زیر را بیابید. ( نماد جزء صحیح است.)  . 33

پاسخ: 

[ ]

، حال باید ببینیم کسر  چگونه به  میل می کند، براي این کار  برابر مخرج را در صورت ایجاد می کنیم. می دانیم  پاسخ:

[ ]lim
x→+∞

3x + 1

x + 2

= 3lim
x→+∞

3x + 1

x + 2

3x + 1

x + 2
33

[ ] = [ ] = [ − ] = [3 − ]lim
x→+∞

3x + 1

x + 2
lim

x→+∞

3x + 6 − 5

x + 2
lim

x→+∞

3 (x + 2)

x + 2

5

x + 2
lim

x→+∞

5

x + 2

= [3 − ] = [3 − ] = [3 − ε] = 2
5

+∞
0

+

حاصل عبارت زیر را به دست آورید.

، حال باید ببینیم کسر  چگونه به یک میل می کند، براي این کار مخرج را در صورت ایجاد می کنیم. می دانیم  پاسخ:

[ ]lim
x→−∞

x + 2

x − 1

= 1lim
x→−∞

x + 2

x − 1

x + 2

x − 1

[ ] = [ ] = [ + ] = [1 + ]lim
x→−∞

x + 2

x − 1
lim

x→−∞

x − 1 + 3

x − 1
lim

x→−∞

x − 1

x − 1

3

x − 1
lim

x→−∞

3

x − 1

= [1 + ] = [1 + ] = [1 − ε] = 0
3

−∞
0

−

به دست را  تابع  ضابطه  نقطه  بگذرد،  از  تابع  این  اگر  است.  نقطه   آن،  مجانب هاي  تقاطع  محل   ، کنید   فرض   . 34

آورید.

پاسخ:

f(x) =
ax + b

cx + d
(2, 1)(−1, 0)

cx + d = 0 ⇒ d = −2c (−1, 0) ⇒ = 0 ⇒ a = b
−a + b

−c + d

= 1 ⇒ a = c f(x) =lim
x→+∞

ax

cx

x + 1

x − 2

مشتقمشتقمشتقمشتق

مشتق تابع  در نقطۀ  را با استفاده از تعریف بیابید.  . 35

:پاسخ

:با استفاده از تغییر متغیر مقابل داریم

f(x) = sin xx =
π

6

f(x) = sin x, f( ) =
π

6

1

2

( ) = = =f ′ π

6
lim

x→
π

6

f(x) − f( )π

6

x − π

6

lim
x→

π

6

sin x − sin π

6

x − π

6

lim
x→

π

6

sin x −
1

2

x − π

6

14
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x − = t ⇒ x = + t, t → 0
π

6

π

6

( ) = =f ′ π

6
lim
t→0

sin( + t) −π

6

1

2

t
lim
t→0

sin cos t + cos sin t −π

6

π

6

1

2

t

= =lim
t→0

cos t − + sin t
1

2

1

2

3√
2

t
lim
t→0

− (1 − cost) + sin t
1

2

3√
2

t

= = +lim
t→0

− × 2 ( ) + sin t
1

2
sin2 t

2

3√
2

t
lim
t→0

−( × )
sin

t

2

t

2

t

2

2

t

3
−−√

2
lim
t→0

sin t

t

= + × 1 = (− t) + = 0 + =lim
t→0

− 1

4
t2

t

3
−−√

2
lim
t→0

1

4

3
−−√

2

3
−−√

2

3
−−√

2

مشتق تابع  در نقطۀ  را با استفاده از تعریف مشتق بیابید.  . 36

پاسخ:

 با استفاده از تغییر متغیر مقابل داریم:

f(x) = cos xx =
π

6

f(x) = cos x

( ) = = =f ′ π

6
lim

x→
π

6

f(x) − f( )π

6

x − π

6

lim
x→

π

6

cos x − cos π

6

x − π

6

lim
x→

π

6

cos x −
3√

2

x − π

6

x − = t ⇒ x = + t, t → 0
π

6

π

6

( ) = =f ′ π

6
lim
t→0

cos( + t) −π

6

3√
2

t
lim
t→0

cos cos t − sin sin t −π

6

π

6

3√
2

t

= =lim
t→0

cost − sin t −
3√

2

1

2

3√
2

t
lim
t→0

− (1 − cos t) − sin t
3√

2

1

2

t

= + = −lim
t→0

− × 2 ( )
3√

2
sin2 t

2

t
lim
t→0

− sin t
1

2

t
lim
t→0

− 3
−−√ ( × )

sin
t

2

t

2

t

2

2

t

1

2
lim
t→0

sin t

t

= − × 1 = (− t) − = 0 − = −lim
t→0

− ×3
−−√ 1

4
t2

t

1

2
lim
t→0

3
−−√

4

1

2

1

2

1

2

مشتق پذیري تابع  را در  بررسی کنید.  . 37

پاسخ:

f(x) = 1 − 1 − x2
− −−−−−√− −−−−−−−−−√x = 0

f(x) = , f(0) = 01 − 1 − x2
− −−−−−√

− −−−−−−−−−−
√

(0) = = ×f ′ lim
x→0

f(x) − f(0)

x − 0
lim
x→0

1 − 1 − x2
− −−−−−√

− −−−−−−−−−−
√

x

1 + 1 − x2
− −−−−−√

− −−−−−−−−−−
√

1 + 1 − x2
− −−−−−√

− −−−−−−−−−−
√

= =lim
x→0

1 − 1 + x2
− −−−−−−−−√

x 1 + 1 − x2
− −−−−−√

− −−−−−−−−−−
√

lim
x→0

|x|

x 1 + 1 − x2
− −−−−−√

− −−−−−−−−−−
√

(0) = = =f ′
− lim

x→0−

−x

x 1 + 1 − x2
− −−−−−√

− −−−−−−−−−−
√

lim
x→0−

−1

1 + 1 − x2
− −−−−−√

− −−−−−−−−−−
√

−1

2
−−√

15
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 تابع در  مشتق ناپذیر است.

(0) = = =f ′
+ lim

x→0+

x

x 1 + 1 − x2
− −−−−−√

− −−−−−−−−−−√
lim

x→0+

1

1 + 1 − x2
− −−−−−√

− −−−−−−−−−−√
1

2
−−√

x = 0

نمودار توابع  و  را در شکل مقابل در نظر بگیرید.  . 38

،  و   الف) اگر  مطلوب است 

،  و  ب) اگر  مطلوب است، 

پاسخ:

 الف)  توابع  و  توابع خطی هستند و باید ضابطۀ آنها را بیابیم. براي تابع  باید خط گذرنده از نقاط  و  و همچنین خط

گذرنده از نقاط  و  را بیابیم.

 براي یافتن تابع  باید خط گذرنده از نقاط  و  را بیابیم.

fg

h(x) = f(x) ⋅ g(x)(1)h ′(2)h ′(3)h ′

k(x) =
f(x)

g(x)
(1)k′(2)k′(3)k′

fgf(0, 0)(2, 4)

(2, 4)(4, 0)

(0, 0), (2, 4) ⇒ m = = 2 ⇒ y − 0 = 2(x − 0) ⇒ y = 2x
4 − 0

2 − 0

(2, 4), (4, 0) ⇒ m = = −2 ⇒ y − 0 = −2(x − 4) ⇒ y = −2x + 8
4 − 0

2 − 4

f(x) = { 2x

−2x + 8

0 ≤ x ≤ 2

2 < x ≤ 4

g(0, 4)(4, 0)

(0, 4), (4, 0) ⇒ m = = −1 ⇒ y − 0 = −1(x − 4) ⇒ y = −x + 4 ⇒ g(x) = −x + 4
4 − 0

0 − 4

h(x) = f(x) ⋅ g(x) ⇒ (x) = (x) ⋅ g(x) + (x) ⋅ f(x)h′ f ′ g ′

f(1) = 2 , 0 < x < 2 ⇒ f(x) = 2x ⇒ (x) = 2 ⇒ (1) = 2f ′ f ′

g(1) = 3 , g(x) = −x + 4 ⇒ (x) = −1 ⇒ (1) = −1g ′ g ′

16
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 تابع  در  مشتق ناپذیر است زیرا:

 چون  موجود نیست بنابراین  نیز وجود ندارد.

ب)

 چون  موجود نیست پس  هم وجود ندارد.

(1) = (1) ⋅ g(1) + (1) ⋅ f(1) = 2 × 3 + (−1) × 2 = 6 − 2 = 4h′ f ′ g ′

fx = 2

(2) = = = = 2f ′
− lim

x→2−

f(x) − f(2)

x − 2
lim

x→2−

2x − 4

x − 2
lim

x→2−

2(x − 2)

x − 2

(2) = = = = −2f ′
+ lim

x→2+

f(x) − f(2)

x − 2
lim

x→2+

−2x + 8 − 4

x − 2
lim

x→2+

−2(x − 2)

x − 2

(2)f ′(2)h′

f(3) = 2 , (3) = −2 , g(3) = 1 , (3) = −1f ′ g ′

(3) = (3) ⋅ g(3) + (3) ⋅ f(3) = −2 × 1 + (−1) × 2 = −4h′ f ′ g ′

k(x) = ⇒ (x) =
f(x)

g(x)
k′ (x)g(x) − (x) ⋅ f(x)f ′ g ′

(x)g 2

(1) =k′ (1)g(1) − (1)f(1)f ′ g ′

(1)g 2

(1) = = =k′ 2 × 3 − (−1) × 2

32

6 + 2

9

8

9

(2)f ′(2)k′

(3) = = = = 0k′ (3)g(3) − (3)f(3)f ′ g ′

(3)g 2

(−2) × 1 − (−1) × 2

12

−2 + 2

1

اگر  مشتق  در  کدام است؟  . 39

 (                                                         (

 (                                                              (

« گزینۀ « پاسخ:

         

4f(a) = (a) = 2f ′(x) +f 2 1

f(x)
x = a

1−42−6

3446

2

4f(a) = 2 ⇒ f(a) = = , (a) = 2
2

4

1

2
f ′

( (x) +f 2 1

f(x)
)′ = 2f(x) (x)f ′ −

(x)f ′

(x)f 2
2f(a) (a)=x=a

f ′ −
(a)f ′

(a)f 2
= 2 ×

1

2
×2 −

2

(
1

2
)2

= 2 − 8 = −6

نقاطی از منحنی  را بیابید که مماس بر منحنی در آن نقاط بر خط  عمود باشد.  . 40

پاسخ:

y =
2x + 3

1 − x
y + 5x = 8

y + 5x = 8 ⇒ y = −5x + 8 ⇒ شیب = −5

⇒ شیب خط عمود = ⇒
1

5
شیب خط مماس بر منحنی داده شده =

1

5

y = ⇒ = =
2x + 3

1 − x
y ′ 2(1 − x) − (−1)(2x + 3)

(1 − x)2

2 − 2x + 2x + 3

(1 − x)2

17
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= = ⇒ = 25 ⇒ 1 − x = ±5 ⇒ {y ′ 5

(1 − x)2

1

5
(1 − x)2 x = −4

x = 6

x = −4 ⇒ y = = = −1 ⇒ A(−4, −1)
2(−4) + 3

1 − (−4)

−5

5

x = 6 ⇒ y = = = −3 ⇒ B(6, −3)
2 × 6 + 3

1 − 6

15

−5

، آنگاه  را بیابید. .  اگر  تابعی مشتق پذیر بوده و  و  41

پاسخ:

fg(x) = + 1x3(fog)(x) = + 2x2(0)f ′

g(x) = + 1 ⇒ (x) = 3x3 g ′ x2

(fog)(x) = + 2 (fog (x) = 2x ⇒ (x) ⋅ (g(x)) = 2xx2 − →−
مشتق

)′ g ′ f ′

3 × ( + 1) = 2x 3 (0) = −2 ⇒ (0) = −x2 f ′ x3 − →−−
x=−1

f ′ f ′ 2

3

در تابع  حاصل  را بیابید.  . 42

پاسخ:

f(x) =
x2

x + 1
(1)f ′′

f(x) = ⇒ (x) = =
x2

x + 1
f ′ 2x(x + 1) − x2

(x + 1)2

+ 2xx2

(x + 1)2

(x) = =f ′′ (2x + 2) − 2(x + 1)( + 2x)(x + 1)2
x2

(x + 1)4

(x + 1)((2x + 2)(x + 1) − 2( + 2x))x2

(x + 1)4

(x) = ⇒ (1) = = =f ′′ (2x + 2)(x + 1) − 2( + 2x)x2

(x + 1)3
f ′′ 4 × 2 − 2 × 3

2
3

2

8

1

4

مشتق پذیري تابع  در نقطۀ  را بررسی کنید.  . 43

پاسخ:

 تابع در  مشتق ناپذیر است.

f(x) = |x + 2|
− −−−−−√x = −2

f(x) = , f(−2) = 0|x + 2|
− −−−−−√

(−2) = = ×f ′ lim
x→−2

f(x) − f(−2)

x − (−2)
lim

x→−2

− 0|x + 2|
− −−−−−√

x + 2

|x + 2|
− −−−−−√
|x + 2|
− −−−−−√

= lim
x→−2

|x + 2|

(x + 2) |x + 2|
− −−−−−√

(−2) = = = = −∞f ′
− lim

x→(−2)−

−(x + 2)

(x + 2) |x + 2|
− −−−−−√

lim
x→(−2)−

−1

|x + 2|
− −−−−−√

−1

0
+

(−2) = = = = +∞f ′
+ lim

x→(−2)+

x + 2

(x + 2) |x + 2|
− −−−−−√

lim
x→(−2)+

1

|x + 2|
− −−−−−√

1

0
+

x = −2

مشتق پذیري تابع  در نقطۀ  را بررسی کنید.  . 44

پاسخ:

f(x) = { [x] sin|x|

(|x| + [x])x2

x < 0

x ≥ 0
x = 0

f(x) = { f(0) = 0
[x] sin|x|

(|x| + [x])x2

x < 0

x ≥ 0

(0) = = =f ′
− lim

x→0−

f(x) − f(0)

x − 0
lim

x→0−

[x] sin|x| − 0

x
lim

x→0−

[x] sin(−x)
x

= = − [x] × 1 = − [ ] = −(−1) = 1lim
x→0−

− [x] sin x

x
lim

x→0−
0

−

(0) = =f ′
+ lim

x→0+

f(x) − f(0)

x − 0
lim

x→0+

(|x| + [x]) − 0x2

x

= x(|x| + [x]) = 0lim
x→0+

18
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xتابع در  مشتق ناپذیر است. = 0

مشتق پذیري تابع  در نقطۀ  را بررسی کنید.  . 45

پاسخ:

 

 

 

 

 

  

تابع در  مشتق ناپذیر است.

f(x) = sin x |cos x|x =
π

2

f(x) = sin x |cos x| , f( ) = 0
π

2

( ) = = =f
′ π

2
lim

x→
π

2

f(x) − f( )π

2

x − π

2

lim
x→

π

2

sin x |cos x| − 0

x − π

2

lim
x→

π

2

sin x |cos x|

x − π

2

x − = t ⇒ x = + t , t → 0
π

2

π

2

( ) = =f
′ π

2
lim
t→0

sin( + t) cos( + t)π

2

∣
∣

π

2

∣
∣

t
lim
t→0

cos t |sin t|
t

( ) = = = − cos t ×f
′
−

π

2
lim

t→0−

cos t| sin t|
t

lim
t→0−

cos t(− sin t)
t

lim
t→0−

sin t

t

= − cos t × 1 = −1lim
t→0−

( ) = = cos t × = cos t × 1 = 1f
′
+

π

2
lim

t→0+

cos t| sin t|
t

lim
t→0+

sin t

t
lim

t→0+

x =
π

2

کاربرد مشتقکاربرد مشتقکاربرد مشتقکاربرد مشتق

نقاط بحرانی تابع   را بیابید.  . 46

تابع  در کل   پیوسته است. پاسخ:

 بحرانی است زیرا مشتق ناپذیر است.

 بحرانی است   قابل قبول   

بحرانی است   قابل قبول  

تابع سه نقطۀ بحرانی  دارد.

f(x) = 2 − |x|x2

fR
f(x) = 2 − |x|x2

f(x) = { ⇒ (x) = {2 − x x ≥ 0x2

2 + x x < 0x2
f ′ 4x − 1

4x + 1

x > 0

x < 0

(0) = 4 × 0 + 1 = 1 , (0) = 4 × 0 − 1 = −1 ⇒ (0) ≠ (0)f ′
− f ′

+ f ′
− f ′

+

x = 0

⇒x > 0 ⇒ (x) = 4x − 1 = 0 ⇒ x =f ′ 1

4

⇒x < 0 ⇒ (x) = 4x + 1 = 0 ⇒ x = −f ′ 1

4

x = − , x = , x = 0
1

4

1

4

مقادیر ماکزیمم و مینیمم مطلق تابع  را در بازة  بیابید.  . 47

پاسخ:

   

 حال باید مشتقات چپ و راست را در نقطۀ  به دست آوریم.

f(x) = + |x + 1|x2[−2, 2]

f(x) = + |x + 1|x2 = { + x + 1x2

− x − 1x2

x ≥ −1

x < −1
⇒ (x)f ′ = { 2x + 1

2x − 1

x > −1

x < −1

x = −1

(−1) = −1f
′
+

(−1) = −3f ′
−

19
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 بنابراین در نقطۀ  مشتق پذیر نیست از طرفی ریشۀ  نقطۀ  و نقاط بحرانی تابع اند با بررسی مقدار تابع در این نقاط و نقاط ابتدایی و انتهایی بازه به سادگی مینیمم مطلق

مشخص می شود.

 

 

 

  

x = −1f ′x = −
1

2

f(−1) = 1 → مینیمم مطلق

f(− )
1

2
= + =

1

4

1

2

3

4

f(−2) = 4 + 1 = 5

f(2) = 4 + 3 = 7 → ماکزیمم مطلق

یک مستطیل در یک نیم دایره محاط شده است. اگر شعاع دایره،  سانتی متر باشد، طول و عرض مستطیل را طوري به  دست آورید که مساحت آن  . 48

بیشترین مقدار ممکن باشد.

پاسخ:

O x
2

x

yR= 4

 

 مقدار ماکزیمم مساحت , 

، مساحت مستطیل بیشترین مقدار ممکن را دارد. پس داریم:  به ازاي 

4

( + = ⇒ + = 16
x

2
)2 y 2 4

2 x2

4
y 2

= 16 − = ⇒ y =y 2 x2

4

64 − x2

4

1

2
64 − x2
− −−−−−−√

S = xy = x × ⇒ S(x) =
1

2
64 − x2
− −−−−−−√ 1

2
64 −x2 x4
− −−−−−−−−√

≥ 0 ⇒ 16 − ≥ 0 ⇒ ≤ 16 ⇒ ≤ 64 ⇒ −8 ≤ x ≤ 8 (1)y 2 x2

4

x2

4
x2

x ≥ 0 0 ≤ x ≤ 8 ⇒ S(x) = = [0, 8]−→−
(1) 1

2
64 −x2 x4
− −−−−−−−−√ دامنه

(x) = × = 0 ⇒ 128x − 4 = 0 ⇒ 4x(32 − ) = 0S ′ 1

2

128x − 4x3

2 64 −x2 x4
− −−−−−−−−√

x3 x2

⇒ x = 0 , x = ±4 2
−−√

x = 0 ⇒ S(0) = 0 , x = 4 ⇒ S(4 ) = = 162
−−√ 2

−−√ 1

2
64 × 32 − 256 × 4
− −−−−−−−−−−−−−−√

= 16x = 8 ⇒ S(8) = 0

x = 4 2
−−√

x = 4 ⇒ y = = = = × 4 = 22
−−√ 1

2
64 − x2
− −−−−−−√ 1

2
64 − 32
− −−−−−−√ 1

2
32
−−√ 1

2
2
−−√ 2

−−√

ورق فلزي مربع شکل به طول ضلع یک متر را در نظر بگیرید. می خواهیم از چهار گوشۀ آن مربع هاي کوچکی به ضلع  برش بزنیم و آنها را کنار  . 49

بگذاریم. سپس لبۀ جعبه را به اندازة  برمی گردانیم تا یک جعبۀ در باز ساخته شود. مقدار  چقدر باشد تا حجم جعبه حداکثر مقدار ممکن گردد؟

x

xx

20
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پاسخ:

 

x
xx x1-2

x1-2

x1-2

x1-2

x

x

x

xx

  

 

→ = ×Vجعبه مساحت قاعده ارتفاع

V = (1 − 2x ⋅ x)2 = (1 + 4 − 4x)xx2 = 4 − 4 + xx3 x2

12 − 8x + 1 = 0− →−−−−
مشتق0=

x2 − →−−−−−−−−−−−−
∆= −4ac=64−48=16b2

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪

x = =
8 + 4

24

1

2
غ ق ق

x = =
8 − 4

24

1

6

y +
- 2

- -

- 2 2 2

بازه هایی که تابع  بر آنها صعودي یا نزولی است را تعیین کنید.  . 50

، مشتق اول آن را تعیین علامت می کنیم. براي تعیین صعودي یا نزولی بودن تابع  پاسخ:

 

 

تابع در بازة  صعودي است و در بازه هاي  و  نزولی است.

y = x 4 − x2
− −−−−−√

f(x)

y = x 4 − x2
− −−−−−√

4 − ≥ 0 → ≤ 4 → |x| ≤ 2 → −2 ≤ x ≤ 2 → D = [−2, 2]x2 x2

= + × xy ′ 4 − x2
− −−−−−√ −2x

2 4 − x2
− −−−−−√

→ = = 0 → 2 = 4 → = 2 → x = ±y ′
4 − −x2 x2

4 − x2
− −−−−−√

x2 x2 2
−−√

[− , ]2
−−√ 2

−−√[−2, − ]2
−−√[ , 2]2

−−√

نقاط بحرانی و نقاط اکسترمم نسبی تابع زیر را تعیین کنید.  . 51

پاسخ:

تابع در  پیوسته است.

 مشتق ناپذیر 

نقاط بحرانی عبارتند از: 

f(x) = { + 3 x ≤ 0x3 x2

− 6x x > 0x2

f(0) = 0 , حد چپ = ( + 3 ) = 0 ,lim
x→0−

x3 x2 حد راست = ( − x) = 0lim
x→0+

x2

x = 0

(x) = {f ′ 3 + 6x x < 0 ⇒ 3 + 6x = 0 ⇒ 3x(x + 2) = 0 ⇒ x = 0 , x = −2x2 x2

2x − 6 x > 0 ⇒ 2x − 6 = 0 ⇒ x = 3

x = 0(0) = 0 , (0) = 0 − 6 = −6 ⇒ (0) ≠ (0) ⇒f ′
− f ′

+ f ′
− f ′

+

x = 3 , x = −2 , x = 0

21
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نقطۀ  ماکزیمم نسبی و نقطۀ  مینیمم نسبی است.

x

(x)f ′
−∞

+
↗

−2

0 −
↘

0

−
↘

3

0 +
↗

+∞

x = −2 ⇒ f(−2) = −8 + 12 = 4 , x = 3 ⇒ f(3) = 9 − 18 = −9

(−2, 4)(3, −9)

 

.  نمودار تابع با ضابطۀ  به صورت شکل مقابل رسم شده است. مقادیر  و 52

 را بیابید. 

پاسخ:         

f(x) = + b + dx3 x2b

d

(2) = 0 → (x) = 3 + 2bx → b = −3f ′ f ′ x2

f(2) = 1 → 8 + (−12) + d = 1 → d = 5

جاهاي خالی را با عدد یا کلمه مناسب کامل کنید.  . 53

پاسخ:

دوره تناوب تابع  برابر .................. است.

پاسخ:

y = 7 sin( x) + 2
−π

2
4

، آنگاه نمودار  در این بازه تقعر رو به .................. دارد. ؛  اگر براي هر  در بازه 

بالا پاسخ:

xI(x) > 0f ′′f(x)

در تابع  جهت تقعر و نقطه ي عطف را در صورت وجود پیدا کنید.  . 54

، باید مشتق دوم آن را تعیین علامت کنیم. براي تعیین جهت تقعر و نقطه ي عطف تابع  پاسخ:

y

y

∞- ∞+
- +

- 3

 

نقطه ي  نقطه ي عطف نمودار تابع است.

f(x) = + 9 + 1x3 x2

f(x)

f(x) = + 9 + 1 → (x) = 3 + 18xx3 x2 f ′ x2

→ (x) = 6x + 18 = 0 → x = −3f ′′

I = (−3, 1)

نقاط عطف تابع  را در صورت وجود بیابید.  . 55

تابع  روي  پیوسته و مشتق پذیر است. پاسخ:

f(x) =
x2

+ 12x2

fR

f(x) =
x2

+ 12x2

22
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علامت  فقط به صورت آن بستگی دارد زیرا مخرج آن عبارتی همواره مثبت است.

نقاط  نقاط عطف تابع هستند.

(x) = =f ′ 2x( + 12) − 2x ×x2 x2

( + 12)x2 2

24x

( + 12)x2 2

(x) = =f ′′ 24 − 2 × 2x × 24x( + 12)x2 2
( + 12)x2 2

( + 12)x2 4

( + 12)(24 + 24 × 12 − 4x × 24x)x2 x2

( + 12)x2 4

(x) = = =f ′′ 24 + 288 − 96x2 x2

( + 12)x2 3

288 − 72x2

( + 12)x2 3

72(4 − )x2

( + 12)x2 3

f ′′

4 − = 0 ⇒ x = ±2x2

x

(x) =f ′′ 72(4− )x2

( +12)x2 3

−∞

−

⌢

−2

0 +

⌣

2

0 −

⌢

+∞

x = ±2

نقاط عطف تابع  را بیابید.  . 56

تابع  در کل  پیوسته است. پاسخ:

عطف  فقط به صورت آن بستگی دارد زیرا مخرج عبارتی همواره مثبت است.

نقاط   و  نقاط عطف تابع هستند.

f(x) =
x3

+ 1x2

fR

f(x) = ⇒ (x) = =
x3

+ 1x2
f ′ 3 ( + 1) − 2x ×x2 x2 x3

( + 1)x2 2

+ 3x4 x2

( + 1)x2 2

(x) =f ′′ (4 + 6x) − 2 × 2x( + 1)( + 3 )x3 ( + 1)x2 2
x2 x4 x2

( + 1)x2 4

(x) = =f ′′
( + 1) ((4 + 6x)( + 1) − 4x( + 3 ))x2 x3 x2 x4 x2

( + 1)x2 4

4 + 4 + 6 + 6x − 4 − 12x5 x3 x3 x5 x3

( + 1)x2 3

(x) = = 0 ⇒ 2x(3 − ) = 0 ⇒ x = 0 , x = ±f ′′ 6x − 2x3

( + 1)x2 3
x2 3

−−√
f ′′

x

(x) =f ′′ 6x−2x3

( +1)x2 3

−∞

+

⌣

− 3
−−√

0 −

⌢

0

0 +

⌣

3
−−√

0 −

⌢

+∞

x = 0x = ± 3
−−√

،  را چنان بیابید که نقطۀ  نقطۀ عطف تابع باشد. در تابع  مقادیر   . 57

پاسخ:

  نقطۀ عطف  

f(x) =
ax + b

+ 1x2
abA(1, 3)

A(1, 3)f(x) =
ax + b

+ 1x2

23
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f(1) = 3 ⇒ = 3 ⇒ a + b = 6
a + b

2

(x) = = =f ′ a( + 1) − 2x(ax + b)x2

( + 1)x2 2

a + a − 2a − 2bxx2 x2

( + 1)x2 2

−a − 2bx + ax2

( + 1)x2 2

(x) =f ′′ (−2ax − 2b) − 2 × 2x( + 1)(−a − 2bx + a)( + 1)x2 2
x2 x2

( + 1)x2 4

(x) =f ′′
( + 1) ((−2ax − 2b)( + 1) − 4x(−a − 2bx + a))x2 x2 x2

( + 1)x2 4

(x) = ⇒ (1) = 0f ′′ (−2ax − 2b)( + 1) − 4x(−a − 2bx + a)x2 x2

( + 1)x2
3

f ′′

⇒ (−2a − 2b) × 2 − 4(−a − 2b + a) = 0 ⇒ −4a − 4b + 8b = 0

⇒ −4a + 4b = 0 ⇒ b = a ⇒ a + b = 6 ⇒ 2a = 6 ⇒ a = b = 3

تابع  مفروض است.   را چنان تعیین کنید که نقطۀ  مرکز تقارن تابع بوده و خط مماس بر منحنی در  . 58

نقطۀ عطف عمود بر خط  باشد.

در تابع درجۀ سوم مرکز تقارن همان نقطۀ عطف تابع است. پاسخ:

f(x) = a + b + cx3 x2c, b, aA(1, −1)

x + 3y = 7

(1)f(x) = a + b + cx3 x2 نقطۀ عطف A(1, −1) ⇒ f(1) = −1 ⇒ a + b + c = −1

(x) = 3a + 2bx ⇒ (x) = 6ax + 2b ⇒ (1) = 0 ⇒ 6a + 2b = 0 ⇒ b = −3a (2)f ′ x2 f ′′ f ′′

x + 3y = 7 ⇒ 3y = −x + 7 ⇒ y = − x + ⇒
1

3

7

3
شیب = −

1

3

= 3 ⇒ (1) = 3 ⇒ 3a + 2b = 3 (3)⇒ شیب مماس در عطف f ′

(2) , (3) ⇒ 3a + 2(−3a) = 3 ⇒ 3a − 6a = 3 ⇒ a = −1 ⇒ b = 3

(1) ⇒ −1 + 3 + c = −1 ⇒ c = −3

تابع  مفروض است.  و  را چنان بیابید که این تابع هموگرافیک شود و مرکز تقارنش روي نیمساز ربع اول باشد.  . 59

پاسخ:

y = mx + n +
− 1x2

x + 2
mn

y = mx + n + =
− 1x2

x + 2

(x + 2)(mx + n) + − 1x2

x + 2

24
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   مرکز تقارن

y = =
m + nx + 2mx + 2n + − 1x2 x2

x + 2

(m + 1) + (n + 2m)x + 2n − 1x2

x + 2

m + 1 = 0 ⇒ m = −1 ⇒ y =
(n − 2)x + 2n − 1

x + 2

x + 2 = 0 ⇒ x = −2 , y = = n − 2
n − 2

1

= (−2, n − 2) , y = x ⇒ n − 2 = −2 ⇒ n = 0

. محل تقاطع مجانب هاي آن نقطۀ  است. اگر این تابع از نقطۀ  بگذرد، ضابطۀ تابع را به  دست آورید. فرض کنید   . 60

پاسخ:

 طول نقطۀ تقاطع مجانب ها برابر با مجانب قائم و عرض این نقطه برابر با مجانب افقی است. پس داریم:

: مجانب قائم      نقطۀ تقاطع مجانب ها  :مجانب افقی     

f(x) =
ax + b

cx + d
(2, 1)(−1, 0)

f(x) =
ax + b

cx + d

f(−1) = 0 ⇒ = 0 ⇒ −a + b = 0 ⇒ a = b
−a + b

−c + d

y = 1x = 2(2, 1) ⇒

cx + d = 0 ⇒ x = − = 2 ⇒ d = −2c
d

c

= = ⇒ y = = 1 ⇒ a = clim
x→±∞

ax + b

cx + d
lim

x→±∞

ax

cx

a

c

a

c

d = −2c d = −2a−→−
c=a

y = = = =
ax + b

cx + d

ax + a

ax − 2a

a(x + 1)

a(x − 2)

x + 1

x − 2

25
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 . 1

 . 2

. نکته: اگر  تابعی اکیداً نزولی و  باشد، آنگاه   . 3

براي هر  و  از دامنۀ  داریم:  . 4

 . 5

چون  روي  اکیداً نزولی و  است، داریم:

براي  تابع  مثبت است. 

براي  تابع  منفی است. 

نمودار  تقریباً به صورت مقابل است.

 

 . 6

y = y = = − y = −x3 − →−−−−−−−−−−
x→−x

yها قرینه نسبت به محور
(−x)3 x3 − →−−−−

x→x+2

واحد چپ2
(x + 2)3

y = f(x) = − + 5 ⇒ = 5 − y− →−−−−
واحد با57

(x + 2)3 (x + 2)3

⇒ x + 2 = ⇒ x + 2 = − ⇒ x = −2 −5 − y
− −−−−√3 y − 5

− −−−−√3 y − 5
− −−−−√3

⇒ y = (x) = −2 −f −1 x − 5
− −−−−√3

y = y = − y = −x−−√3 − →−−−−−−−−
xها قرینه نسبت به

x−−√3 − →−−−−−
x→x−4

واحد راست4
x − 4
− −−−−√3

y = − − 3 ⇒ f(x) = − − 3− →−−−−−
واحد پایین3

x − 4
− −−−−√3 x − 4

− −−−−√3
y = − − 3 ⇒ = −y − 3 ⇒ x − 4 =x − 4

− −−−−√3 x − 4
− −−−−√3 (−y − 3)3

⇒ x = + 4 ⇒ x = 4 − (3 + y ⇒ y = 4 − (3 + x = (x)(−y − 3)3 )3 )3 f −1

ff(a) ≤ f(b)a ≥ b

g(x) = ⇒ f(|2x − 1|) − f(|x + 1|) ≥ 0f(|2x − 1|) − f(|x + 1|)
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−√

⇒ f(|2x − 1|) ≥ f(|x + 1|) |2x − 1| ≤ |x + 1|− →−−−−−
fاکیداً نزولی

⇒ ≤ ⇒ 4 − 4x + 1 ≤ + 2x + 1 ⇒ 3 − 6x ≤ 0(2x − 1)2 (x + 1)2
x2 x2 x2

⇒ 3x(x − 2) ≤ 0 ⇒
x

3x(x − 2) +
0

0 −
2

0 + ⇒ 0 ≤ x ≤ 2

⇒ = [0, 2]Dg

x1x2fog

< g( ) > g( ) f(g( )) < f(g( ))x1 x2 − →−−−−−
gاکیداً نزولی

x1 x2 − →−−−−−
fاکیداً نزولی

x1 x2

< ⇒ fog( ) < fog( ) ⇒ fogx1 x2 x1 x2 اکیداً صعودی
: + 1 > ⇒ fog( + 1) > fog( ) ⇒ −a + 4 > 2a − می دانیم1 m2 m2 m2 m2

⇒ 4 + 1 > 2a + a ⇒ 3a < 5 ⇒ a <
5

3

g(x) = ⇒ ( − 81)f(x) ≥ 0( − 81)f(x)x2
− −−−−−−−−−−−√ x2

fRf(−2) = 0

x < −2fx < −2 ⇒ f(x) > f(−2) ⇒ f(x) > 0 ⇒

x > −2fx > −2 ⇒ f(x) < f(−2) ⇒ f(x) < 0 ⇒

f

− 81 = 0 ⇒ x = ±9x2

x

− 81x2

f(x)

( − 81)f(x)x2

+
+

+

−9

0

0

−
+

−

−2

0

0

−
−

+

9

0

0

+
−

−

⇒ x ≤ −9 − 2 ≤ x ≤ 9 ⇒ = (−∞, −9] ∪ [−2, یا[9 Dg

g(x) = ⇒ ( − 3x)f(x) ≥ 0( − 3x)f(x)x2
− −−−−−−−−−−−√ x2

26
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چون  روي  اکیداً صعودي و  است، داریم:

براي  تابع  منفی است. 

براي  تابع  مثبت است. 

به طور تقریبی نمودار  به صورت مقابل است.

 

. نکته: اگر  تابعی اکیداً صعودي و  باشد، آنگاه   . 7

براي حل این گونه نامعادلات، طرفین را به توان  می رسانیم.

. نکته: اگر تابع  اکیداً نزولی باشد و  آنگاه   . 8

 . 9

نزولی 

 . 10

اکیداً صعودي 

اکیداً نزولی 

 . 11

fRf(1) = 0

x < 1fx < 1 ⇒ f(x) < f(1) ⇒ f(x) < 0 ⇒

x > 1fx > 1 ⇒ f(x) > f(1) ⇒ f(x) > 0 ⇒

f

− 3x = 0 ⇒ x(x − 3) = 0 ⇒ x = 0 , x = 3x2

x

− 3xx2

f(x)

( − 3x)f(x)x2

+
−

−

0

0

0

−
−

+

1

0

0

−
+

−

3

0

0

+
+

+

⇒ 0 ≤ x ≤ 1 x ≥ 3 ⇒ = [0, 1] ∪ [3, یا(∞+ Dg

ff(a) ≤ f(b)a ≤ b

g(x) = ⇒ f(|x − 2|) − f(|x + 1|) ≥ 0f(|x − 2|) − f(|x + 1|)
− −−−−−−−−−−−−−−−−−√

⇒ f(|x − 2|) ≥ f(|x + 1|) |x − 2| ≥ |x + 1|− →−−−−−−
fاکیداً صعودی

2

≥ ⇒ − 4x + 4 ≥ + 2x + 1 ⇒ 4 − 1 ≥ 2x + 4x(x − 2)2 (x + 1)2
x2 x2

⇒ 6x ≤ 3 ⇒ x ≤ ⇒ = (−∞, ]
1

2
Dg

1

2

ff(a) ≤ f(b)a ≥ b

g(x) = ⇒ f(|x − 3|) − f(|x + 2|) ≥ 0f(|x − 3|) − f(|x + 2|)
− −−−−−−−−−−−−−−−−−√

⇒ f(|x − 3|) ≥ f(|x + 2|) |x − 3| ≤ |x + 2|− →−−−−−
fاکیداً نزولی

≤ ⇒ − 6x + 9 ≤ + 4x + 4 ⇒ 9 − 4 ≤ 4x + 6x(x − 3)2 (x + 2)2
x2 x2

⇒ 10x ≥ 5 ⇒ x ≥ ⇒ = [ , +∞)
1

2
Dg

1

2

f(x) = [−2x] + 1

< ⇒ −2 > −2 ⇒ [−2 ] ≥ [−2 ] ⇒ [−2 ] + 1 ≥ [−2 ] + 1x1 x2 x1 x2 x1 x2 x1 x2

⇒ f( ) ≥ f( )x1 x2

[−1, 0) , [1, +∞)

(−∞, −1]
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با توجه به دایرة مثلثاتی مقابل داریم:

 

!
!

!
!!

!

!

!

 . 12

 زوج :نکته

 فرد :نکته

 (الف

 (ب

 . 13

 با توجه به دایرة مثلثاتی مقابل حدود  بصورت زیر است.

 

4
π3

1

2
π

2
π3

4
π5

4
π7

14
π

در حالت کلی داریم:

الف) با رسم  و قرینه کردن قسمت هاي زیر محور طول ها نسبت به این محور خواهیم داشت:  . 14

< α < ⇒ < α < π −
π

3

5π

6

π

3

π

6

< α < π − ⇒ tan α > tan α < −
π

3

π

6
3
−−√ یا

3
−−√

3

⇒ > < −
2m − 1

3
3
−−√ یا

2m − 1

3

3
−−√

3

⇒ 2m − 1 > 3 2m − 1 < −3
−−√ یا 3

−−√

⇒ m > m <
3 + 13

−−√
2

یا
1 − 3

−−√
2

n → 0 ≤ u ≤ 1 0 ≤ u ≤ 1sinn و cosn

n → −1 ≤ u ≤ 1 − 1 ≤ u ≤ 1sinn و cosn

f(x) = 2 x − 5sin4

0 ≤ x ≤ 1 0 ≤ 2 x ≤ 2 ⇒ 0 − 5 ≤ 2 x − 5 ≤ 2 − 5sin4 −→−
×2

sin4 sin4

⇒ −5 ≤ f(x) ≤ −3 ⇒ min f = −5 max f = و3−

g(x) = −3 2x + 10sin5

−1 ≤ 2x ≤ 1 3 ≥ −3 2x ≥ −3 ⇒ −3 + 10 ≤ −3 2x + 10 ≤ 3 + 10sin5 − →−−
×(−3)

sin5 sin5

⇒ 7 ≤ g(x) ≤ 13 ⇒ min g = 7 max g = و13

f(x) = ⇒ x − 1 ≥ 0 ⇒ x ≥ 1 ⇒ | tan x| ≥ 1x − 1tan2
− −−−−−−−−√ tan2 tan2

⇒ tan x ≤ −1 tan x ≥ یا1
x

≤ x ≤ ≤ x ≤ x ≠
π

4

3π

4
یا

5π

4

7π

4
و π

2
و

3π

2

2kπ + ≤ x ≤ 2kπ + 2kπ + ≤ x ≤ 2kπ + x ≠ kπ +
π

4

3π

4
یا

5π

4

7π

4
و π

2

y = sin x

28
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π π2π-π-2

y

3

1

π-3
x

π π4

y= sin x

 

ب)  کافی است نمودار  را رسم کرده و سپس طول نقاط را در  ضرب کرده  و سپس نقاط با عرض منفی را نسبت به محور طول ها قرینه کنیم  تا به نمودار زیر

برسیم:

π-2 π-1/5 π-1 π-0/5 π0/5 π1 π1/5 π2

0/5

1
y= cos x2

x

y

 . 15

16  .  :می دانیم

 . 17

نکته:

  

به کمک رابطۀ فوق ظاهر معادله را تغییر می دهیم:

⎧
⎩⎨
⎪
⎪

T = π

max = 1

min = 0

y = cos x
1

2
(cos 2x)| cos 2x|

x = 0, , π, , 2π, ⋯ → y = 1 ⇒ T =
π

2

3π

2

π

2

⎧
⎩⎨
⎪⎪⎪
⎪⎪⎪

T =
π

2

max = 1

min = 0

T = 2π b = 1 a = 3 a + b = 4

sin( − α) = cos α
π

2

(x − ) + 2 cos( − x) = 3 ⇒ (x − ) + 2 sin( − ( − x)) − 3 = 0sin2 π

8

5π

8
sin2 π

8

π

2

5π

8

⇒ (x − ) + 2 sin( − + x) − 3 = 0sin2 π

8

π

2

5π

8

⇒ (x − ) + 2 sin(x − ) − 3 = 0 , sin(x − ) = tsin2 π

8

π

8

π

8

⇒ + 2t − 3 = 0 ⇒ t = 1 , t = −3t2

sin(x − ) = −3 , sin(x − ) = 1 ⇒ x − = 2kπ +
π

8
غ ق ق π

8

π

8

π

2

⇒ x = 2kπ + + ⇒ x = 2kπ +
π

2

π

8

5π

8

tan 2x =
2 tan x

1 − xtan2

= 3 tan x
2 tan x

1 − xtan2

1) tan x = 0 = tan(0) ⇒ x = kπ (k ∈ Z)

29

60 سوال تشریحی سخت حسابان دوازدهم آموزشگاه پرسا

https://app.monta.ir/gwt/#!print;a2=7016621 6/5/24, 01:07
Page 57 of 90



https://app.monta.ir/gwt/#!print;a2=7016621 6/5/24, 01:07
Page 58 of 90



با مرتب کردن معادلۀ داده شده داریم:

 

 

 

با جاي گذاري  در معادله داریم:

 

امکان ندارد.  

 

نکته:   

طبق نکتۀ فوق معادله را ساده می کنیم:

 

 

 

 

 

نکته:    ، 

طبق نکتۀ فوق معادله را تغییر شکل می دهیم:

 

 

 

 

 

 

2) tan x ≠ 0 ⇒ = 3 ⇒ = 3
2 tan x

1 − xtan2
tan x

2

1 − xtan2

⇒ 3 − 3 x = 2 ⇒ 3 x − 1 = 0 ⇒ x =tan2 tan2 tan2 1

3

⇒ tan x = ± ⇒
3
−−√

3

⎧
⎩⎨
⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪

1) tan x = = tan( ) ⇒ x = kπ + (k ∈ Z)
3√

3

π

6

π

6

2) tan x = − = tan(− ) ⇒ x = kπ − (k ∈ Z)
3√

3

π

6

π

6

x − x − tan x + 1 = 0tan3 tan2 − →−−−
tan x=t

− − t + 1 = 0 ⇒ (t − 1) − (t − 1) = 0t3 t2 t2

⇒ (t − 1)( − 1) = 0 ⇒ (t + 1) = 0t2 (t − 1)2

⇒
⎧
⎩⎨

1) t = tan x = −1 = tan(− ) ⇒ x = kπ − (k ∈ Z)π

4

π

4

2) t = tan x = 1 = tan( ) ⇒ x = kπ + (k ∈ Z)π

4

π

4

x = mtan2

− 2m − 3 = 0 ⇒ (m + 1)(m − 3) = 0 ⇒m2

1) m = x = −1 →tan2

2) m = x = 3 ⇒ tan x = ±tan2 3
−−√ ⇒

⎧
⎩⎨
⎪
⎪

tan x = = tan( ) ⇒ x = kπ + (k ∈ Z)3
−−√ π

3

π

3

tan x = − = tan( ) ⇒ x = kπ − (k ∈ Z)3
−−√ −π

3

π

3

cos 3x = 4 x − 3 cos xcos3

cos 3x = 4 x ⇒ 4 x − 3 cos x = 4 xcos2 cos3 cos2

⇒ 4 x − 4 x − 3 cos x = 0 ⇒ cos x(4 x − 4 cos x − 3) = 0cos3 cos2 cos2

⇒ 1) cos x = 0 = cos ⇒ x = kπ + (k ∈ Z)
π

2

π

2

2) 4 x − 4 cos x − 3 = 0 ⇒ = = 8cos2 ∆−−√ 16 + 48 = 64
− −−−−−−−−−−√

⇒ cos x =
⎧
⎩⎨
⎪
⎪

= →
4+8

8

3

2
نا ممکن است.

= ⇒ cos x = cos( ) ⇒ x = 2kπ ± (k ∈ Z)
4−8

8

−1

2

2π

3

2π

3

sin 3x = 3 sin x − 4 xsin31 − cos 2x = 2 xsin2

3 sin x − 4 x + 2 cos 2x = 2 ⇒ 3 sin x − 4 x = 2 − 2cos2x = 2(1 − cos 2x) (∗)sin3 sin3

⇒ 3 sin x − 4 x = 2 × 2 x ⇒ 4 x + 4 x − 3 sin x = 0sin3 sin2 sin3 sin2

⇒ sin x(4 x + 4 sin x − 3) = 0sin2

⇒ 1) sin x = 0 = sin(0) ⇒ x = kπ (k ∈ Z)

2) 4 x + 4 sin x − 3 = 0 ⇒ (2 sin x + 3)(2 sin x − 1) = 0 ⇒sin2

⎧
⎩⎨
⎪
⎪

sin x = →
−3

2
ناممکن است.

sin x =
1

2

⇒ sin x = = sin( ) ⇒ x =
1

2

π

6

⎧
⎩⎨
⎪
⎪

2kπ + (k ∈ Z)π

6

2kπ + (k ∈ Z)5π

6
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با توجه به فرض  از دو طرف تساوي تانژانت می گیریم:  . 18

  

با جایگذاري  داریم:

 

) را در عبارت  جاي گذاري می کنیم: پس نتیجه (

   

   

ابتدا زاویۀ  را برحسب  و  می نویسیم:  . 19

 

 

 

طبق فرض  داریم:  . 20

 

 

با باز کردن عبارت  داریم:

  

حال طبق رابطۀ  داریم:

   

 . 21

نکته:   بنابراین:

  

می دانیم:   بنابراین:

 

نکته:   بنابراین:

α + β =
π

4

tan(α + β) = tan( ) = 1 ⇒ = 1
π

4

tan α + tan β

1 − tan α ⋅ tan β

tan α ⋅ tan β =
1

6

= 1 ⇒ tan α + tan β =
tan α + tan β

1 − 1

6

5

6
⇒ tan β = − tan α (1)

5

6

1tan α tan β =
1

6

tan α( − tan α) =
5

6

1

6
m − =− →−−−−

tan α=m 5

6
m2 1

6
5m − 6 = 1 ⇒ 6 − 5m + 1 = 0 ⇒ m =−→−

×6

m2 m2 5 ± 1

12

⇒ m = tan α =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪

⇒ tan β =
1

3

1

2

⇒ tan β =
1

2

1

3

tan β > tan α− →−
β>α

⇒ tan β = , tan α =
1

2

1

3

2αα + βα − β

2α = (α + β) + (α − β) tan 2α = tan((α + β) + (α − β))− →−−−−−−
tan.می گیریم

از طرفین

⇒ tan 2α =
tan(α + β) + tan(α − β)

1 − tan(α + β) tan(α − β)

⇒ tan 2α = = = −1
3 + 2

1 − 3 × (+2)

5

−5

tan x tan y = 3

⋅ = 3 ⇒ = 3
sin x

cos x

sin y

cos y

sin x sin y

cos x ⋅ cos y

= 3 ⇒ cos x cos y =− →−−−−−−−

sin x sin y=
3

4

طبق فرض
3

4

cos x cos y

1

4

cos(x − y)

cos(x − y) = cos x cos y + sin x sin y = + = 1
1

4

3

4

1 + α =tan2 1

αcos2

1 + (x − y) =tan2 1

(x − y)cos2
⇒ 1 + (x − y) = 1tan2 ⇒ tan(x − y) = 0

⎧
⎩⎨

1 + cos x = 2cos2 x

2

sin x = 2 sin cosx

2

x

2

= = =
1 + cos x

sin x

2cos2 x

2

2 sin cosx

2

x

2

cos x

2

sin x

2

1

tan x

2 ⎧
⎩⎨
⎪
⎪

x =sin2 1−cos 2x

2

x =cos2 1+cos 2x

2

= = ( ) =
1 + cos x

1 − cos x

2 ( )cos2 x

2

2 ( )sin2 x

2

cot2 x

2

1

( )tan2 x

2

= 1 + sin x(sin + cos )
x

2

x

2

2
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.   با استفاده از دایرة مثلثاتی داریم:  22

 حد چپ

 

-π
4( (5

π
4

5

+π
4( (5

2
2( (+-

2
2( (--

2
2-

 

توجه کنید که  عددي مثبت است.

با استفاده از تغییر متغیر داریم:  . 23

* با توجه به این نکته که وقتی   میل کند،  داریم:

 . 24

با توجه به قاعده پرتوان داریم: 

= = =
sin x

1 + sin x

2 sin cosx

2

x

2

(sin + cos )x

2

x

2

2

2

(sin +cos )
x

2

x

2

2

sin cos
x

2

x

2

2

( )( )
sin +cos

x

2

x

2

sin
x

2

sin +cos
x

2

x

2

cos
x

2

= =
2

(1 + )(1 + tan )1

tan
x

2

x

2

2

1 + tan + + 1x

2

1

tan
x

2

= =
2

2 + tan +x

2

1

tan
x

2

2 tan x

2

+ 2 tan + 1tan2 x

2

x

2

= = =lim
x→( )

5π

4

−

x − 1

sin x + 12
−−√

− 1
5π

4

(− + ε) + 12
−−√ 2√

2

− 1
5π

4

−1 + ε + 12
−−√

⇒

= = = +∞
−1

5π

4

+ ε2√

− 1
5π

4

0
+

= = حد راست= lim
x→( )

5π

4

+
x−1

sin x+12√

−1
5π

4

(− −ε)+12√
2√

2

−1
5π

4

−1− ε+12√

= = = −∞
− 1

5π

4

− ε2
−−√

− 1
5π

4

0
−

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

 پس تابع در این نقطه حد ندارد

− 1
5π

4

x → π

x − π = t ⇒ { x = π + t

t → 0

= = ×lim
x→π

sin x

1 + cos x
lim
t→0

sin(π + t)

1 + cos(π + t)
lim
t→0

− sin t

1 − cos t

1 + cos t

1 + cos t

t → 0sint ∼ t

= = =lim
t→0

− sin t(1 + cos t)

1 − tcos2
lim
t→0

− sin t(1 + cos t)

tsin2
lim
t→0

−(1 + cos t)
sin t

= = = ⇒lim
t→0

−1 − cos t

× tsin t

t

lim
t→0

−1 − cos t

t

⎧
⎩⎨
⎪⎪⎪
⎪⎪⎪

= = +∞lim
x→0−

−1−cos t

t

−2

0−

= = −∞lim
x→0+

−1−cos t

t

−2

0+

⎫
⎭⎬
⎪⎪⎪
⎪⎪⎪ پس تابع در این نقطه حد ندارد
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 : قاعدة پرتوان 

 

حالت   مخرج ریشۀ مضاعف داشته باشد.  . 25

فقط  مجانب قائم است.

فقط   مجانب قائم است.

حالت  : عبارت  از صورت و مخرج ساده شود، یعنی مخرج بر  بخش پذیر باشد.

فقط  مجانب قائم است.

صورت کسر را تجزیه می کنیم:   . 26

) مخرج ریشه مضاعف داشته باشد. حالت 

فقط  مجانب قائم است. (که در این حالت بعد از ساده کردن کسر، ریشۀ مخرج مضاعف نیست.)

فقط   مجانب قائم است.

) مخرج بر   بخش پذیر باشد حالت 

a + b + ⋯ x ±∞ axn xn−1 −→
∼

xn

lim
x→+∞

+ 3 − + 1xn x4 x2

2 − + 5xn x4
=

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

= −3− →−
n<4

lim
x→+∞

3x4

−x4

= = 4− →−
n=4

lim
x→+∞

+ 3x4 x4

2 −x4 x4
lim

x→+∞

4x4

x4

=− →−
n>4

lim
x→+∞

xn

2xn

1

2
−1

f(x) =
x + 2

+ mx + 6x2

+ mx + 6 = 0 ⇒ ∆ = 0 ⇒ − 24 = 0 ⇒ m = ±2x2 m2 6
−−√

m = 2 ⇒ f(x) = =6
−−√ x + 2

+ 2 x + 6x2 6
−−√

x + 2

(x + )6
−−√ 2

x = − 6
−−√

m = −2 ⇒ f(x) = =6
−−√ x + 2

− 2 x + 6x2 6
−−√

x + 2

(x − )6
−−√ 2

x = 6
−−√

2x + 2x + 2

x + 2 = 0 ⇒ x = −2 ⇒ + mx + 6 = 0 ⇒ 4 − 2m + 6 = 0 ⇒ m = 5x2

f(x) = = =
x + 2

+ 5x + 6x2

x + 2

(x + 2)(x + 3)

1

x + 3

x = −3

f(x) =
(x + 1)(x + 3)

+ mx + 9x2

1

+ mx + 9 = 0 ⇒ ∆ = 0 ⇒ − 36 = 0 ⇒ m = ±6x2 m2

m = 6 ⇒ f(x) = = =
(x + 1)(x + 3)

+ 6x + 9x2

(x + 1)(x + 3)

(x + 3)2

x + 1

x + 3

x = −3

m = −6 ⇒ f(x) = =
(x + 1)(x + 3)

− 6x + 9x2

(x + 1)(x + 3)

(x − 3)2

x = 3

2x + 3

x + 3 = 0 ⇒ x = −3 ⇒ + mx + 9 = 0 ⇒ 9 − 3m + 9 = 0 ⇒ m = 6x2
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این حالت در بالا بررسی شده است.

) مخرج بر   بخش پذیر باشد. حالت 

فقط  مجانب قائم است.

 . 27

با توجه به این که هیچ کدام از مقادیر   و   و   و   صورت کسر یعنی   را صفر نمی کنند، پس همگی مجانب قائم هستند.

با توجه به قاعدة پرتوان:  داریم:  . 28

 در کل باید  باشد.

با توجه به قاعدة پرتوان:  داریم:  . 29

3x + 1

x + 1 = 0 ⇒ x = −1 ⇒ + mx + 9 = 0 ⇒ 1 − m + 9 = 0 ⇒ m = 10x2

f(x) = = =
(x + 1)(x + 3)

+ 10x + 9x2

(x + 1)(x + 3)

(x + 1)(x + 9)

x + 3

x + 9

x = −9

f(x) = = =
tan x

2 sin x − 1

sin x
cos x

2 sin x − 1

sin x

cos x(2 sin x − 1)

cos x(2 sin x − 1) = 0 ⇒ cos x = 0 , sin x =
1

2

cos x = 0 ⇒ x = kπ + x = ,
π

2
− →−−
[0,2π] π

2

3π

2

sin x = = sin ⇒
1

2

π

6

⎧
⎩⎨
⎪⎪
⎪⎪

x = 2kπ + x =π

6
− →−−−−

0≤x≤2π
π

6

x = 2kπ + π − = 2kπ + x =π

6

5π

6
− →−−−−

0≤x≤2π 5π

6

x =
π

2
x =

3π

2
x =

π

6
x =

5π

6
sin x

a + b + ⋯ x ±∞ axn xn−1 −→
∼

xn

(m − + + 2) = (m − + 3 − 3x + 1 + + 2)lim
x→−∞

x3 (x − 1)3
x2 lim

x→−∞
x3 x3 x2 x2

= ((m − 1) + 4 − 3x + 3) = +∞lim
x→−∞

x3 x2

1 ) m = 1 ⇒ (4 − 3x + 3) = 4 = 4 = 4 (+∞) = حالت∞+ lim
x→−∞

x2 lim
x→−∞

x2 (−∞)2 قابل قبول

2 ) m ≠ 1 ⇒ ((m − 1) + 4 − 3x + 3) = (m − 1) = (m − حالت(1 lim
x→−∞

x3 x2 lim
x→−∞

x3 (−∞)3

⇒ (m − 1) (−∞) = +∞ ⇒ m − 1 < 0 ⇒ m < 1
m ≤ 1

a + b + ⋯ x ±∞ axn xn−1 −→
∼

xn
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 . 30

در کل باید  باشد.

با توجه به قاعدة پرتوان:  داریم:  . 31

، حال باید ببینیم  چگونه به  میل می کند. براي این کار  برابر مخرج را در صورت ایجاد می کنیم. می دانیم   . 32

  . 33

( + 3 + 3x + 1 + m − 4 + 2) = ((m + 1) − + 3x + 3) = +∞lim
x→−∞

x3 x2 x3 x2 lim
x→−∞

x3 x2

1 ) m = −1 ⇒ (− + 3x + 3) = (− حالت( lim
x→−∞

x2 lim
x→−∞

x2

= − = − (+∞) = −∞(−∞)2 غیر قابل قبول

2 ) m ≠ −1 ⇒ ((m + 1) − + 3x + 3) = (m + حالت(1 lim
x→−∞

x3 x2 lim
x→−∞

x3

⇒ (m + 1) = (m + 1) (−∞) = +∞ ⇒ m + 1 < 0 ⇒ m < −1(−∞)3

m + + 4x + 4 − 7x = ((m + 1) − 3x + 4) = +∞lim
x→−∞

x2 x2 lim
x→−∞

x2

1 ) m = −1 ⇒ (−3x + 4) = (−3x) = −3 (−∞) = حالت∞+ lim
x→−∞

lim
x→−∞

قابل قبول است.

2 ) m ≠ −1 ⇒ ((m + 1) − 3x + 4) = (m + 1) = (m + حالت(1 lim
x→−∞

x2 lim
x→−∞

x2 (−∞)2

⇒ (m + 1) (+∞) = +∞ ⇒ m + 1 > 0 ⇒ m > −1

m ≥ −1

a + b + ⋯ x ±∞ axn xn−1 −→
∼

xn

= −2lim
x→±∞

2 + m + − 1xn x3 x2

4 + − 3x3 x2

1 ) n < 3 ⇒ = = −2 ⇒ m = −8 ⇒ n < 3 , m = حالت8− lim
x→±∞

mx3

4x3

m

4
جواب

2 ) n = 3 ⇒ = = = حالت2− lim
x→±∞

2 + mx3 x3

4x3
lim

x→±∞

(2 + m) x3

4x3

2 + m

4

⇒ 2 + m = −8 ⇒ m = −10 ⇒ n = 3 , m = −10 جواب

3 ) n > 3 ⇒ = ±∞ حالت→ lim
x→±∞

2xn

4x3
غیرقابل قبول

= −2lim
x→±∞

−2x + 1

x − 2

−2x + 1

x − 2
−2−2

[ ] = [ ] = [ + ]lim
x→±∞

−2x + 1

x − 2
lim

x→±∞

−2x + 4 − 3

x − 2
lim

x→±∞

−2 (x − 2)

x − 2

−3

x − 2

= [−2 + ]lim
x→±∞

−3

x − 2

=

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪

[−2 + ] = [−2 + ] = [−2 + ] = [−2 − ε] = −3lim
x→+∞

−3

x − 2

−3

+∞
0

−

[−2 + ] = [−2 + ] = [−2 + ] = [−2 + ε] = −2lim
x→−∞

−3

x − 2

−3

−∞
0

+

35
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، حال باید ببینیم کسر  چگونه به  میل می کند، براي این کار  برابر مخرج را در صورت ایجاد می کنیم. می دانیم 

، حال باید ببینیم کسر  چگونه به یک میل می کند، براي این کار مخرج را در صورت ایجاد می کنیم. می دانیم 

 . 34

35  .

:با استفاده از تغییر متغیر مقابل داریم

 . 36

 با استفاده از تغییر متغیر مقابل داریم:

= 3lim
x→+∞

3x + 1

x + 2

3x + 1

x + 2
33

[ ] = [ ] = [ − ] = [3 − ]lim
x→+∞

3x + 1

x + 2
lim

x→+∞

3x + 6 − 5

x + 2
lim

x→+∞

3 (x + 2)

x + 2

5

x + 2
lim

x→+∞

5

x + 2

= [3 − ] = [3 − ] = [3 − ε] = 2
5

+∞
0

+

= 1lim
x→−∞

x + 2

x − 1

x + 2

x − 1

[ ] = [ ] = [ + ] = [1 + ]lim
x→−∞

x + 2

x − 1
lim

x→−∞

x − 1 + 3

x − 1
lim

x→−∞

x − 1

x − 1

3

x − 1
lim

x→−∞

3

x − 1

= [1 + ] = [1 + ] = [1 − ε] = 0
3

−∞
0

−

cx + d = 0 ⇒ d = −2c (−1, 0) ⇒ = 0 ⇒ a = b
−a + b

−c + d

= 1 ⇒ a = c f(x) =lim
x→+∞

ax

cx

x + 1

x − 2

f(x) = sin x, f( ) =
π

6

1

2

( ) = = =f ′ π

6
lim

x→ π

6

f(x) − f( )π

6

x − π

6

lim
x→ π

6

sin x − sin π

6

x − π

6

lim
x→ π

6

sin x − 1

2

x − π

6

x − = t ⇒ x = + t, t → 0
π

6

π

6

( ) = =f ′ π

6
lim
t→0

sin( + t) −π

6

1

2

t
lim
t→0

sin cos t + cos sin t −π

6

π

6

1

2

t

= =lim
t→0

cos t − + sin t
1

2

1

2

3√
2

t
lim
t→0

− (1 − cost) + sin t
1

2

3√
2

t

= = +lim
t→0

− × 2 ( ) + sin t
1

2
sin2 t

2

3√
2

t
lim
t→0

−( × )
sin

t

2

t

2

t

2

2

t

3
−−√

2
lim
t→0

sin t

t

= + × 1 = (− t) + = 0 + =lim
t→0

− 1

4
t2

t

3
−−√

2
lim
t→0

1

4

3
−−√

2

3
−−√

2

3
−−√

2

f(x) = cos x

( ) = = =f ′ π

6
lim

x→ π

6

f(x) − f( )π

6

x − π

6

lim
x→ π

6

cos x − cos π

6

x − π

6

lim
x→ π

6

cos x −
3√

2

x − π

6

x − = t ⇒ x = + t, t → 0
π

6

π

6

( ) = =f ′ π

6
lim
t→0

cos( + t) −π

6

3√
2

t
lim
t→0

cos cos t − sin sin t −π

6

π

6

3√
2

t

36
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 . 37

 تابع در  مشتق ناپذیر است.

 . 38

 الف)  توابع  و  توابع خطی هستند و باید ضابطۀ آنها را بیابیم. براي تابع  باید خط گذرنده از نقاط  و  و همچنین خط

گذرنده از نقاط  و  را بیابیم.

 براي یافتن تابع  باید خط گذرنده از نقاط  و  را بیابیم.

= =lim
t→0

cost − sin t −
3√

2

1

2

3√
2

t
lim
t→0

− (1 − cos t) − sin t
3√

2

1

2

t

= + = −lim
t→0

− × 2 ( )
3√

2
sin2 t

2

t
lim
t→0

− sin t
1

2

t
lim
t→0

− 3
−−√ ( × )

sin
t

2

t

2

t

2

2

t

1

2
lim
t→0

sin t

t

= − × 1 = (− t) − = 0 − = −lim
t→0

− ×3
−−√ 1

4
t2

t

1

2
lim
t→0

3
−−√

4

1

2

1

2

1

2

f(x) = , f(0) = 01 − 1 − x2
− −−−−−√

− −−−−−−−−−−√

(0) = = ×f ′ lim
x→0

f(x) − f(0)

x − 0
lim
x→0

1 − 1 − x2
− −−−−−√

− −−−−−−−−−−
√

x

1 + 1 − x2
− −−−−−√

− −−−−−−−−−−
√

1 + 1 − x2
− −−−−−√

− −−−−−−−−−−√

= =lim
x→0

1 − 1 + x2
− −−−−−−−−√

x 1 + 1 − x2
− −−−−−√

− −−−−−−−−−−
√

lim
x→0

|x|

x 1 + 1 − x2
− −−−−−√

− −−−−−−−−−−
√

(0) = = =f ′
− lim

x→0−

−x

x 1 + 1 − x2
− −−−−−√

− −−−−−−−−−−√
lim

x→0−

−1

1 + 1 − x2
− −−−−−√

− −−−−−−−−−−√
−1

2
−−√

(0) = = =f ′
+ lim

x→0+

x

x 1 + 1 − x2
− −−−−−√

− −−−−−−−−−−√
lim

x→0+

1

1 + 1 − x2
− −−−−−√

− −−−−−−−−−−√
1

2
−−√

x = 0

fgf(0, 0)(2, 4)

(2, 4)(4, 0)

(0, 0), (2, 4) ⇒ m = = 2 ⇒ y − 0 = 2(x − 0) ⇒ y = 2x
4 − 0

2 − 0

(2, 4), (4, 0) ⇒ m = = −2 ⇒ y − 0 = −2(x − 4) ⇒ y = −2x + 8
4 − 0

2 − 4

f(x) = { 2x

−2x + 8

0 ≤ x ≤ 2

2 < x ≤ 4

g(0, 4)(4, 0)

(0, 4), (4, 0) ⇒ m = = −1 ⇒ y − 0 = −1(x − 4) ⇒ y = −x + 4 ⇒ g(x) = −x + 4
4 − 0

0 − 4

h(x) = f(x) ⋅ g(x) ⇒ (x) = (x) ⋅ g(x) + (x) ⋅ f(x)h′ f ′ g ′
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 تابع  در  مشتق ناپذیر است زیرا:

 چون  موجود نیست بنابراین  نیز وجود ندارد.

ب)

 چون  موجود نیست پس  هم وجود ندارد.

« گزینۀ «  . 39

         

 . 40

 . 41

f(1) = 2 , 0 < x < 2 ⇒ f(x) = 2x ⇒ (x) = 2 ⇒ (1) = 2f ′ f ′

g(1) = 3 , g(x) = −x + 4 ⇒ (x) = −1 ⇒ (1) = −1g ′ g ′

(1) = (1) ⋅ g(1) + (1) ⋅ f(1) = 2 × 3 + (−1) × 2 = 6 − 2 = 4h′ f ′ g ′

fx = 2

(2) = = = = 2f ′
− lim

x→2−

f(x) − f(2)

x − 2
lim

x→2−

2x − 4

x − 2
lim

x→2−

2(x − 2)

x − 2

(2) = = = = −2f ′
+ lim

x→2+

f(x) − f(2)

x − 2
lim

x→2+

−2x + 8 − 4

x − 2
lim

x→2+

−2(x − 2)

x − 2

(2)f ′(2)h′

f(3) = 2 , (3) = −2 , g(3) = 1 , (3) = −1f ′ g ′

(3) = (3) ⋅ g(3) + (3) ⋅ f(3) = −2 × 1 + (−1) × 2 = −4h′ f ′ g ′

k(x) = ⇒ (x) =
f(x)

g(x)
k′ (x)g(x) − (x) ⋅ f(x)f ′ g ′

(x)g 2

(1) =k′ (1)g(1) − (1)f(1)f ′ g ′

(1)g 2

(1) = = =k′ 2 × 3 − (−1) × 2

32

6 + 2

9

8

9

(2)f ′(2)k′

(3) = = = = 0k′ (3)g(3) − (3)f(3)f ′ g ′

(3)g 2

(−2) × 1 − (−1) × 2

12

−2 + 2

1

2

4f(a) = 2 ⇒ f(a) = = , (a) = 2
2

4

1

2
f ′

( (x) +f 2 1

f(x)
)′ = 2f(x) (x)f ′ −

(x)f ′

(x)f 2
2f(a) (a)=x=a

f ′ −
(a)f ′

(a)f 2
= 2 ×

1

2
×2 −

2

(
1

2
)2

= 2 − 8 = −6

y + 5x = 8 ⇒ y = −5x + 8 ⇒ شیب = −5

⇒ شیب خط عمود = ⇒1

5
شیب خط مماس بر منحنی داده شده = 1

5

y = ⇒ = =
2x + 3

1 − x
y ′ 2(1 − x) − (−1)(2x + 3)

(1 − x)2

2 − 2x + 2x + 3

(1 − x)2

= = ⇒ = 25 ⇒ 1 − x = ±5 ⇒ {y ′ 5

(1 − x)2

1

5
(1 − x)2 x = −4

x = 6

x = −4 ⇒ y = = = −1 ⇒ A(−4, −1)
2(−4) + 3

1 − (−4)

−5

5

x = 6 ⇒ y = = = −3 ⇒ B(6, −3)
2 × 6 + 3

1 − 6

15

−5
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 . 42

 . 43

 تابع در  مشتق ناپذیر است.

 . 44

تابع در  مشتق ناپذیر است.

 . 45

 

 

 

 

 

  

g(x) = + 1 ⇒ (x) = 3x3 g ′ x2

(fog)(x) = + 2 (fog (x) = 2x ⇒ (x) ⋅ (g(x)) = 2xx2 − →−
مشتق

)′ g ′ f ′

3 × ( + 1) = 2x 3 (0) = −2 ⇒ (0) = −x2 f ′ x3 − →−−
x=−1

f ′ f ′ 2

3

f(x) = ⇒ (x) = =
x2

x + 1
f ′ 2x(x + 1) − x2

(x + 1)2

+ 2xx2

(x + 1)2

(x) = =f ′′ (2x + 2) − 2(x + 1)( + 2x)(x + 1)2
x2

(x + 1)4

(x + 1)((2x + 2)(x + 1) − 2( + 2x))x2

(x + 1)4

(x) = ⇒ (1) = = =f ′′ (2x + 2)(x + 1) − 2( + 2x)x2

(x + 1)3
f ′′ 4 × 2 − 2 × 3

2
3

2

8

1

4

f(x) = , f(−2) = 0|x + 2|
− −−−−−√

(−2) = = ×f ′ lim
x→−2

f(x) − f(−2)

x − (−2)
lim

x→−2

− 0|x + 2|
− −−−−−√

x + 2

|x + 2|
− −−−−−√
|x + 2|
− −−−−−√

= lim
x→−2

|x + 2|

(x + 2) |x + 2|
− −−−−−√

(−2) = = = = −∞f ′
− lim

x→(−2)−

−(x + 2)

(x + 2) |x + 2|
− −−−−−√

lim
x→(−2)−

−1

|x + 2|
− −−−−−√

−1

0
+

(−2) = = = = +∞f ′
+ lim

x→(−2)+

x + 2

(x + 2) |x + 2|
− −−−−−√

lim
x→(−2)+

1

|x + 2|
− −−−−−√

1

0
+

x = −2

f(x) = { f(0) = 0
[x] sin|x|

(|x| + [x])x2

x < 0

x ≥ 0

(0) = = =f ′
− lim

x→0−

f(x) − f(0)

x − 0
lim

x→0−

[x] sin|x| − 0

x
lim

x→0−

[x] sin(−x)
x

= = − [x] × 1 = − [ ] = −(−1) = 1lim
x→0−

− [x] sin x

x
lim

x→0−
0

−

(0) = =f ′
+ lim

x→0+

f(x) − f(0)

x − 0
lim

x→0+

(|x| + [x]) − 0x2

x

= x(|x| + [x]) = 0lim
x→0+

x = 0

f(x) = sin x |cos x| , f( ) = 0
π

2

( ) = = =f
′ π

2
lim

x→ π

2

f(x) − f( )π

2

x − π

2

lim
x→ π

2

sin x |cos x| − 0

x − π

2

lim
x→ π

2

sin x |cos x|

x − π

2

x − = t ⇒ x = + t , t → 0
π

2

π

2

( ) = =f
′ π

2
lim
t→0

sin( + t) cos( + t)π

2

∣
∣

π

2

∣
∣

t
lim
t→0

cos t |sin t|
t

( ) = = = − cos t ×f
′
−

π

2
lim

t→0−

cos t| sin t|
t

lim
t→0−

cos t(− sin t)
t

lim
t→0−

sin t

t

= − cos t × 1 = −1lim
t→0−

( ) = = cos t × = cos t × 1 = 1f
′
+

π

2
lim

t→0+

cos t| sin t|
t

lim
t→0+

sin t

t
lim

t→0+
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تابع در  مشتق ناپذیر است.

تابع  در کل   پیوسته است.  . 46

 بحرانی است زیرا مشتق ناپذیر است.

 بحرانی است   قابل قبول   

بحرانی است   قابل قبول  

تابع سه نقطۀ بحرانی  دارد.

 . 47

   

 حال باید مشتقات چپ و راست را در نقطۀ  به دست آوریم.

 بنابراین در نقطۀ  مشتق پذیر نیست از طرفی ریشۀ  نقطۀ  و نقاط بحرانی تابع اند با بررسی مقدار تابع در این نقاط و نقاط ابتدایی و انتهایی بازه به سادگی مینیمم مطلق

مشخص می شود.

 

 

 

  

 . 48

O x
2

x

yR= 4

 

x =
π

2

fR
f(x) = 2 − |x|x2

f(x) = { ⇒ (x) = {2 − x x ≥ 0x2

2 + x x < 0x2
f ′ 4x − 1

4x + 1
x > 0
x < 0

(0) = 4 × 0 + 1 = 1 , (0) = 4 × 0 − 1 = −1 ⇒ (0) ≠ (0)f ′
− f ′

+ f ′
− f ′

+

x = 0

⇒x > 0 ⇒ (x) = 4x − 1 = 0 ⇒ x =f ′ 1

4

⇒x < 0 ⇒ (x) = 4x + 1 = 0 ⇒ x = −f ′ 1

4

x = − , x = , x = 0
1

4

1

4

f(x) = + |x + 1|x2 = { + x + 1x2

− x − 1x2

x ≥ −1

x < −1
⇒ (x)f ′ = { 2x + 1

2x − 1
x > −1
x < −1

x = −1

(−1) = −1f
′
+

(−1) = −3f ′
−

x = −1f ′x = −
1

2

f(−1) = 1 → مینیمم مطلق

f(− )
1

2
= + =

1

4

1

2

3

4

f(−2) = 4 + 1 = 5

f(2) = 4 + 3 = 7 → ماکزیمم مطلق

( + = ⇒ + = 16
x

2
)2 y 2 4

2 x2

4
y 2

= 16 − = ⇒ y =y 2 x2

4

64 − x2

4

1

2
64 − x2
− −−−−−−√

S = xy = x × ⇒ S(x) =
1

2
64 − x2
− −−−−−−√ 1

2
64 −x2 x4
− −−−−−−−−√

≥ 0 ⇒ 16 − ≥ 0 ⇒ ≤ 16 ⇒ ≤ 64 ⇒ −8 ≤ x ≤ 8 (1)y 2 x2

4

x2

4
x2

x ≥ 0 0 ≤ x ≤ 8 ⇒ S(x) = = [0, 8]−→−
(1) 1

2
64 −x2 x4
− −−−−−−−−√ دامنه
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y +
- 2

- -

- 2 2 2

 مقدار ماکزیمم مساحت , 

، مساحت مستطیل بیشترین مقدار ممکن را دارد. پس داریم:  به ازاي 

 . 49

 

x
xx x1-2

x1-2

x1-2

x1-2

x

x

x

xx

  

 

، مشتق اول آن را تعیین علامت می کنیم. براي تعیین صعودي یا نزولی بودن تابع   . 50

 

 

تابع در بازة  صعودي است و در بازه هاي  و  نزولی است.

 . 51

تابع در  پیوسته است.

 مشتق ناپذیر 

(x) = × = 0 ⇒ 128x − 4 = 0 ⇒ 4x(32 − ) = 0S ′ 1

2

128x − 4x3

2 64 −x2 x4
− −−−−−−−−√

x3 x2

⇒ x = 0 , x = ±4 2
−−√

x = 0 ⇒ S(0) = 0 , x = 4 ⇒ S(4 ) = = 162
−−√ 2

−−√ 1

2
64 × 32 − 256 × 4
− −−−−−−−−−−−−−−√

= 16x = 8 ⇒ S(8) = 0

x = 4 2
−−√

x = 4 ⇒ y = = = = × 4 = 22
−−√ 1

2
64 − x2
− −−−−−−√ 1

2
64 − 32
− −−−−−−√ 1

2
32
−−√ 1

2
2
−−√ 2

−−√

→ = ×Vجعبه مساحت قاعده ارتفاع

V = (1 − 2x ⋅ x)2 = (1 + 4 − 4x)xx2 = 4 − 4 + xx3 x2

12 − 8x + 1 = 0− →−−−−
مشتق0=

x2 − →−−−−−−−−−−−−
∆= −4ac=64−48=16b2

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪

x = =
8 + 4

24

1

2
غ ق ق

x = =
8 − 4

24

1

6

f(x)

y = x 4 − x2
− −−−−−√

4 − ≥ 0 → ≤ 4 → |x| ≤ 2 → −2 ≤ x ≤ 2 → D = [−2, 2]x2 x2

= + × xy ′ 4 − x2
− −−−−−√ −2x

2 4 − x2
− −−−−−√

→ = = 0 → 2 = 4 → = 2 → x = ±y ′
4 − −x2 x2

4 − x2
− −−−−−√

x2 x2 2
−−√

[− , ]2
−−√ 2

−−√[−2, − ]2
−−√[ , 2]2

−−√

f(0) = 0 , حد چپ = ( + 3 ) = 0 ,lim
x→0−

x3 x2 حد راست = ( − x) = 0lim
x→0+

x2

x = 0

(x) = {f ′ 3 + 6x x < 0 ⇒ 3 + 6x = 0 ⇒ 3x(x + 2) = 0 ⇒ x = 0 , x = −2x2 x2

2x − 6 x > 0 ⇒ 2x − 6 = 0 ⇒ x = 3

x = 0(0) = 0 , (0) = 0 − 6 = −6 ⇒ (0) ≠ (0) ⇒f ′
− f ′

+ f ′
− f ′

+
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نقاط بحرانی عبارتند از: 

نقطۀ  ماکزیمم نسبی و نقطۀ  مینیمم نسبی است.

          . 52

 . 53

بالا

، باید مشتق دوم آن را تعیین علامت کنیم. براي تعیین جهت تقعر و نقطه ي عطف تابع   . 54

y

y

∞- ∞+
- +

- 3

 

نقطه ي  نقطه ي عطف نمودار تابع است.

تابع  روي  پیوسته و مشتق پذیر است.  . 55

علامت  فقط به صورت آن بستگی دارد زیرا مخرج آن عبارتی همواره مثبت است.

x = 3 , x = −2 , x = 0

x

(x)f ′
−∞

+
↗

−2

0 −
↘

0

−
↘

3

0 +
↗

+∞

x = −2 ⇒ f(−2) = −8 + 12 = 4 , x = 3 ⇒ f(3) = 9 − 18 = −9

(−2, 4)(3, −9)

(2) = 0 → (x) = 3 + 2bx → b = −3f ′ f ′ x2

f(2) = 1 → 8 + (−12) + d = 1 → d = 5

4

f(x)

f(x) = + 9 + 1 → (x) = 3 + 18xx3 x2 f ′ x2

→ (x) = 6x + 18 = 0 → x = −3f ′′

I = (−3, 1)

fR

f(x) =
x2

+ 12x2

(x) = =f ′ 2x( + 12) − 2x ×x2 x2

( + 12)x2 2

24x

( + 12)x2 2

(x) = =f ′′ 24 − 2 × 2x × 24x( + 12)x2 2
( + 12)x2 2

( + 12)x2 4

( + 12)(24 + 24 × 12 − 4x × 24x)x2 x2

( + 12)x2 4

(x) = = =f ′′ 24 + 288 − 96x2 x2

( + 12)x2 3

288 − 72x2

( + 12)x2 3

72(4 − )x2

( + 12)x2 3

f ′′

4 − = 0 ⇒ x = ±2x2
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نقاط  نقاط عطف تابع هستند.

تابع  در کل  پیوسته است.  . 56

عطف  فقط به صورت آن بستگی دارد زیرا مخرج عبارتی همواره مثبت است.

نقاط   و  نقاط عطف تابع هستند.

 . 57

  نقطۀ عطف  

x

(x) =f ′′ 72(4− )x2

( +12)x2 3

−∞

−

⌢

−2

0 +

⌣

2

0 −

⌢

+∞

x = ±2

fR

f(x) = ⇒ (x) = =
x3

+ 1x2
f ′ 3 ( + 1) − 2x ×x2 x2 x3

( + 1)x2 2

+ 3x4 x2

( + 1)x2 2

(x) =f ′′ (4 + 6x) − 2 × 2x( + 1)( + 3 )x3 ( + 1)x2 2
x2 x4 x2

( + 1)x2 4

(x) = =f ′′
( + 1) ((4 + 6x)( + 1) − 4x( + 3 ))x2 x3 x2 x4 x2

( + 1)x2 4

4 + 4 + 6 + 6x − 4 − 12x5 x3 x3 x5 x3

( + 1)x2 3

(x) = = 0 ⇒ 2x(3 − ) = 0 ⇒ x = 0 , x = ±f ′′ 6x − 2x3

( + 1)x2
3

x2 3
−−√

f ′′

x

(x) =f ′′ 6x−2x3

( +1)x2 3

−∞

+

⌣

− 3
−−√

0 −

⌢

0

0 +

⌣

3
−−√

0 −

⌢

+∞

x = 0x = ± 3
−−√

A(1, 3)f(x) =
ax + b

+ 1x2

f(1) = 3 ⇒ = 3 ⇒ a + b = 6
a + b

2

(x) = = =f ′ a( + 1) − 2x(ax + b)x2

( + 1)x2 2

a + a − 2a − 2bxx2 x2

( + 1)x2 2

−a − 2bx + ax2

( + 1)x2 2

(x) =f ′′ (−2ax − 2b) − 2 × 2x( + 1)(−a − 2bx + a)( + 1)x2 2
x2 x2

( + 1)x2 4

(x) =f ′′
( + 1) ((−2ax − 2b)( + 1) − 4x(−a − 2bx + a))x2 x2 x2

( + 1)x2 4

(x) = ⇒ (1) = 0f ′′ (−2ax − 2b)( + 1) − 4x(−a − 2bx + a)x2 x2

( + 1)x2
3

f ′′
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در تابع درجۀ سوم مرکز تقارن همان نقطۀ عطف تابع است.  . 58

 . 59

   مرکز تقارن

 . 60

 طول نقطۀ تقاطع مجانب ها برابر با مجانب قائم و عرض این نقطه برابر با مجانب افقی است. پس داریم:

: مجانب قائم      نقطۀ تقاطع مجانب ها  :مجانب افقی     

⇒ (−2a − 2b) × 2 − 4(−a − 2b + a) = 0 ⇒ −4a − 4b + 8b = 0

⇒ −4a + 4b = 0 ⇒ b = a ⇒ a + b = 6 ⇒ 2a = 6 ⇒ a = b = 3

(1)f(x) = a + b + cx3 x2 نقطۀ عطف A(1, −1) ⇒ f(1) = −1 ⇒ a + b + c = −1

(x) = 3a + 2bx ⇒ (x) = 6ax + 2b ⇒ (1) = 0 ⇒ 6a + 2b = 0 ⇒ b = −3a (2)f ′ x2 f ′′ f ′′

x + 3y = 7 ⇒ 3y = −x + 7 ⇒ y = − x + ⇒1

3

7

3
شیب = −

1

3

= 3 ⇒ (1) = 3 ⇒ 3a + 2b = 3 (3)⇒ شیب مماس در عطف f ′

(2) , (3) ⇒ 3a + 2(−3a) = 3 ⇒ 3a − 6a = 3 ⇒ a = −1 ⇒ b = 3

(1) ⇒ −1 + 3 + c = −1 ⇒ c = −3

y = mx + n + =
− 1x2

x + 2

(x + 2)(mx + n) + − 1x2

x + 2

y = =
m + nx + 2mx + 2n + − 1x2 x2

x + 2

(m + 1) + (n + 2m)x + 2n − 1x2

x + 2

m + 1 = 0 ⇒ m = −1 ⇒ y =
(n − 2)x + 2n − 1

x + 2

x + 2 = 0 ⇒ x = −2 , y = = n − 2
n − 2

1

= (−2, n − 2) , y = x ⇒ n − 2 = −2 ⇒ n = 0

f(x) =
ax + b

cx + d

f(−1) = 0 ⇒ = 0 ⇒ −a + b = 0 ⇒ a = b
−a + b

−c + d

y = 1x = 2(2, 1) ⇒

cx + d = 0 ⇒ x = − = 2 ⇒ d = −2c
d

c

= = ⇒ y = = 1 ⇒ a = clim
x→±∞

ax + b

cx + d
lim

x→±∞

ax

cx

a

c

a

c
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d = −2c d = −2a−→−
c=a

y = = = =
ax + b

cx + d

ax + a

ax − 2a

a(x + 1)

a(x − 2)

x + 1

x − 2
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