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بررسی حد روي نمودارها و اشکال هندسیدرس اول : فرآیندهاي حدي

متوسط- منتا- 1397

x

1-

y

2

1

2

2-

1 3

- شکل مقابل نمودار تابع  است، حاصل  را بدست آورید. 1ff(x) + f(x) + f(3)lim
x→3+

lim
x→3−

سخت- گل واژه- 1398
نمودار تابع  را رسم کنید و به کمک آن وجود حد تابع را در  بررسی کنید. - 2f(x) =

⎧
⎩⎨

− x x ≥ 11
2

4 − x < 1x2
x = 1

متوسط- تمرین هاي کتاب- 1402 تابعی مانند  ارائه کنید که در نقطۀ  تعریف نشده باشد.  - 3f2f(x) = 4lim
x→2

1



متوسط- تمرین هاي کتاب- 1402 تابعی مانند  ارائه کنید که در نقطۀ  حد نداشته باشد.  - 4f3f(3) = 1

متوسط- تمرین هاي کتاب- 1402 مثالی از یک تابع، همراه با نمودار آن ارائه کنید که حد تابع در نقطۀ  مساوي  باشد. - 52−1

y

x

متوسط- تمرین هاي کتاب- 1402 براي تابع  که نمودار آن داده شده است، کدام یک درست و کدام یک نادرست است؟ - 6

ب) الف) 

 ت)   پ) 

ج) ث) 

ح)  وجود ندارد.چ)    وجود ندارد.

f

f(x) = 2lim
x→1

f(1) = 2

f(2) = 1f(x) = 0lim
x→−2+

f(x) = 2lim
x→−1

f(x) = 1lim
x→0

f(x)lim
x→2

f(x)lim
x→−1
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متوسط- منتا- 1397

x1-

y

2
1

22- 1

3

4

1-

3-
3

- نمودار تابع  بصورت زیر رسم شده است، حدهاي خواسته شده را بدست آورید. 7

  (چ

 (ح

 (خ

 (د

 (ذ

 (ر

 (ز

(الف  

 (ب

 (پ

 (ت

 (ث

 (ج

f

f(x)lim
x→(−3)+

f(x)lim
x→(−3)−

f(−3)

f(2)

f(3)

f(x)lim
x→0

f(x)lim
x→(−2)

f(x)lim
x→2+

f(x)lim
x→2−

f(x)lim
x→3+

f(x)lim
x→3−

f(x)lim
x→(−1)+

f(x)lim
x→(−1)−

متوسط- منتا- 1397

x
1-

y

2

1
2

2- 1

3
4

- با کمک نمودار زیر مقدار عبارت  را بدست آورید. 8f(x) − 4 f(x) + 2f(1)lim
x→1+

lim
x→0−

متوسط- منتا- 1397

x

3

1-

y

2

1
2

- شکل زیر نمودار تابع  است. حاصل  را محاسبه کنید. 9ff(x) + f(x) + f(2)lim
x→2+

lim
x→2−
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yمتوسط- گل واژه- 1398

x

2
1

11-2-

با توجه به نمودار داده شده، درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را مشخص کنید. - 10

متوسط- گل واژه- 1398 f(x)limحاصل حد  برابر  است.
x→1+

2

متوسط- گل واژه- 1398 f(x)limحاصل حد  برابر  است.
x→1−

1

متوسط- گل واژه- 1398 f(x)limحاصل حد  برابر  است.
x→1

2

متوسط- گل واژه- 1398 f(x)limحاصل حد  برابر  است.
x→−2

1

بررسی حد در توابع چند ضابطه اي

سخت- منتا- 1397

- تابع  مفروض است. اگر  و  باشد حاصل  را بدست آورید. 11f(x) = {ax + b , x > 2
a + 3bx + 1 , x < 2x2

f(x) = 5lim
x→2+

f(x) = 7lim
x→2−

a + b

متوسط- تمرین هاي کتاب- 1402
، نمودار  را رسم کنید. آیا  موجود است؟ اگر  - 12f(x) =

|x|

x
ff(x)lim

x→0

سخت- منتا- 1397

تابع  مفروض است. اگر  و  باشد،  و  را بدست آورید. - 13f(x) = {
(a − 1)x + 5 , x > −2

+ 2b , x < −2x2
f(x) = 2lim

x→(−1)
f(x) = 8lim

x→(−4)
ab
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متوسط- منتا- 1397 - اگر  و  باشد، مقدار  را بدست آورید. 14f(x) = {ax − 1 ,

+ 2a ,x2

x < 1
x ≥ 1

(x) − f(x) = −1lim
x→1+

lim
x→1−

a

سخت- منتا- 1397
، نصف حد چپ در این نقطه باشد،  را بدست آورید. ، مقدار حد راست در  اگر در تابع  - 15f(x) = {x − a

+ 2ax2
x ≥ 1
x < 1

x = 1a

متوسط- تمرین هاي کتاب- 1402

توابع زیر را در نظر بگیرید و به سوالات پاسخ دهید: - 16

الف) مقادیر  و  را در صورت وجود به دست آورید.
ب) حدهاي زیر را محاسبه کنید:

f(x) = 2x + 1 , g(x) = 2x + 1 (x ≠ 2) , h(x) = {2x + 1
3

x ≠ 2
x = 2

h(2) , f(2)g(2)

h(x) , g(x) , f(x)lim
x→2

lim
x→2

lim
x→2

متوسط- تمرین هاي کتاب- 1402
- نمودار تابع با ضابطه  را رسم کنید و حد تابع در صفر را - در صورت وجود -  بیابید. 17f(x) = { + 2x2

−2x − 2
x > 0
x ≤ 0

متوسط- تمرین هاي کتاب- 1402 آیا حد تابع زیر در  موجود است؟ - 18

 

x = 2

f(x) =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

−x + 2
−2
x − 3

x > 2
x = 2
x < 2

متوسط- منتا- 1397
در تابع  اختلاف حد چپ و راست تابع را در نقطۀ  بدست آورید. - 19f(x) = { 3 − x ,

− 1 ,x2
x ≥ 0
x < 0

x = 0
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متوسط- منتا- 1397
تابع  مفروض است، اگر تابع  در  داراي حد باشد، مقدار  را بدست آورید. - 20f(x) = {

(a + 2)x − 3 ,

− + 1 ,x2

x > 2
x ≤ 2

fx = 2a

متوسط- منتا- 1397 اگر  باشد،  را بدست آورید. - 21f(x) = 8 + 2x
− −−−−

√f(x)lim
x→(−4)

متوسط- منتا- 1397
اگر  باشد،  را بدست آورید. - 22f(x) = { − 1 ,x2

1 − 2x ,

x < −2
x ≥ −2

f(x)lim
x→(−2)

متوسط- منتا- 1397 اگر  باشد،  را محاسبه کنید. - 23f(x) = x − 5
− −−−

√f(x)lim
x→5

متوسط- منتا- 1397 آیا تابع  در نقطۀ  حد دارد؟ - 24f(x) = [x]x = 3

متوسط- منتا- 1397 - در تابع با ضابطه  حاصل عبارت  را بدست آورید. 25f(x) = { 0 ,

−1 ,

x ∈ Z

x ∈ R − Z
f(x) + f(x)lim

x→0+
lim

x→(
1

2
)−1

قضایاي حددرس دوم : محاسبه ي حد توابع

سخت- گل واژه- 1398

3

3
2
1

با توجه به شکل، حاصل عبارت روبه رو را تعیین کنید.   - 26

 A = +lim
x→3+

− 5x2
− −−−−

√ lim
x→3−

xf(x)

x + f(x)
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متوسط- تمرین هاي کتاب- 1402 در هر یک از حالت هاي زیر دربارة حد تابع  چه می توان گفت؟ - 27

الف) اگر توابع  و  هیچ کدام در نقطه اي مانند  حد نداشته باشند.

ب) اگر تابع  در  حد داشته باشد ولی تابع  در  حد نداشته باشد.

f + g

fga

faga

متوسط- تمرین هاي کتاب- 1402 دو تابع متفاوت مثال بزنید که در یک نقطه داراي حدهاي برابر باشند. - 28

متوسط- منتا- 1397
اگر تابع  در  حد داشته باشد و  باشد، آنگاه حاصل  را بدست آورید. - 29fx = 3= 5lim

x→3

2f(x) − 1
f(x) + 1

f(x)lim
x→3

متوسط- منتا- 1397

حدهاي زیر را بدست آورید. - 30

   (الف

   (ب

   (پ

  (ت

(x + [x])lim
x→2−

lim
x→2+

[x] + 1
3x

(3[x] − x)lim
x→1−

lim
x→3−

x − [x]

2[x]

سخت- گل واژه- 1398 هر یک از حدود زیر را تعیین کنید. - 31
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سخت- گل واژه- 1398

 lim
x→0

[x] + |x|

x + 1

سخت- گل واژه- 1398

lim
x→0−

−3
|[x] + [−x]|

متوسط- تمرین هاي کتاب- 1402 اگر  یک عدد صحیح باشد، حدهاي زیر را در صورت وجود محاسبه کنید. - 32

  (الف

 (ب

  (پ

m

[x]lim
x→m+

[x]lim
x→m−

[x]lim
x→m

متوسط- تمرین هاي کتاب- 1402 با استفاده از قوانین حد و نمودارهاي  و  حدهاي زیر را (در صورت وجود) به دست آورید. - 33

1 2 3 4 5
12- -
2-

1-

1
2
3
4
5

x

y

f

1 2 3 4 512- -
2-

1-

1
2
3
4
5

x

y

g

3-3-

6 6

 

   (پ          (ب          (الف

   (ج      (ث      (ت

  (ح          (چ

  (د          (خ

fg

g(x)lim
x→3

f(x)lim
x→−1

f(x)lim
x→3

(2f(x) + 5g(x))lim
x→2

(f(x) + g(x))lim
x→−1

(f(x) + g(x))lim
x→3

lim
x→0

(g(x))2lim
x→0

(f(x))4

(f(x) ⋅ g(x))lim
x→5

lim
x→2

f(x)

g(x)
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متوسط- تمرین هاي کتاب- 1402 اگر  و  و  حدهاي زیر را در صورت وجود بیابید. - 34

  (ب

 (ت

 (ج

 (الف

 (پ

 (ث

f(x) = 3lim
x→2

g(x) = 0lim
x→2

h(x) = −1lim
x→2

(h(x)lim
x→2

)5

lim
x→2

g(x)

f(x)

lim
x→2

1
h(x)

(f(x) + h(x))lim
x→2

lim
x→2

f(x)

g(x)

lim
x→2

3f(x)

g(x) − 5h(x)

متوسط- منتا- 1397

حاصل حدهاي زیر را بدست آورید. - 35

  (الف

   (ب

  (پ

  (ت

   (ث

lim
x→0

2 cos x + 1
3 − sin x

lim
x→ π

2

2 sin x cos x

1 + xcos2

lim
x→ π

4

2
−−

√ (sin x + cos x)3

lim
x→ π

4

x + 2 cos xsin2

2 x − cos xsin2

(1 − x) × xlim
x→ π

6

sin2 tan2
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متوسط- منتا- 1397
،  باشند، حاصل  را بدست آورید. اگر  - 36f(x) = 4lim

x→(−1)
g(x) = 2lim

x→(−1)
lim

x→(−1)

2f(x) − 3g(x)

+ 6(g(x))2
x3

متوسط- منتا- 1397

حاصل حدهاي زیر را بدست آورید. - 37

  (الف

  (ب

(پ   

  (ت

  (ث

  (ج

   (چ

(sin x + cos x)lim
x→ π

4

lim
x→ π

2

1 − xsin2

1 − sin x

lim
x→(− )π

2

1 − xsin2

1 + sin x

lim
x→0

1 − xcos2

1 − xcos3

(3 sin x − 1)lim
x→ π

6

lim
x→π

2 sin x − 2
3 + 5 cos x

4 sin x ⋅ cos xlim
x→ π

4
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متوسط- منتا- 1397

حدهاي زیر را بدست آورید. - 38

   (الف

   (ب

 (پ

   (ت

   (ث

   (ج

   (چ

  (ح

lim
x→1

3x − 1
− 2x + 4x2

(2 + 5x)(6x − 1)lim
x→(−1)

x2

lim
x→(−3)

− |x|x2

|x| + 1

lim
x→(−2)

− 1∣∣x
2 ∣∣

|x| + 4

lim
x→7

x + 2− −−−√

x − 4

lim
x→1

2x − 6− −−−−√

x + 3

(2 + 1)( − 1)lim
x→5

x−−√ x + 4
− −−−

√

lim
x→(−2)

2 + 5x + 8x2

+ 2x2
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متوسط- منتا- 1397 ،  باشد، حاصل حدهاي زیر را بیابید.  ، اگر  - 39

  (الف

  (ب

   (پ

  (ت

 (ث

f(x) = 3lim
x→1

g(x) = −2lim
x→1

h(x) = 0lim
x→1

(f(x) − g(x))lim
x→1

lim
x→1

f(x)

g(x)

(g(x) + h(x))lim
x→1

(2f(x) − h(x) + 3g(x))lim
x→1

( )lim
x→1

5f(x)

2g(x) − 4h(x)

رفع ابهام از صفر صفرم

سخت- منتا- 1397

حاصل حدهاي زیر را بیابید. - 40

  (الف

  (ب

  (پ

 (ت

  (ث

lim
x→1

− 3x + 2x2

2x − 2

lim
x→0

4x2

2 −x2 x3

lim
x→(−1)

3 + 5x + 2x2

2 + x − 1x2

lim
x→3

− 27x3

− 2x − 3x2

lim
x→1

3 + 4x − 3 − 4x3 x2

+ x − 2x2
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سخت- منتا- 1397

حاصل حدهاي زیر را محاسبه کنید. - 41

 (الف

  (ب

 (پ

 (ت

lim
x→

8

4

x − xcos2 sin2

sin x − cos x2−−√ 2−−√

lim
x→0

1 − cos x

xtan2

lim
x→ π

2

xcos2

1 − sin x

lim
x→ π

6

4 x − 1sin2

1 − 2 sin x
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سخت- منتا- 1397

حاصل حدهاي زیر را بیابید. - 42

  (الف

   (ب

   (پ

  (ت

  (ث

lim
x→(−3)

− 9x2

x + 3

lim
x→1

− 4x + 3x2

+ 4x − 5x2

lim
x→(−1)

− 5x − 6x2

+ 8x + 7x2

lim
x→2

− x − 2x2

− 8x3

lim
x→(−2)

+ 5x + 6x2

+ 2xx2

سخت- منتا- 1397

حاصل حدهاي زیر را بدست آورید. - 43

 (الف

 (ب

 (پ

 (ت

 (ث

lim
x→(−2)

2 − 8x2

− x − 6x2

lim
x→1

− xx2

− 4x + 3x2

lim
x→(−2)

+ x − 2x2

+ 3x + 2x2

lim
x→(−3)

+ 3x3 x2

− 9x2

lim
x→

1

2

4 − 1x2

8 − 2x − 1x2
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متوسط- تمرین هاي کتاب- 1402

نمودار دو تابع  و  را رسم کنید. آیا  موجود است؟ (چرا؟)  چطور؟ در چه نقاطی حد دو تابع با - 44

هم برابرند؟

f(x) =
|x − 3|

x − 3
g(x) = 1f(x)lim

x→3
g(x)lim

x→3

پیوستگی در نقطهدرس سوم : پیوستگی

متوسط- تمرین هاي کتاب- 1402 تابعی مثال بزنید که حد آن در نقطۀ  مساوي  باشد؛ ولی تابع در  پیوسته نباشد. نمودار این تابع را رسم کنید. - 45x = 1−11

سخت- منتا- 1397

تابع با ضابطۀ  به ازاي چه مقداري از  در  پیوسته است؟ - 46f(x) =
⎧

⎩⎨
⎪

⎪
,xsin2

1−cos x

a sin(x + ) ,π

6

x > 0

x ≤ 0
ax = 0
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متوسط- تمرین هاي کتاب- 1402 کدام یک از توابع زیر در  پیوسته است؟  - 47

1 2 312- -
1-

1
2
3

x

y

f

3- 1 2 312- -
1-

1
2
3

x

y

g

3- 1 2 312- -
1-

1
2
3

x

y

3-

h

1 2 312- -
1-

1
2
3

x

y

3-

k

 

x = 1

متوسط- تمرین هاي کتاب- 1402

پیوستگی تابع  را در نقطۀ  بررسی کنید. پیوستگی تابع در نقاط دیگر چگونه است؟ - 48f(x) = {−2x + 2
+ 2x2

x ≤ 0
x > 0

x = 0

متوسط- منتا- 1397

مقادیر  و  را طوري بدست آورید که تابع  در نقطۀ  پیوسته باشد. - 49abf(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

+ 2 [x] ,x2

a + 3 ,

bx + 6 ,

x > 1
x = 1
x < 1

x = 1

سخت- منتا- 1397 مقدار  را طوري بدست آورید که تابع زیر در نقطۀ  پیوسته باشد. - 50ax = 3

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪
,

− 9x2

|x − 3|

− ax ,x2

x < 3

x ≥ 3

سخت- منتا- 1397

اگر تابع  در  پیوسته باشد، مقدار  را بدست آورید. - 51f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

− 1x2

− 3x + 2x2

a

, x ≠ 1

, x = 1
x = 1a
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سخت- منتا- 1397
اگر تابع با ضابطۀ  در نقطۀ  پیوسته باشد،  را بدست آورید. - 52f(x) = {

−x+|x−2|

x−1

a

, x ≠ 1

, x = 1
x = 1a

متوسط- تمرین هاي کتاب- 1402 ، تابع در چه نقاطی پیوسته و در چه نقاطی ناپیوسته است؟ با توجه به نمودار تابع  - 53f(x) = [x]

متوسط- تمرین هاي کتاب- 1402

توابع  و  را در نظر می گیریم. پیوستگی این تابع ها را در  بررسی کنید. - 54f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

− 9x2

x − 3
6

x ≠ 3

x = 3
g(x) =

− 9x2

x − 3
x = 3

متوسط- منتا- 1397
، تابع با ضابطۀ  در نقطۀ  پیوسته است؟ به ازاي چه مقداري از  - 55af(x) = {

sin ,π
x

a + ,cos2 πx

36

1 ≤ x ≤ 6

6 < x
x = 6

متوسط- منتا- 1397

مقادیر  و  را طوري بدست آورید که تابع  در نقطۀ  پیوسته باشد. - 56abf(x) =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

2 cos x + a

−2
3x + 2b

, x < 0
, x = 0
, x > 0

x = 0

متوسط- منتا- 1397

مقدار  و  را طوري بیابید که تابع  در نقطۀ  پیوسته باشد. - 57abf(x) =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

ax − 1
7
2x + 3b

, x < 2
, x = 2
, x > 2

x = 2
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متوسط- منتا- 1397

، مقادیر  و  را طوري بیابید که تابع  در  پیوسته باشد. در تابع  - 58f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

a + 3 ,x2

5
−2x + b ,

x > 1
x = 1
x < 1

abfx = 1

متوسط- منتا- 1397

اگر تابع  با ضابطۀ  در نقطۀ  پیوسته باشد، مقدار a را بدست آورید. - 59ff(x) =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

3x − [x] ,

a ,

x + 3 ,

x < 2
x = 2
x > 2

x = 2

متوسط- منتا- 1397

تابع  با ضابطۀ  در نقطۀ  چه نوع پیوستگی دارد؟ - 60ff(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

sin x + 2 cos x ,

1 ,

− cos x ,

0 < x < π

2

x = π

2

< x < ππ

2

x =
π

2

متوسط- منتا- 1397

- با توجه به نمودار زیر، پیوستگی تابع را در نقاط خواسته شده بررسی کنید. 61

x

y

 

 (الف

 (ب

 (پ

 (ت

  (ث

 (ج

x = −2

x = −1

x = 0

x = 1

x = 2

x = 3
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سخت- گل واژه- 1398

پیوستگی تابع  را در نقطه اي به طول  بررسی کنید. در مورد پیوستگی تابع  در سایر نقاط چه می توان - 62

گفت؟

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

x > 3
2 −6x+9x2√

x−3

2 x = 3
5x − 13 x < 3

x = 3f

پیوستگی در بازه

متوسط- منتا- 1397 با رسم نمودار تابع  مشخص کنید که این تابع در چه بازه یا نقاطی پیوسته یا ناپیوسته است؟ - 63f(x) = [x − 1]

متوسط- منتا- 1397

هر یک از توابع زیر در چه بازه اي پیوسته هستند؟ - 64

الف) 

ب) 

پ) 

ت) 

f(x) = − 5xx3

g(x) = sin x

h(x) = log x

k(x) = x − 6
− −−−

√

19
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متوسط- تمرین هاي کتاب- 1402

نمودار تابع را رسم کنید.  در چه نقاطی پیوسته و در چه نقاطی ناپیوسته است؟ - 65f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x − 3 x < 2
−2 x = 2
−x + 2 x > 2

f

متوسط- منتا- 1397

اگر تابع  در  پیوسته باشد،  و  را بدست آورید. - 66f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

2ax + b ,

5 ,

+ bx − a,x2

x > 2
x = 2
x < 2

Rab

متوسط- منتا- 1397

مقادیر  و  را طوري بیابید که تابع  در  پیوسته باشد. - 67abf(x) =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

ax + 1 ,

9 ,

3x + b ,

x < 4
x = 4
x > 4

R

متوسط- تمرین هاي کتاب- 1402

در مواقعی تجویز دارو براي کودکان بر اساس جرم کودك انجام می گیرد. روش هاي مختلفی براي برآورد کردن جرم یک کودك (برحسب - 68
کیلوگرم) در شرایط اضطراري (که جرم نمی تواند اندازه گیري شود) وجود دارد. یکی از این روش ها استفاده از تابع

 است که در آن  سن کودك برحسب سال است. به طور مثال جرم یک کودك  ماهه به کمک این تابع چنین

محاسبه می شود:

 

 الف)  و  را بیابید.

ب) آیا  در بازة  پیوسته است؟

f(t) = { 6t + 4
2t + 10

0 ≤ t < 1
1 ≤ t ≤ 10

t6

f( ) = 6 × ( ) + 4 = ماه7 6 → =
6

12
1
2

سال
1
2

1
2

f(2)f(5)

f[0, 10]
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متوسط- تمرین هاي کتاب- 1402 با توجه به توابع  و  و  با ضابطه هاي داده شده، به سوالات پاسخ دهید. - 69

   ,        ,   

 الف) مقادیر زیر را در صورت وجود به دست آورید:

 ب) حدود زیر را در صورت وجود به دست آورید:

 پ) کدام تابع در  پیوسته است؟

fgh

h(x) = {2 + x

3
x ≠ 2
x = 2

g(x) = 2x + 1 x ≠ 2f(x) = 2x + 1

f(2) = , g(2) = , h(2) =

f(x) = g(x) = h(x) =lim
x→2

lim
x→2

lim
x→2

x = 2

متوسط- گل واژه- 1398 تابع  بر بازة  پیوسته است. حداکثر مقدار  را تعیین کنید. - 70y = [x][1, k)k
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- 1

- 2

 شرط وجود حد در نقطۀ  آن است که: 

x

y

y = x2     

x

y

y = x2-
    

2- 2
1

y = x2-4

x

y

4

  

x

y

xf ( (

x =14
3

1
2- -1

3

 

 چون حد چپ و راست برابر نیستند، تابع در نقطۀ  حد ندارد.

- 3

y

x
 

- 4

y

x

 

- 5

f(x) = 1, f(x) = −2, f(3) = 2 ⇒ f(x) + f(x) + f(3) = 1 + (−2) + 2 = 1lim
x→3+

lim
x→3−

lim
x→3+

lim
x→3−

f(x) =
⎧
⎩⎨

− x x ≥ 11
2

4 − x < 1x2

x = 1f(x) = f(x)lim
x→1−

lim
x→1+

f(x) = 3lim
x→1−

f(x) = −lim
x→1+

1
2

x = 1

f(x) =
− 4x2

x − 2

f(x) =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

−x + 2
1
−x + 5

x < 3
x = 3
x > 3
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y

x

- 6

)    ( الفدرست    ( ب نادرست است (زیرا 

( پدرست    ( ت نادرست است (زیرا این حد وجود ندارد) 
 

نادرست      ( ثدرست    ( ج

درست     ( چدرست  ( ح

نمودار تابع  بصورت زیر رسم شده است، حدهاي خواسته شده را بدست آورید. - 7

 (چ

 وجود ندارد    (ح

 (خ

 (د

 (ذ

 (ر

 (ز

  (الف

 (ب

 (پ

 (ت

 (ث

(ج

- 8

- 9

 - 10

درست

درست

نادرست؛ چون مقادیر حد چپ و حد راست در نقطۀ  با هم برابر نیستند، لذا تابع در این نقطه حد ندارد، یعنی:

) تعریف نشده است، پس تابع در این نقطه حد ندارد. نادرست؛ چون تابع به ازاي مقادیر بزرگ تر از  (یعنی 

- 11

 

 

 

- 12

f(x) = −x + 1

f(1) = 2f(x) = 0lim
x→1

f(x) = 2lim
x→1

f(x) = 0lim
x→−2+

f(2) = 1

f(x) = 1lim
x→0

f(x) = 2lim
x→−1

f(x)lim
x→−1

= f(x)limوجود ندارد
x→2

= وجود ندارد

f

f(x) = −1lim
x→(−3)+

f(x) =lim
x→(−3)−

f(−3) = −1

f(2) = 1

f(3) = 2

f(x) = 1lim
x→0

f(x) = −1lim
x→(−2)

f(x) = 3lim
x→2+

f(x) = 1lim
x→2−

f(x) = 1lim
x→3+

f(x) = 2lim
x→3−

f(x) = 1lim
x→(−1)+

f(x) = −1lim
x→(−1)−

f(x) = 4, f(x) = 3, f(1) = 2lim
x→1+

lim
x→0−

→ f(x) − 4 f(x) + 2f(1) = 4 − 4(3) + 2(2) = −4lim
x→1+

lim
x→0−

f(x) = 2, f(x) = −1, f(2) = 3 ⇒ f(x) + f(x) + f(2) = 2 + (−1) + 3 = 4lim
x→2+

lim
x→2−

lim
x→2+

lim
x→2−

f(x) =lim
x→1

حد ندارد

−2(−2)+

f(x) = (ax + b) = a(2) + b = 2a + b = 5lim
x→2+

lim
x→2+

f(x) = (a + 3bx + 1) = a + 3b(2) + 1 = 4a + 6b + 1 = 7lim
x→2−

lim
x→2−

x2 (2)
2

→ → →

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
2a + b = 5
4a + 6b = 6

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
2a + b = 5
2a + 3b = 3

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

− − b = −52a

+ 3b = 32a
– –––––––––––––––

2b = −2 → b = −1

→ 2a − 1 = 5 → 2a = 6 → →a = 3 a + b = 2
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y

-

1

1

 

وجود ندارد   

- 13

- 14

- 15

- 16

وجود ندارد   (الف

 (ب

- 17
y

x

وجود ندارد 

- 18
yابتدا نمودار تابع را رسم می کنیم و داریم:

x

وجود ندارد  

- 19

- 20

f(x) = → f(x) = {
|x|

x

1
−1

, x > 0
, x < 0

f(x) =lim
x→0

f(x) = (a − 1)x + 5 = (a − 1)(−1) + 5 = −a + 6 → −a + 6 = 2 →lim
x→(−1)

lim
x→(−1)

a = 4

f(x) = + 2b = + 2b = 16 + 2b → 16 + 2b = 8 → 2b = −8 →lim
x→(−4)

lim
x→(−4)

x2 (−4)
2

b = −4

f(x) = + 2a = + 2a = 1 + 2alim
x→1+

lim
x→1+

x2 (1)
2

f(x) = ax − 1 = a(1) − 1 = a − 1lim
x→1−

lim
x→1−

→ f(x) − f(x) = −1 → (1 + 2a) − (a − 1) = −1 → 2 + a = −1 →lim
x→1+

lim
x→1−

a = −3

f(x) = (x − a) = 1 − alim
x→1+

lim
x→1+

f(x) = ( + 2a) = + 2a = 1 + 2alim
x→1−

lim
x→1−

x2 (1)
2

→ f(x) = f(x) → 1 − a = (1 + 2a) → 2 − 2a = 1 + 2a → 1 = 4a →lim
x→1+

1
2

lim
x→1−

1
2

a =
1
4

f(2) = 5 , h(2) = 3 , g(2) =

f(x) = 5 , h(x) = 5 , g(x) = 5lim
x→2

lim
x→2

lim
x→2

f(x) = 2 , f(x) = −2 ⇒ f(x) =lim
x→0+

lim
x→0−

lim
x→0

f(x) = 0 , f(x) = −1 ⇒ f(x) =lim
x→2+

lim
x→2−

lim
x→2

f(x) = (3 − x) = 3 − 0 = 3lim
x→0+

lim
x→0+

f(x) = ( − 1) = − 1 = −1lim
x→0−

lim
x→0−

x2 (0)
2

| | = |3 − (−1)| = حد راست4 − حد چپ
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- 21

- 22

- 23

- 24

تابع  در  حد ندارد  

- 25

- 26

 

 

 

 

الف – دقیقا نمی توان گفت که  در  حد دارد یا ندارد. - 27

ب – حد تابع  در  وجود ندارد.

        - 28

 

- 29

f(x) = (a + 2)x − 3 = (a + 2)(2) − 3 = 2a + 1lim
x→2+

lim
x→2+

f(x) = (− + 1) = − + 1 = −4 + 1 = −3lim
x→2−

lim
x→2−

x2 (2)
2

→ f(x) = f(x) → 2a + 1 = −3 → 2a = −4 →lim
x→2+

lim
x→2−

a = −2

8 + 2x ≥ 0 → 2x ≥ −8 → x ≥ −4 → = [−4, +∞)Df

f(x) = = 0lim
x→(−4)+ lim

x→(−4)+ 8 + 2x
− −−−−−

√

= =lim
x→(−4)− lim

x→(−4)− 8 + 2x
− −−−−−

√ وجود ندارد
⇒ f(x) =limx→(−4) وجود ندارد

f(x) = (1 − 2x) = 1 − 2(−2) = 1 + 4 = 5lim
x→(−2)+

lim
x→(−2)+

f(x) = ( − 1) = − 1 = 4 − 1 = 3lim
x→(−2)−

lim
x→(−2)−

x2 (−2)
2

f(x) ≠ f(x) ⇒ f(x) =lim
x→(−2)+ lim

x→(−2)− limx→(−2) وجود ندارد

x − 5 ≥ 0 → x ≥ 5 → = [5, +∞)Df

f(x) = = 0lim
x→5+ lim

x→5+ x − 5
− −−−−

√

f(x) = =lim
x→5− lim

x→5− x − 5
− −−−−

√ وجود ندارد
⇒ f(x) =limx→5 وجود ندارد

f(x) = [ ] = 3, f(x) = [x] = [ ] = 2lim
x→3+

lim
x→3+

3+
lim

x→3−
lim

x→3−
3−

f(x)x = 3→ f(x) ≠ f(x) →lim
x→3+

lim
x→3−

f(x) = −1 , = −1 → f(x) + f(x) = −1 + (−1) = −2lim
x→0+

lim
x→(

1
2

)−

lim
x→0+

lim
x→(

1
2

)−

f(x) = 2 , f(x) = 1lim
x→3+

lim
x→3−

A = +lim
x→3+

− 5x2
− −−−−

√ lim
x→3−

xf(x)

x + f(x)

A = +( − 5)lim
x→3+

x2− −−−−−−−−−−
√

xf(x)lim
x→3−

(x + f(x))lim
x→3−

A = +− 532
− −−−−

√
x × f(x)lim

x→3−
lim

x→3−

x + f(x)lim
x→3−

lim
x→3−

A = 2 + = 2 + =
3 × 1
3 + 1

3
4

11
4

f + gx = a

f + gx = a

f(x) = x + 3 → f(x) = 4lim
x→1

g(x) = 5x − 1 → g(x) = 4lim
x→1
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- 30

 (الف

   (ب

   (پ

   (ت

 - 31

  

 

 

  

- 32

 (الف

 (ب

وجود ندارد   (پ

- 33

وجود ندارد  (ب      (الف

 (ت        (پ

وجود ندارد   (ث

وجود ندارد   (ج

 (چ

وجود ندارد     (ح

وجود ندارد   (خ

 (د

= = = 5lim
x→3

2f(x) − 1
f(x) + 1

(2f(x) − 1)lim
x→3

(f(x) + 1)lim
x→3

2 f(x) − 1lim
x→3

f(x) + 1lim
x→3

→ 2 f(x) − 1 = 5 f(x) + 5 → −6 = 3 f(x) → f(x) = −2lim
x→3

lim
x→3

lim
x→3

lim
x→3

(x + [x]) = x + [x] = 2 + [ ] = 2 + 1 = 3lim
x→2−

lim
x→2−

lim
x→2−

2−

= = = =lim
x→2+

[x] + 1
3x

[x] + 1lim
x→2+

3xlim
x→2+

[ ] + 12+

3(2)

2 + 1
6

1
2

(3[x] − x) = 3[x] − x = 3[ ] − 1 = 3(0) − 1 = −1lim
x→1−

lim
x→1−

lim
x→1−

1−

= = = =lim
x→3−

x − [x]

2[x]

x − [x]lim
x→3−

2[x]lim
x→3−

3 − [ ]3−

2[ ]3−

3 − 2
2(2)

1
4

x → : x > 00+
→ [x] = 0, x → : x < 00−

→ [x] = −1

= = 0lim
x→0+

[x]+|x|

x+1
0+0
0+1

= = −1lim
x→0−

[x]+|x|

x+1
−1+0
0+1

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪
→ حد ندارد.

x → : x < 00−
→ [x] = −1

x → : x < 00−
−x > 0− →−−

×−1
→ [−x] = 0

= = −3lim
x→0−

−3
|[x] + [−x]|

−3
| − 1 + 0|

[x] = mlim
x→m+

[x] = m − 1lim
x→m−

[x] =lim
x→m

f(x) =lim
x→−1

f(x) = 2lim
x→3

(f(x) + g(x)) = 2 + 5 = 7lim
x→3

g(x) = 5lim
x→3

(f(x) + g(x)) =lim
x→−1

وجود ندارد +(−1) =

(2f(x) + 5g(x)) = 2 f(x) + 5 g(x) = 2(−1) + 5( ) =lim
x→2

lim
x→2

lim
x→2

وجود ندارد

= =lim
x→0

(f(x))4 ( )
1
3

4 1
81

=lim
x→0

(g(x))2

= =lim
x→2

f(x)

g(x)

−1

وجود ندارد

(f(x) ⋅ g(x)) = 5 × 5 = 25lim
x→5
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- 34

 (الف

 (ب

وجود ندارد  (پ

 (ت

 (ث

 (ج

- 35

  (الف

  (ب

  (پ

   (ت

  (ث

- 36

- 37

  (الف

  (ب

 

 (پ

 

  (ت

 

  (ث

  (ج

(f(x) + h(x)) = f(x) + h(x) = 3 + (−1) = 2lim
x→2

lim
x→2

lim
x→2

(h(x) = ( h(x) = (−1 = −1lim
x→2

)5 lim
x→2

)5 )5

= = =lim
x→2

f(x)

g(x)

f(x)lim
x→2

g(x)lim
x→2

3
0

= = = 0lim
x→2

g(x)

f(x)

g(x)lim
x→2

f(x)lim
x→2

0
3

= = =lim
x→2

3f(x)

g(x) − 5h(x)

3 f(x)lim
x→2

g(x) − 5 h(x)lim
x→2

lim
x→2

3 × 3
0 − 5 × (−1)

9
0 + 5

9
5

= = = −1lim
x→2

1
h(x)

1
h(x)lim

x→2

1
−1

= = = 1lim
x→0

2 cos x + 1
3 − sin x

2(1) + 1
3 − 0

3
3

= = = 0lim
x→

π

2

2 sin x cos x

1 + xcos2

2 × 1 × 0

1 + (0)
2

0
1

= ( + = ( = × 2 = 4lim
x→ π

4

2
−−

√ (sin x + cos x)3 2
−−

√
2
−−

√

2

2
−−

√

2
)3 2

−−
√ 2

−−
√ )3 2

−−
√ 2

−−
√

= = =lim
x→ π

4

x + 2 cos xsin2

2 x − cos xsin2

+ 2(0)(1)
2

2 − (0)(1)
2

1 + 0
2 − 0

1
2

(1 − x) × x = (1 − ( )) × ( = (1 − ) × = × =lim
x→

π

6

sin2 tan2 1
2

3
−−

√

3
)2 1

4
3
9

3
4

1
3

1
4

= = = = −1lim
x→(−1)

2f(x) − 3g(x)

+ 6(g(x))2 x3

2(4) − 3(2)

+ 6(2)
2

(−1)
3

8 − 6
4 − 6

2
−2

(sin x + cos x) = + = =lim
x→

π

4

2
−−

√

2

2
−−

√

2

2 2
−−

√

2
2
−−

√

= =lim
x→

π

2

1 − xsin2

1 − sin x

1 − (1)
2

1 − 1
0
0

→ = (1 + sin x) = 1 + 1 = 2lim
x→

π

2

(1 − sin x)(1 + sin x)

(1 − sin x)
lim

x→
π

2

= =lim
x→(− )

π

2

1 − xsin2

1 + sin x

1 − (−1)
2

1 + (−1)

0
0

→ = (1 − sin x) = 1 − (−1) = 2lim
x→(− )

π

2

(1 − sin x)(1 + sin x)

(1 + sin x)
lim

x→(− )
π

2

= =lim
x→0

1 − xcos2

1 − xcos3

1 − (1)
2

1 − (1)
3

0
0

→ = = =lim
x→0

(1 − cos x)(1 + cos x)

(1 − cos x)(1 + cos x + x)cos2
lim
x→0

1 + cos x

1 + cos x + xcos2

1 + 1

1 + 1 + (1)
2

2
3

(3 sin x − 1) = 3( ) − 1 = − 1 =lim
x→

π

6

1
2

3
2

1
2

= = = 1lim
x→π

2 sin x − 2
3 + 5 cos x

2(0) − 2
3 + 5(−1)

−2
−2
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(چ

- 38

  (الف

(ب   

 

   (پ

   (ت

   (ث

حد وجود ندارد      (ج

   (چ

 

   (ح

- 39

   (الف

  (ب

 (پ

   (ت

 

   (ث

- 40

  (الف

 

  (ب

 

4 sin x ⋅ cos x = 4 × × = 2lim
x→

π

4

2
−−

√

2

2
−−

√

2

= = =lim
x→1

3x − 1
− 2x + 4x2

(3x − 1)lim
x→1

( − 2x + 4)lim
x→1

x2

3(1) − 1

− 2(1) + 4(1)
2

2
3

(2 + 5x)(6x − 1) = (2 + 5x) × (6x − 1)lim
x→(−1)

x2 lim
x→(−1)

x2 lim
x→(−1)

= (2 + 5(−1)) × (6(−1) − 1) = (2 − 5) × (−7) = (−3) × (−7) = 21(−1)
2

= = = = =lim
x→(−3)

− |x|x2

|x| + 1

− |x|lim
x→(−3)

x2

|x| + 1lim
x→(−3)

− |−3|(−3)
2

|−3| + 1
9 − 3
3 + 1

6
4

3
2

= = = =lim
x→(−2)

− 1∣∣x
2 ∣∣

|x| + 4

− 1lim
x→(−2)

∣∣x
2 ∣∣

|x| + 4lim
x→(−2)

− 1∣
∣(−2)

2 ∣
∣

|−2| + 4
3

2 + 4
1
2

= = = = 1lim
x→7

x + 2
− −−−−

√

x − 4

lim
x→7

x + 2
− −−−−

√

(x − 4)lim
x→7

7 + 2
− −−−−

√

7 − 4
3
3

= = = =lim
x→1

2x − 6
− −−−−−

√

x + 3

lim
x→1

2x − 6
− −−−−−

√

x + 3lim
x→1

2(1) − 6
− −−−−−−

√

1 + 3

−4
−−−

√

4

(2 + 1)( − 1) = (2 + 1) × ( − 1)lim
x→5

x−−√ x + 4
− −−−−

√ lim
x→5

x−−√ lim
x→5

x + 4
− −−−−

√

= (2 + 1)( − 1) = (2 + 1)(2) = 4 + 25
−−

√ 9
−−

√ 5
−−

√ 5
−−

√

= =lim
x→(−2)

2 + 5x + 8x2

+ 2x2

(2 + 5x + 8)lim
x→(−2)

x2

( + 2)lim
x→(−2)

x2

2 + 5(−2) + 8(−2)
2

+ 2(−2)
2

= = = 1
8 − 10 + 8

4 + 2
6
6

(f(x) − g(x)) = f(x) − g(x) = 3 − (−2) = 5lim
x→1

lim
x→1

lim
x→1

= = = −lim
x→1

f(x)

g(x)

f(x)lim
x→1

g(x)lim
x→1

3
−2

3
2

(g(x) + h(x)) = g(x) + h(x) = −2 + 0 = −2lim
x→1

lim
x→1

lim
x→1

(2f(x) − h(x) + 3g(x)) = 2f(x) − h(x) + 3g(x)lim
x→1

lim
x→1

lim
x→1

lim
x→1

= 2(3) − 0 + 3(−2) = 6 − 0 − 6 = 0

( ) = = = = −lim
x→1

5f(x)

2g(x) − 4h(x)

5f(x)lim
x→1

2g(x) − 4h(x)lim
x→1

lim
x→1

5 × 3
2(−2) − 4(0)

15
−4

15
4

= =lim
x→1

− 3x + 2x2

2x − 2
− 3(1) + 2(1)

2

2(1) − 2
0
0

→ = = = −lim
x→1

(x − 1)(x − 2)

2(x − 1)
lim
x→1

x − 2
2

1 − 2
2

1
2

= =lim
x→0

4x2

2 −x2 x3

4(0)
2

2 −(0)
2

(0)
3

0
0

→ = = = = 2lim
x→0

4x2

(2 − x)x2
lim
x→0

4
2 − x

4
2 − 0

4
2
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  (پ

 

  (ت

 

  (ث

- 41

 (الف

 (ب

 (پ

 (ت

 

- 42

  (الف

 

   (ب

 

   (پ

   (ت

= =lim
x→(−1)

3 + 5x + 2x2

2 + x − 1x2

3 + 5(−1) + 2(−1)
2

2 + (−1) − 1(−1)
2

0
0

→ = = = =lim
x→(−1)

(x + 1)(3x + 2)

(x + 1)(2x − 1)
lim

x→(−1)

3x + 2
2x − 1

3(−1) + 2
2(−1) − 1

−1
−3

1
3

= =lim
x→3

− 27x3

− 2x − 3x2

− 27(3)
3

− 2(3) − 333

0
0

→ = = =lim
x→3

(x − 3)( + 3x + 9)x2

(x − 3)(x + 1)
lim
x→3

( + 3x + 9)x2

(x + 1)

+ 3(3) + 932

3 + 1
27
4

= =lim
x→1

3 + 4x − 3 − 4x3 x2

+ x − 2x2

3 + 4(1) − 3 − 4(1)
3

(1)
2

+ 1 − 2(1)
2

0
0

→ = = = =lim
x→1

3 (x − 1) + 4(x − 1)x2

(x − 1)(x + 2)
lim
x→1

(x − 1)(3 + 4)x2

(x − 1)(x + 2)
lim
x→1

3 + 4x2

x + 2
3 + 4(1)

2

1 + 2
7
3

= = →lim
x→

8
4

x − xcos2 sin2

sin x − cos x2
−−

√ 2
−−

√

( − (
2√

2
)2

2√

2
)2

( ) − ( )2
−−

√
2√

2
2
−−

√
2√

2

0
0

→ = = = = −1lim
x→

π

4

(cosx − sinx)(cosx + sinx)

− (cos x − sin x)2
−−

√
lim

x→
π

4

cos x + sin x

− 2
−−

√

+
2√

2

2√

2

− 2
−−

√

2
−−

√

− 2
−−

√

= = → =lim
x→0

1 − cos x

xtan2

1 − 1

(0)
2

0
0

lim
x→0

1 − cos x

xtan2
lim
x→0

1 − cos x

xsin2

xcos2

=lim
x→0

(1 − cos) xcos2

xsin2
lim
x→0

(1 − cosx)co xs2

1 − xcos2

= = = =lim
x→0

(1 − cos x) xcos2

(1 − cos x)(1 + cos x)
lim
x→0

xcos2

1 + cos x

(1)
2

1 + 1
1
2

= = → =lim
x→

π

2

xcos2

1 − sin x

(0)
2

1 − 1
0
0

lim
x→

π

2

xcos2

1 − sin x
lim

x→
π

2

1 − xsin2

1 − sin x

= (1 + sin x) = 1 + 1 = 2lim
x→

π

2

(1 − sin x)(1 + sin x)

(1 − sin x)
lim

x→
π

2

= = →lim
x→

π

6

4 x − 1sin2

1 − 2 sin x

4( − 11
2
)2

1 − 2( )
1
2

0
0

lim
x→

π

6

4 x − 1sin2

1 − 2 sin x

= = = = −2lim
x→

π

6

(2 sin x − 1)(2 sin x + 1)

−(2 sin x − 1)
lim

x→
π

6

2 sin x + 1
−1

2( ) + 11
2

−1
2

−1

= =lim
x→(−3)

− 9x2

x + 3
− 9(−3)

2

−3 + 3
0
0

→ = (x − 3) = −3 − 3 = −6lim
x→(−3)

(x − 3)(x + 3)

(x + 3)
lim

x→(−3)

= =lim
x→1

− 4x + 3x2

+ 4x − 5x2

− 4(1) + 3(1)
2

+ 4(1) − 5(1)
2

0
0

→ = = = = −lim
x→1

(x − 1)(x − 3)

(x − 1)(x + 5)
lim
x→1

x − 3
x + 5

1 − 3
1 + 5

−2
6

1
3

= =lim
x→(−1)

− 5x − 6x2

+ 8x + 7x2

− 5(−1) − 6(−1)
2

+ 8(−1) + 7(−1)
2

0
0

→ = = =lim
x→(−1)

(x + 1)(x − 6)

(x + 1)(x + 7)
lim

x→(−1)

x − 6
x + 7

−1 − 6
−1 + 7

−7
6

= =lim
x→2

− x − 2x2

− 8x3

− 2 − 2(2)
2

− 8(2)
3

0
0
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   (ث

- 43

 (الف

 (ب

 (پ

 (ت

 (ث

- 44
y

-1

1

f

g x

x

))

))

x

 

وجود ندارد  

 

              

 در نقاط  حد دو تابع با هم برابرند.

- 45
y

x

 

همان طور که در شکل می بینیم وقتی  حد تابع برابر  خواهد بود.

→ = = = =lim
x→2

(x − 2)(x + 1)

(x − 2)( + 2x + 4)x2
lim
x→2

x + 1
+ 2x + 4x2

2 + 1

+ 2(2) + 422

3
12

1
4

= =lim
x→(−2)

+ 5x + 6x2

+ 2xx2

+ 5(−2) + 6(−2)
2

+ 2(−2)(−2)
2

0
0

→ lim
x→(−2)

(x + 2)(x + 3)

x(x + 2)

= = = −lim
x→(−2)

x + 3
x

−2 + 3
−2

1
2

= =lim
x→(−2)

2 − 8x2

− x − 6x2

2 − 8(−2)
2

− (−2) − 6(−2)
2

0
0

→ = = = = =lim
x→(−2)

2( − 4)x2

(x + 2)(x − 3)
lim

x→(−2)

2(x − 2)(x + 2)

(x + 2)(x − 3)
lim

x→(−2)

2(x − 2)

(x − 3)

2(−2 − 2)

−2 − 3
−8
−5

8
5

= =lim
x→1

− xx2

− 4x + 3x2

− 1(1)
2

− 4(1) + 3(1)
2

0
0

→ = = = = −lim
x→1

x(x − 1)

(x − 1)(x − 3)
lim
x→1

x

x − 3
1

1 − 3
1

−2
1
2

= =lim
x→(−2)

+ x − 2x2

+ 3x + 2x2

+ (−2) − 2(−2)
2

+ 3(−2) + 2(−2)
2

0
0

= = = = 3lim
x→(−2)

(x + 2)(x − 1)

(x + 2)(x + 1)
lim

x→(−2)

x − 1
x + 1

−2 − 1
−2 + 1

−3
−1

= =lim
x→(−3)

+ 3x3 x2

− 9x2

+ 3(−3)
3

(−3)
2

− 9(−3)
2

0
0

→ = = = = −lim
x→(−3)

(x + 3)x2

(x − 3)(x + 3)
lim

x→(−3)

x2

x − 3
(−3)

2

−3 − 3
9

−6
3
2

= =lim
x→

1
2

4 − 1x2

8 − 2x − 1x2

4 − 1( )
1
2

2

8 − 2( ) − 1( )
1
2

2 1
2

0
0

→ = = =lim
x→

1
2

(2x − 1)(2x + 1)

(2x − 1)(4x + 1)
lim

x→
1
2

2x + 1
4x + 1

2( ) + 11
2

4( ) + 11
2

2
3

f(x) = , g(x) = 1
|x − 3|

x − 3

f(x) =lim
x→3

g(x) = 1lim
x→3

x > 3

f(x) = { x − 2
1

x ≠ 1
x = 1

x → 1−1
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- 46

- 47

تابع  در  پیوسته است.

توابع  در  پیوسته نیستند.

- 48

تابع  در نقطۀ  پیوسته است.                             

تابع  در نقاط دیگر به جز  هم پیوسته است.

- 49

- 50

- 51

- 52

تابع  در نقاط صحیح پیوسته نیست و در سایر نقاط پیوسته است. - 53

- 54

f(x) = =lim
x→0+

lim
x→0+

xsin2

1 − cos x

0
0

= = = (1 + cos x) = 1 + 1 = 2lim
x→0+

xsin2

1 − cos x
lim

x→0+

1 − xcos2

1 − cos x
lim

x→0+

(1 − cos x)(1 + cos x)

(1 − cos x)
lim

x→0+

f(x) = a sin(x + ) = a sin(0 + ) = , f(0) =lim
x→0−

lim
x→0−

π

6
π

6
a

2
a

2
→ = 2 →

α

2
a = 4

fx = 1

g, h, kx = 1

f(x) = (−2x + 2) = −2( ) + 2 = 0 + 2 = 2lim
x→0−

lim
x→0−

0−

f(0) = −2(0) + 2 = 0 − 2 = 2

f(x) = ( + 2) = ( + 2 = 0 + 2 = 2lim
x→0+

lim
x→0+

x2 0+
)2

fx = 0→ f(x) = f(0) →lim
x→0

fx = 0

f(x) = + 2[x] = + 2[ ] = 1 + 2(1) = 3lim
x→1+

lim
x→1+

x2 (1)
2 1+

f(x) = bx + 6 = b(1) + 6 = b + 6 , f(1) = a + 3lim
x→1−

lim
x→1−

→ {
a + 3 = 3 → a = 0
b + 6 = a + 3 → b + 6 = 3 → b = −3

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

,
− 9x2

|x − 3|

− ax ,x2

x < 3

x ≥ 3
f(x) = − ax = − a(3) = 9 − 3alim

x→3+
lim

x→3+
x2 (3)

2

f(3) = − a(3) = 9 − 3a32

f(x) = = = = = −6lim
x→3−

lim
x→3−

− 9x2

|x − 3|
lim

x→3−

− 9x2

−(x − 3)
lim

x→3−

(x − 3)(x + 3)

−(x − 3)
lim

x→3−

x + 3
−1

→ 9 − 3a = −6 → 15 = 3a → a = 5

f(x) = =lim
x→1

lim
x→1

− 1x2

− 3x + 2x2

0
0

→ = = = = = −2lim
x→1

− 1x2

− 3x + 2x2
lim
x→1

(x − 1)(x + 1)

(x − 1)(x − 2)
lim
x→1

x + 1
x − 2

1 + 1
1 − 2

2
−1

, f(1) = a → a = −2

f(x) = =lim
x→1

lim
x→1

−x + |x − 2|

x − 1
0
0

→ = = = = −2lim
x→1

−x|x−2|

x−1
lim
x→1

−x+(−x+2)

x−1
lim
x→1

−2x+2
x−1

lim
x→1

−2(x−1)

(x−1)

, f(1) = a → a = −2

f(x) = [x]

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

− 9x2

x − 3
6

x ≠ 3

x = 3
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 بنابراین تابع  در  پیوسته است.

وجود ندارد  بنابراین  تابع  در  پیوسته نیست.

- 55

- 56

- 57

- 58

- 59

تابع  در  پیوسته است پس داریم:  

- 60

تابع  در  پیوستگی چپ دارد        

- 61

 (الف

f(x) = = = 6 , f(3) = 6lim
x→3

lim
x→3

− 9x2

x − 3
lim
x→3

(x + 3)(x − 3)

(x − 3)

f(x) = f(3)lim
x→3

fx = 3

g(x) =
− 9x2

x − 3

g(x) = = = 6lim
x→3

lim
x→3

− 9x2

x − 3
lim
x→3

(x + 3)(x − 3)

(x − 3)

g(3) =gx = 3

f(x) = sin = sin = , f(6) = sin =lim
x→6−

lim
x→6−

π

x

π

6
1
2

π

6
1
2

f(x) = a + = a + = a + ( = a +lim
x→6+

lim
x→6+

cos2 πx

36
cos2 6π

36

3
−−

√

2
)2 3

4

→ a + = → a = − →
3
4

1
2

1
2

3
4

a = −
1
4

f(x) = 3x + 2b = 3(0) + 2b = 2blim
x→0+

lim
x→0+

f(x) = 2 cos x + a = 2(1) + a = 2 + a , f(0) = −2lim
x→0−

lim
x→0−

→
⎧

⎩⎨
2b = −2 → b = −1

2 + a = −2 → a = −4

f(x) = 2x + 3b = 2(2) + 3b = 4 + 3blim
x→2+

lim
x→2+

f(x) = ax − 1 = a(2) − 1 = 2a − 1 , f(2) = 7lim
x→2−

lim
x→2−

→
⎧

⎩⎨
4 + 3b = 7 → 3b = 3 → b = 1

2a − 1 = 7 → 2a = 8 → a = 4

f(x) = a + 3 = a + 3 = a + 3lim
x→1+

lim
x→1+

x2 (1)
2

f(x) = −2x + b = −2(1) + b = −2 + b , f(1) = 5lim
x→1−

lim
x→1−

→
⎧

⎩⎨
a + 3 = 5 → a = 2

−2 + b = 5 → b = 7

f(x) = 3x − [x] = 3(2) − [ ] = 6 − 1 = 5lim
x→2−

lim
x→2−

2−

f(x) = x + 3 = 2 + 3 = 5 , f(2) = alim
x→2+

lim
x→2+

fx = 2a = 5

f(x) = sin x + 2 cos x = 1 + 2(0) = 1lim
x→

π −

2

lim
x→

π −

2

f(x) = − cos x = −(0) = 0 , f( ) = 1lim
x→

π +

2

lim
x→

π +

2

π

2

fx =
π

2
→ f(x) = f( )lim

x→
π −

2

π

2

x = −2 f(x) = 3 , f(x) = −1 , f(−2) = −1lim
x→(−2)−

lim
x→(−2)+

32

70سوال تشریحی ریاضی و حسابان یازدهم حد و پیوستگی

آموزشگاه پرسا



y

x

تابع  در  پیوستگی راست دارد

 (ب

تابع  در  پیوستگی چپ دارد

 (پ

تابع  در  ناپیوسته است

(ت

تابع  در  پیوستگی راست دارد

 (ث

تابع  در   پیوسته است

 (ج

تابع  در  پیوستگی راست دارد

شرط پیوستگی در نقطۀ  آن است که: - 62

 

 

 

، پس عبارت درون قدر مطلق و خود عبارت بدون قدرمطلق بیرون می آید.

 

 بنابراین تابع در نقطۀ  پیوسته است. تابع  در سایر نقاط نیز پیوسته است. تابع  در سایر نقاط نیز پیوسته است. چرا که نمودار تابع در هر یک از ضابطه ها پیوسته و بدون بریدگی یا
قطع شدگی است.

- 63

 تابع  در تمام نقاط  ناپیوسته است و فقط پیوستگی راست دارد.

تابع  در تمام نقاط  پیوسته است.

تابع  در تمام بازه هاي بصورت  به طوري که  باشد، پیوسته است.

تابع  در تمام بازه هاي بصورت  به طوري که  باشد، پیوسته است.

x

y

الف)  چون تابع چند جمله اي است و دامنۀ آن هم  می باشد پس تابع  روي بازه  پیوسته می باشد. - 64

ب)  تابع مثلثاتی  داراي دامنه اي بصورت  می باشد و تمام بازه  پیوسته می باشد.

پ)  تابع  داراي دامنه اي بصورت  می باشد و در تمام بازه  پیوسته می باشد.

ت)   تابع  داراي دامنه اي بصورت  می باشد و در تمام بازة   پیوسته می باشد.

تابع  در  ناپیوسته است و در سایر نقاط پیوسته است. - 65

- 66

دو تابع چند جمله اي  و  در دامنه شان پیوسته هستند، براي پیوستگی تابع در  کافی است که تابع در  پیوسته باشد، پس داریم:

fx = −2

x = −1 f(x) = 1 , f(x) = 4 , f(−1) = 1lim
x→(−1)−

lim
x→(−1)+

fx = −1

x = 0 f(x) = 4 , f(x) = 0 , f(0) = 2lim
x→0−

lim
x→0+

fx = 0

x = 1 f(x) = 1 , f(x) = 3 , f(1) = 3lim
x→1−

lim
x→1+

fx = 1

x = 2 f(x) = 0 , f(x) = 0 , f(2) = 0lim
x→2−

lim
x→2+

fx = 2

x = 3 f(x) = 0 , f(x) = 1 , f(3) = 1lim
x→3−

lim
x→3+

fx = 3

x = 3

f(x) = f(x) = f(3)lim
x→3−

lim
x→3+

=lim
x→3+

2 − 6x + 9x2
− −−−−−−−−−

√

x − 3
lim

x→3+

2 (x − 3)2
− −−−−−−

√

x − 3

= = 2lim
x→3+

2|x − 3|

x − 3
lim

x→3+

2(x − 3)

x − 3
x → 3+

(5x − 13) = 2, f(3) = 2lim
x→3−

x = 3f

fx ∈ Z

fx ∈ R − Z

f(a, a + 1)a ∈ Z

f[a, a + 1)a ∈ Z

f(x) = [x − 1] → f(x) = [x] − 1

f(x) = − 5xx3
Rf(−∞, +∞)

g(x) = sin xsin xR(−∞, +∞)

h(x) = log xlog xR
+(0, +∞)

k(x) = x − 6
− −−−−

√x − 6
− −−−−

√R
≥6[6, +∞)

fx = 2

2ax + b+ bx − ax2
Rx = 2
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دو تابع چند جمله اي  و  در دامنه شان پیوسته هستند، پس کافی است که تابع در  پیوسته باشد، پس داریم: - 67

 

 

 

- 68

 (الف

 ب)  با توجه به نمودار رسم شده مشاهده می شود که تابع  در بازة  پیوسته نیست.

 

4

10
12

30

10 x

y

- 69

 (الف

وجود ندارد. 

  (ب

 تابع  در  پیوسته است.  (پ

تابع  در  پیوسته نیست.  وجود ندارد. 

تابع  در  پیوسته نیست. 

می دانیم تابع  در نقاط صحیح ناپیوسته است، پس  باید طوري انتخاب شود تا در بازة موردنظر عدد صحیحی واقع نشود. بنابراین حداکثر مقدار  می تواند  باشد. - 70

f(x) = 2ax + b = 2a(2) + b = 4a + blim
x→2+

lim
x→2+

f(x) = + bx − a = + b(2) − a = 2b − a + 4lim
x→2−

lim
x→2−

x2 (2)
2

f(2) = 5

→ → → +

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
4a + b = 5
2b − a + 4 = 5

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
4a + b = 5
−a + 2b = 1

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

+ b = 54a

− + 8b = 44a
– ––––––––––––––

9b = 9 → b = 1

→ 4a + 1 = 5 → 4a = 4 → a = 1

ax + 13x + bx = 4

f(x) = 3x + b = 3(4) + b = 12 + blim
x→4+

lim
x→4+

f(x) = ax + 1 = a(4) + 1 = 4a + 1 , f(4) = 9lim
x→4−

lim
x→4−

→
⎧

⎩⎨
12 + b = 9 → b = −3

4a + 1 = 9 → 4a = 8 → a = 2

f(t) = { 6t + 4
2t + 10

0 ≤ t < 1
1 ≤ t ≤ 10

f(2) = 2(2) + 10 = 14 f(5) = 2(5) + 10 = 20

f[0, 10]

f(2) = 2(2) + 1 → f(2) = 5

g(2) =

h(2) = 3

f(x) = (2x + 1) = 5lim
x→2

lim
x→2

g(x) = (2x + 1) = 5lim
x→2

lim
x→2

h(x) = (2 + x) = 4lim
x→2

lim
x→2

fx = 2f(x) = f(2) →lim
x→2

gx = 2→g(2) =

hx = 2h(x) ≠ h(2) →lim
x→2

y = [x]kk2
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