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  فضاي سه بعدي و بردار  : 1درس 
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  .با توجه به شكل مقابل، به سئوالات زير پاسخ دهيد  2

  ي آن به صورت زير نام وجهي از شكل كه معادله) الف
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   ضرب داخلي دو بردار و كاربرد : 2درس 
kjiaسه بردار  1
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r

b و
r

a، ثابت كنيد دو بردار
r

b و
r
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  ماتريس و اعمال روي ماتريس ها : 1درس 
لـذا در  . مي دانيم كه در ماتريس هماني درايه هاي روي قطر اصل برابر يك و درايه هاي خارج قطر اصلي صـفر هـستند                        1
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  وارون ماتريس و دترمينان : 2درس 

  دترمينان و وارون ماتريس

405822:                                          بنابر ويژگي هاي دترمينان مي توان نوشت: درست   1 3 =×== |||| AA  

در . خاصي نشده است، مي توان به دلخواه عمل كردبراي محاسبه دترمينان، چون در صورت سئوال اشاره اي به روش   2

  .اينجا از روش ساروس استفاده مي كنيم
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  .كافي است ماتريس را دو بار كنار هم بنويسيم و سپس دستور ساروس را بكار بگيريم  4
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***  

  مقاطع مخروطي و مكان هندسي : 1درس 
  .بنابر تعريف مقاطع مخروطي، سطح مخروطي حاصل يك هذلولي است: درست   1

 است و مكـان  ABبه يك فاصله اند، عمود منصف پاره خط       B و Aمكان هندسي نقاطي كه از        2

.  اسـت 3 و شـعاع  Cدايره اي به مركز.  واحد باشند3ي  به فاصله  Cيهندسي نقاطي كه از نقطه    

  )E و Dنقاط.( و دايره جواب مسأله است) d(ي برخورد خط عمود منصف بنابراين نقطه

  .و دايره يكديگر را در دو نقطه قطع كنند، مسأله دو جواب دارد) d(اگر خط عمود منصف ) الف

  .اگر مماس شوند، مسأله يك جواب دارد) ب

  .در صورتي كه يكديگر را قطع نكنند، مسأله جواب ندارد) پ

  .لذا اين عبارت نادرست است. مماس باشد، فصل مشترك صفحه و كره ، يك نقطه استدر حالتي كه صفحه بر كره   3

سـپس خطـي مـوازي      .  را رسم مي كنـيم     ABطابتدا عمود منصف پاره خ       4

محـل تقـاطع عمـود      . ي يك سانتي از آن رسم مي كنيم        و به فاصله   dخط

  . با اين خط جواب مسأله استABمنصف

ي يك سانتي متر از آن مي توان         به فاصله  dچون دو خط در دو طرف خط      

  .  دارديمسأله جواب ديگر رسم كرد، لذا

 را d، خـط ABباشد، چون در اين حالت عمود منصف d عمود بر  ABاگر

، منطبـق بـر     ABقطع نمي كند، مسأله جواب ندارد و اگـر عمـود منـصف              

  . باشد، مسأله دو جواب داردdخط

  بيضي  5

  درست  6

اين خط را رسم مـي  .  استAB به يك فاصله اند، عمود منصف پاره خط     B و Aيمكان هندسي نقاطي كه از دو نقطه        7

d سانتي متر هـستند دو خـط  3ي  به فاصلهdمكان هندسي نقاطي كه از خط       .  مي ناميم  Lكنيم و آن را      d و′  مـي  ′′

dمحل برخورد دو خط.  هستندdباشند كه موازي d و′   . جواب مسأله استL با خط′′

d دو خطLاگر خط) الف d و′   .  را قطع كند، مسأله دو جواب دارد′′

d 

A B 

M 
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d بر دو خط   Lاگر خط ) ب d و ′  منطبق باشد، مسأله بي شمار      ′′

  .جواب دارد

d هيچ يك از دو خطLاگر خط) ج d و′  را قطع نكند، مسأله ′′

  .جواب ندارد

  درست  8

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

A 

B 

d ′ 

d ′′ 

L 

d 
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***  

  دايره : 2درس 
),(ياگر مختصات نقطه  1 21 −Aرا در عبارت yxyx 2222    جايگزين كنيم، بدست مي آيد،+−+

14241221221 22 −=−−+=−+−−+ )()()()(  

  .و چون حاصل منفي شد، نتيجه مي شود كه نقطه داخل دايره است

ي ايـن نقطـه تـا مركـز     ي شعاع دايره را به دست آورده و با فاصـله ا مختصات مركز و اندازهتوجه داشته باشيد كه اگر ابتد     

  .مقايسه كنيم، همين نتيجه بدست مي آيد

  .ي مركز دايره تا خط داده شده برابر شعاع دايره استفاصله  2

2
5

10

43

31413

2222
==

−+

+−−=
+

++==
)()(

|)()(|||

ba

cba
OHR

βα
  

  :مي توان به شكل زير نيز نوشتي دايره را                                لذا معادله

222 Ryx =−+− )()( βα  

411 22 =++−→ )()( yx  

01343 (داده شده خط مركز دايره تا يفاصلهكافي است كه   3 =−− yxd  شعاع دايره مقايسه  ياندازهتعيين و با را ) :

  .كنيم

21232 2222 =++−→=−+ yxxxyx  

201 22 =−+−→ )()( yx  

  R=2 شعاع دايره   ي  اندازه

),(       مختصات مركز دايره 01O  

d            2فاصله مركز دايره تا خط
5

10

169

10

43

130413

2222
==

+
−=

−+

−−=
+

++= ||

)()(

|)()(|||

ba

cba
OH

βα
  

ROHاكنون چون   . ، پس خط داده شده، دايره را قطع نمي كند<

  )الف  4

1343616422 <→>+→>+ kkcba  

O 

H 
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  .ي شعاع دايره ، مقايسه كنيمي خط داده شده، تا مركز دايره را تعيين و با اندازهكافي است فاصله) ب

41212222 2222 =+−++−→=−−−+ yyxxyxyx o  





=
→=−+−→

2

11
411 22

R

O
yx

),(
)()(  

2

2

11

11111

2222
=

+

−++=
+

++=
)()(

|)())(())((|||

ba

cba
d

βα
  

Rd.  خط و دايره متقاطع هستند <⇒  

5  2546436422 <→>+→>+ kkcba  

),(ياگر مختصات نقطه    6 32A   ي معلوم مي شود كه مختصات اين نقطـه در معادلـه          . ي دايره جايگزين كنيم    را در معادله

ي خط مماس را مي توان بـدين شـكل          پس معادله . اين يعني اينكه نقطه روي دايره واقع است       . داده شده صدق مي كنند    

  :نوشت

51212322 2222 =+−++−→=−−−+ yyxxyxyx o  

51111511 22 =−−+−−→=−+−→ ))(())(()()( yyxxyx  

  ي خط مماسمعادله

8252215113112 =+→=−+−→=−−+−− yxyxyx ))(())((  

  . ي شعاع هاي دو دايره مقايسه كنيمكافي است طول خط المركزين را با مجموع يا تفاضل اندازه  7





=
→=+

2

00
4

1

122

R

O
yx

),(
  





=
→=−+

5

01
42

2

222

R

O
xyx

),(
  

10010 طول خط المركزين   22
21 =−+−== )()(OOd  

1212
12

12

25

52
RRdRR

RR

RR
+<<−→





−=−
+=+

  

  .لذا دو دايره متقاطع هستند
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  بيضي : 2درس 
  .بنابر مفهوم خروج از مركز بيضي، در اين حالت بيضي به دايره نزديكتر مي شود  1

  زيرا: نادرست   2

180502180 =+ →=′∠+∠+∠ ∠=∠ αβα βα)( MFF  

o651302 =→=→ αα  
aAAمي دانيم كه   3 bBB و ′=2    : پس′=2

5102 =→= aa  

362 =→= bb  

416925 22222 =→=→+=→+= ccccba  

خروج از مركز بيضي         
5

4==
a

c
e  





−′ ),(

),(

05

05

A

A
   مختصات رئوس واقع روي قطر بزرگ





−′ ),(

),(

04

04

F

F
 مختصات كانون ها  





−′ ),(

),(

30

30

B

B
  وي قطر كوچك مختصات رئوس واقع ر

  . در حالتي كه خروج از مركز بيضي برابر يك باشد، بيضي تبديل به يك پاره خط مي شود  4

  .داشته باشيد كه در حالتي كه خروج از مركز بيضي برابر صفر باشد، بيضي تبديل به يك دايره مي شود: توجه 

5  10202 =→==′ aaAA  

8
5

4

105

4 10 =→= →== = c
c

a

c
e a

  

63664100 22222 =→=→+=→+= bbbcba  
12622 طول قطر كوچك   ===′ )(bBB  

16822ي كانوني طول فاصله ===′ )(cFF  

A′ A 

B 

B′ 

F ′ F 3 

5 4 



 

 رياضي و فيزيك دوازدهم ي پايه........................................................................ 3  هندسه درس نهاييسئوالات موضوعيپاسخ 

  ))2ي صفحه(( 

  :بنابر اطلاعات مسأله مي توان نوشت   6

babaBBAA 22222 =→=→′=′ )(  

  

FFBمثلثاز طرفي  BFFB متساوي الساقين است، پس′ =′   

  

   روي بيضي قرار دارد، لذا Bيو چون نقطه

  

aBFaBFaFBBF =→=→=′+ 222  
  :پس .  مثلث قائم الزاويه استFBOمثلث

2

1

2
=→=→=→= αααα coscoscoscos

b

b

a

b

BF

OB
  

BBچون حال. o60=αدر نتيجه FFBاقيني مثلث متساوي السي وارده بر قاعده ميانه′ -پس نيمساز زاويه.  است′

  :در نهايت مي توان نوشت. ي رأس نيز مي باشد

o1206022 ===′∠ )(αFFB  

 قطع  Dي به كانون هاي بيضي وصل مي كنيم تا بيضي را در نقطه            Mياز نقطه   7

aFDDF: بنابر تعريف بيضي.  روي بيضي  قرار داردDينقطه. كند 2=′+  

FMDبنابر نامساوي مثلثي در مثلث   : داريم′

  

FDDFFMMDDFFDFMMD DF ′+>′++ →′>′+ +
  

aFMMF 2>′+→  

8  
6

4

3

84

3

4

3 8162 =→= →=→= =→= c
c

a

c
e aa

  

268 =−=−= caAF  

  .در اين حالت شكل بيضي به دايره نزديكتر مي شود  9

10  
ac

a

c
e

5

3

5

3

5

3 =→=→=  

22228162222

25

9
64

5

3
64 aaaaacb bb =+→=+ →=+ =→= )(  

20210100
16

25
6464

25

16 22 ==′→=→=×=→=→ aAAaaa  

122610
5

3

5

3 ==′→=== cFFac )(  

B 

F ′ F A′ A 

B′ 

O 

α 

M 

F ′ F 

D 
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11  baBBAA 22 =→′=′  

aBFaBFaFBBF
FBBF =→= →=′+ ′=

222  

o60
2

1

2
=→==== αα

b

b

a

b

BF

BO
cos  

o1202 ==′∠→ αFFB  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

F ′ F 

B 

A A′ 

B′ 

O 
α 
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  سهمي : 2درس 
  .ي سهمي را به شكل زير مي نويسيمابتدا معادله  1

)()( 1818812982 222 −=−→−=+−→=+−− xyxyyxyy o  

)()( ي استانداردمعادلهمقايسه با با لذا  αβ +=+ xpy پس .  استروبه راست افقيهمي معلوم مي شود كه س 42

  : مي توان نوشت

284پارامتر سهمي  =→= pp  

4222ي كانونيفاصله == )(p  

),( مختصات رأس سهمي  11S  

  x=−1ي خط هادي   معادله

),( مختصات كانون  13F  

MFMTبنابر تعريف سهمي   2 ي الـساقين   متـساو MFT و لذا مثلث =

  :از اينجا نتيجه مي شود كه . است

MFTMTF ∠=∠  
MTFHاز طرفي  ي پس بنـا بـه قـضيه   .  خط مورب مي باشدFT و ||

  :خطوط موازي

TFHMTF ∠=∠  
.  مي باشدNFHيزاويه نيمساز   TFاز اين دو نتيجه معلوم مي شود كه         

  : داريمFHNي نيمساز در مثلث اكنون بنابر قضيه

TH

NT

FA

NF

TH

NT

FA

NF

TH

NT

FH

NF

TH

FH

NT

NF FAFH 2

2

22 =→= →=→= ÷=
  

3  )()( 181 2 +−=+→ xy8812928 22 −−=++→=+++ xyyyxy o  

)()(ي استاندارد معادلهمقايسه با   با   αβ +−=+ xpy  و رو به سـمت چـپ محـور          معلوم است كه سهمي افقي     42

  : لذا .طول ها است

284پارامتر سهمي     =→−=− pp  

),( مختصات رأس سهمي    11 −−S  

A F H 

M 

d 

N 

T 
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),(),(),(  مختصات كانون سهمي 13121 −−→−−−→− FFpF βα  

121معادله خط هادي      =→+−=→+= yypy α  

ي آن به سمت چپ ي خط هادي، به سادگي معلوم مي شود كه سهمي افقي و دهانهبا توجه به جايگاه رأس و معادله) الف  4

  :ي آن برابر است با  و معادلهp=1در اين سهمي. مي باشد

)()( 243 2 −−=− xy  

  مختصات كانون سهمي) ب

),(),(),( 31321 =+−=+− khpF  

  : با مختصات محل برخورد با محور طول ها برابر است) پ

),( oo
4

1

4

1 −⇒−=→= xy  

5  )()( 1828844484 222 +=−→+=+−→+=− yxyxxxyx  

  .ي سهمي معلوم مي شود كه سهمي قائم رو به بالا استي معادلهبا مشاهده

284پارامتر سهمي  =→= pp   

),(),(   رأس سهمي    12 −→ SS βα  

),(),(),(مختصات كانون  12212 FFpF →+−→+βα  

6    

7    
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  فضاي سه بعدي و بردار : 1درس 
2xyنمودار معادلات  1    . را رسم مي كنيمy=2 و=

yxي مشترك نامعادلات سپس ناحيه    y≥2 و 2≥

  .را تعيين مي كنيم

  







±=→=→
=
=

22
2

2
2

xx
y

xy
  

2  
≥≥3( شرايط CDFGوجه ) الف zo4 و≤≤ yo2 و=x ( را دارد.  

معادلات ) ب








=
=

≤≤

3

4

2

z

y

xo

  . را مشخص مي كنندADيال 

),,( صورت بهDيمختصات نقطه) پ 342Dمي باشد.  

  . باشد و هم مكعب مستطيل را نصف كندxozي هم موازي با صفحهy=2يصفحه به معادله) ت

  :، مي توان نوشتABD وBCDيهاي قائم الزاويهي فيثاغورس در مثلث رابطها دو بار استفاده از ب  3

  

251654 2222 +=→+= xx )()(  

41412 =→=→ xx  

  

941341 2222 +=→+= yy )()(  

25502 =→=→ yy  

  

  .  استyzي ، تمام نقاط صفحه3R درo=xينمودار مربوط به معادله  4

2=y 

2xy = 

4 

3 

2 E 

A 

D 

O 

B 

G 

C 

F 

y 

z 

x 

 

 

m3 

m5 m4 

y 

x 

A 

B 

C 

D 
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- است و همچنين نمودار مربوط به معادلهxzي ، تمام نقاط صفحه3R درo=yي نمودار مربوط به معادله:توجه 

  . استxyي ، تمام نقاط صفحه3R درo=zي

  محور عرض ها  5

  درست  6

7    

  

  

  

  

8  516943 222222 =++=+−+=++= oo
r

)()()(|||| zyxa  

  . قرار داردzنادرست، نقطه روي محور  9

aمي دانيم كه براي هر دو بردار  10
r

b و
r

  . داريم

θcos||||||||. baba
rrrr ×=  

.||||||||حال با توجه به اينكه  baba
rrrr o يعنيθcos=1 نتيجه گرفته مي شود كه=×

o=∠θ  

  

  

  

2xy = 

1− 2 
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***  

  ضرب داخلي دو بردار و كاربرد  : 2درس 
  ) الف  1

),,( 13232 −=−+= kjia
rrrr

  

),,( 101=+= kib
rrr

  

1102110312 =−+=−++= ))(())(())((.ba
rr

  

14194 =++=|||| a
r

  

2101 =++=|||| b
r

  

72

1

214

1 =
×

=
×

=
||||||||

.
cos

ba

ba
rr

rr

θ  

  )ب

),,( 12o
r =c  

),,(),,(),,( 021120101 −=−=−= cbd
rrr

  

4062012312 −=+−=−+−+= ))(())(())((.da
rr

  

541 =++= o
r

|||| d  

),,(
||||

.
o

r

r

rr
r

21
5

4
2

−−==′ d
d

da
a  

2  
a دو بردار اگر

r
bو 

r
ي بين آنها برابر بر هم عمود باشند، پس زاويه 

2

π
   :لذا .   است

o
rrrr =×= )cos(||||||||.

2

π
baba  

oاگرل حا
rr =ba o پس.

rr =× θcos|||||||| baو چون o
r

≠|||| bو o
r ≠|||| a لذاo=θcosيعني 

2

πθ = 

aيعني دو بردار 
r

b بر
r

  . بر هم عمودند

  ) الف  3

),,( 42124 −−=−−= ijka
rrrr
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),,( 0212 =+= jib
rrr

  

),,(),,(),,(),,(),,( 1284021126302142133 −−=−−+−−=−−−=− ba
rr

  

),,(),,()( 3211284
4

1
3 −−=−−=− bar

rr
  

a تصوير قائم بردارa′r اگر)ب
r

b روي امتداد بردار
r

  : باشد، در اين صورت، مي توان نوشت

5042211 −=+−+−= ))(())(())((.ba
rr

  

5041021 222 =++=++= )()()(|||| b
r

  

),,(),,(),,(
)(||||

.
021021021

5

5
22

−−=−=−==′ b
b

ba
a

r

r

rr
r

  

a زاويه بين دو بردارθفرض كنيد كه  4
r

b و
r

  :در اين صورت.  باشد

3102110212 =++=−−++= ))(())(())((.ba
rr

  

39144 ==++=|||| a
r

  

2101 =++=|||| b
r

  

42

1

23

3 πθθ =→=
×

=
×

=
||||||||

.
cos

ba

ba
rr

rr

  

5  oo
rrrr =−+++→=→⊥ ))(())(())((. 21312 mmbaba  
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